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Prefacio

La Estatica en la vida cotidiana

Prefacio

Este libro, compuesto por 5 (cinco) capitulos y 1 (un) apéndice, pretende introducir al lector en el mundo de lu estdtica, a
partir del planteo y resolucion de situaciones problemdticas reales que se presentan en la vida cotidiana, en la naturaleza y en
la vida artificial creada por el hombre.

Por ser la estdtica una parte de la fisica, y estar totalmente enraizada en la vida del hombre, enfatizamos la necesidad de pre-
sentar una vision de la misma como un conjunto de conocimientos no estancos, ni exactos, ni definitivos. Por otra parte, dado
que la matemdtica constituye una herramienta indispensable para el desarrollo y la comprension conceprual de los principios
Sfundamentales de la estdtica, es que en el apéndice realizamos una sintesis de los diferentes saberes que se deben conocer de la
matemdtica.

En el capitulo 1 (uno), nos introducimos en el mundo especifico de la estdtica, a través de los elementos y principios funda-
mentales, a partir de los cuales la misma se desarrolla: el principio del paralelogramo, la influencia de un sistema de
fuerzas nulo, el desplazamiento del punto de aplicacién sobre la recta de accién de una fuerza, el momento estdtico de
una fuerza y de un sistema de fuerzas respecto de un punto, pares de fuerzas,...

En los capitulos 2 (dos) y 3 (tres) continuamos con otras temdticas especificas: los sistemas de fuerzas concurrentes, compo-
sicion y equilibrio de un sistema de fuerzas en el plano en dos direcciones concurrentes, sistemas de fuerzas no concu-
rrentes, fuerzas distribuidas, centros de gravedad de superficies, momento estdtico de superficie, momento de inercia,
radio de giro,... y en los capitulos 4 (cuatro) y 5 (cinco) nos introducimos en el mundo de la naturaleza y en el mundo ar-
tificial creado por el hombre; en este tiltimo caso, especificamente, en el hdbitat, donde analizamos y aplicamos los principios

y desarrollos de la estdtica que fueron abordados en los capitulos anteriores.

Al término de cada capitulo presentamos problemas y ejercicios para pensar y resolver, a modo de actividades de revision. Al
final del libro el lector encontrard lals soluciénlones correspondientels.

El enfoque dadlo en este libro se basa en dos cuestiones fundamentales: en la resolucién de problemas y en ampliar y profundizar
lus diferentes temdticas a medida que se avanza en su lectura.

Desde nuestra dptica, *...el desafto de resolver un problema pone a los alumnos, en un primer momento ante una situacion confisa,
10 estructurada, que proporciona experiencias geninas que fomentan el aprendizaje activo, respaldan la construccion del conocimiento

¢ integran el aprendizaje a la vida real, al mismo tiempo que permite la integracion de distintas disciplinas entre si...”

Al largo de los 5 (cinco) capitulos que integran el libro, presentamos problemas y ejercicios que, en forma conjunta con los diferentes
contenidos tedricos, dan una vision general de los principios de la estdtica y su aplicacion en situaciones reales concretas.

Al comienzo del libro proponemos una situacion problemdtica integradora de todos los saberes desarrollados en este libro, y
que seguramente quien aborde sus pdginas podrd resolver al finalizar la lectura del mismo.

Como el lector habrd apreciado, en los pdrrafos anteriores hacemos referencia a: ejercicios, problemas y situaciones problemdticas

o situaciones-problema. Y, aqui cabe dar una explicacion acerca de la diferenciacion entre un concepto y otro.

Desde nuestra postura las situaciones problemticas constituyen situaciones reales contextualizadas, de las cuales sélo se conoce
una determinada informacion, debiéndose indagar sobre los datos necesarios para la biisqueda de las alternativas de solucion

y la posterior eleccién de la solucién apropiada al planteo realizado. Los problemas, también hacen referencia a situaciones
reales contextualizadas, pero a diferencia de las situaciones problemdticas, los datos son provistos. En cuanto a los ejercicios,
son planteos no contextualizados y que conducen a una rutina.

Las tres formas de actividades que se presentan: situaciones problematicas, problemas y ejercicios, | {Py®N&Como una forma
utilizadas cada una en el momento apropiado, constituyen un aporte importante en el proceso ~ deacercaral lectora
de aprendizaje. los diferentes textos, en todo el
Todlos los desarrollos tedricos, como asi los prdcticos, siempre son acomparados por grdficos que,
en algunos casos permiten, en la escala correspondiente, obtener elflos resultadols y en otros fa-
cilitan la visualizacién concreta de un desarrollo analitico. También y, como estamos trabajando
con la estdtica en la vida cotidiana, proporcionamos fotos que muestran que las situaciones
Pplanteadas son reales. Por otra parte, como apostamos a una integracién de lo cientifico con lo
técnico y lo humanistico, presentamos obras de arte de artistas renombrados donde la estitica
estd presente.

libro, nos acompaitan dos per-
sonajes: Coni, y su amigo Gas-
ton, dos jovencitos que re-
presentan la inteligencia, la vo-
luntad y el esfuerzo, tres condi-
clones importantes para poder
enfrentar cualquier si- A

! Haydeé Noceti (2006). Construccion de edificios. Como enseriarla a través de la resolucion de problemas. Minis-  tuacién de aprendizaje.  —
terio de Educacién, Ciencia y Tecnologfa. INET — PNUD. Buenos Aires. Argentina.



LOS VECINOS CUIDAN SU BARRIO

Situacién problemdtica

La situacion problemdtica que planteamos muestra un escenario de la vida cotidiana donde se ven
reflejados los principios fundamentales de la estdtica.

Proponemos su lectura comprensiva antes de comenzar el abordaje del capitulo 1, y volver a la misma
a medida que transcurre el aprendizaje de las temdticas desarrolladas en cada uno de los distintos ca-

pitulos.

El lector encontrard, a lo largo de todo el libro, elementos que le ayudardn a resolver la situacién pro-
blemdtica presentada.

Estamos seguros de que, al término del capitulo 5 y del apéndice, el lector estard en condiciones de

hacerlo. - ‘
Recordamos que, por tratarse de lo que nosotros definimos como situacién problemdtica, son minimos l“
los datos proporcionados. La mayoria de estos deben ser buscados por el lector. De ahi que, a diferencia -
de los problemas y ejercicios, no brindamos una solucién al planteo propuesto. Serd el lector quien g
encuentre la alternativa de solucién que mejor considere. L.

l
Objetivos '

- Familiarizar al lector en el planteo y resolucién de situaciones problemdticas y su diferenciacién
con los problemas y ejercicios.

- Analizar datos posibles para la situacién problemdtica dada.

- Aplicar los principios y conceptos fundamentales de la estdtica en situaciones concretas reales.

- Discutir diferentes alternativas de solucidn.

- Presentamos la situacién problemética)

-

~

7 La Asociacién Vecinal del barrio donde se encuentra emplazado el edificio de nuestra escuela decide
A realizar un relevamiento de la infraestructura existente en el barrio, a partir de la siguiente premisa:
T ey

“MANTENER EL BARRIO EN CONDICIONES DE HIGIENE Y SEGURIDAD Y ESTETICAMENTE AGRADABLE”
Un grupo de alumnos y docentes junto a los vecinos, entre los que se encuentran amas de casa y pro-

fesionales especialistas en diferentes 4reas técnicas: infraestructura edilicia, instalaciones eléctricas, de
agua, de gas, teléfono, cable, etc. e ingenieros agrénomos, emprendemos la tarea.

Antes de comenzar, entre todos definimos el Plan de Trabajo.
L.- Plan de Trabajo A

1.- Formacién de grupos de trabajo con asignacién de tareas. \




Situacion problematica

La Estatica en la vida cotidiana

2.-Recorrido a cargo de cada grupo por el sector del barrio
que le fuera asignado.

3.-Deteccién de problemas en los elementos fijos ubicados

t6m en las calles y aceras: columnas de iluminacidn, postes de
TV por cable, 4rboles, carteles de propaganda, carteles
de senalizacién de calles, tendido eléctrico, tendido de
cable de TV, canteros, etc.

4.-Deteccién de problemas en los elementos méviles ubica-

2m .
m g
=4m 2| — € dos en las calles: contenedores para residuos (estado de la
A o lablones 2 estructura, limpieza, ubicacién en las calles),...
- ) c 5.-Deteccién de problemas en los elementos salientes de las
Vista frontal Seccion columna
fachadas,...

6.-Registro de los problemas encontrados.

=l

Vista lateral

A
\

Figura 1. Esquemas de un puente peatonal

II.- Desarrollo de la actividad

En el relevamiento que hicimos junto a los vecinos detectamos algunas problemdticas, tales como:
1.- postes de TV por cable inclinados y que no se pueden sacar;
2.- drboles con sus troncos y ramas semi-caidas y que no se pueden cortar;
3.- carteles de propaganda semi-caidos y que no se pueden sacar;
4.- canteros rotos ubicados en las aceras;
10 5.- drboles con rejillas de drenaje en malas condiciones y/o inexistentes; etc.

Realizado el registro de los problemas encontrados, los alumnos orientados por nuestros docentes
proponemos realizar la siguiente actividad:

1.- bsqueda de datos para cada uno de los problemas detectados (mediciones 7 situ, especificaciones
de los materiales dadas por los proveedores, cargas y sobrecargas, etc.);

2.- andlisis estdtico de cada uno de los elementos que se hallan en una situacién critica;

3.- blsqueda de alternativas de solucién para los problemas detectados desde el punto de vista de la
estdtica;

4.- croquizado de las diferentes alternativas de solucidn;

5.- discusién en plenario de las posibles alternativas de solucién;

6.- eleccion, para cada caso, de la alternativa considerada como éptima con la justificacién corres-
pondiente;

7.- resolucién, para cada caso, de la alternativa elegida (cdlculo estdtico).

Nuestra 1mag1nac10n,) ahora nos lleva a pensar que en la periferia del barrio existe un puente peatonal
que permite cruzar un pequeno rio.

A

Se han extraviado los planos y la memoria descriptiva con los correspondientes cdlculos. S6lo se poseen
los esquemas que se muestran en la figura 1.

T T s N

Dado que se deben reforzar los perfiles de las columnas del puente se hace necesario:

1.- determinar la carga especifica (q) que actia sobre el puente;
2.- calcular las reacciones en los apoyos del puente;
3.- suponiendo que la seccién de cada perfil es la siguente: ala superior: 100 mm x 17 mm;



ala inferior: 120 mm x 17 mm; alma: 11 mm x 280 mm;
3.1.- hallar la ubicacién del baricentro de la seccién I (x4,),
3.2.- hallar los momentos de inercia Il ey los radios de
giro i, . e i, ..

4.- determinar la luz de pandeo de cada columna.

Por otra partey, siguiendo con nuestro pensamiento, suponemos que | # |
en un predio cercano al rfo, existe una capilla totalmente de madera §, BT |}

construida en el siglo XIX; una reliquia histdrica. i : Gar Imagen 1

Se proyecta construir un camino provincial, cuya traza pasa por el lugar
donde se encuentra actualmente la capilla.

Mediante una consulta a los habitantes del barrio se decidié trasladar
la capilla a otro lugar cercano al actual emplazamiento.

Se plantean las siguientes cuestiones:

1.- ;c6mo hacer el traslado, de modo que no se dafie la construccidn?;

2.- ;qué datos deben conocer los profesionales a cargo de esta tarea en
cada una de las siguientes situaciones?:
2.1.-si se decide trasladar la capilla mediante un remolque que

arrastra un trailer;
2.2.-si se decide trasladar a la capilla utilizando un helicdptero.

3.- ;Qué fuerzas actdan en cada una de las situaciones anteriores?

4.- Suponiendo que se conocen las fuerzas que arrastran al trailer y se quiere reemplazarlas por una
tnica fuerza, ;cémo se debe proceder?, y si se conoce la fuerza que ejerce un tnico cable de acero
al levantar a la capilla con un helicéptero y se quiere reemplazar a dicho cable por 4 cables con-
currentes, ;como se procederfa para hallar la fuerza en cada uno de los cables?

Una de las zonas del barrio es muy abierta y con vientos que alcanzan una velocidad que producen
un efecto en la configuracién de los drboles segtin se muestra en la imagen 2 (ver esquema V figura
4.7 — pég. 146). A su vez, dichos vientos provocan inconvenientes en las viviendas, en los galpones
de esa zona, en los animales de produccién y trabajo, y en los habitantes, por lo que es necesario cons-
truir una barrera natural contra viento.

Ante esta problemdtica se consideran los siguientes aspectos:

1.- lugar de emplazamiento de la cortina;

2.- eleccién de las especies adecuadas;

3.- dimensiones, distancias y formas;

4.- andlisis de la mejora sobre los diferentes elementos a
proteger por parte de la barrera proyectada a partir de
su construccion.

jAdelante!
Ustedes pueden

hacerlo.

III.- Consignas

M Los invitamos ) que, al término de la lectura comprensiva
G RS

del libro planteen y resuelvan una situacién problemadtica si-
milar a la dada, pero pensada para el barrio donde estd vuestra es-
cuela.




Capitulo 1 | Conceptos y principios fundamentales de la estatica

La Estatica en la vida cotidiana

-
N

Haydeé Noceti
Sol Avancini Noceti

CONCEPTOS Y PRINCIPIOS
FUNDAMENTALES DE LA ESTATICA

Prefacio

A partir de este capitulo nos introducimos totalmente, en los principios, conceptos y aplicaciones de
la estética.

Seguramente al lector le surgirin algunas preguntas, tales como:

squé es la Estdtica?, jpara qué?, ;como influyen en nuestra vida cotidiana sus principios, conceptos, de-
sarrollos...?

Las respuestas a estas y a otras preguntas las encontraremos a medida que se desarrollen las diferentes temi-
ticas, ya sea en este mpz’tulo como en los siguientes.

La primera temdtica, con la que damos comienzo el presente capitulo, es un concepto clave. Este con-
cepto constituye el eje alrededor del cual gira la estdtica; nos estamos refiriendo al concepto de fuerza.

Todas los temas desarrollados: representacién grafica, componentes rectangulares, momento de una
fuerza respecto de un punto, traslacién de fuerzas, descomposicién de una fuerza en dos direcciones,
leyes de Newton,... siempre van acompanados con ejer-
cicios y problemas resueltos.

s Qué es la Estdtica?
;Para qué debemos

estudiar los conteni-
dos de la estitica?

Los problemas planteados simulan situaciones reales.
Asimismo, al final del capitulo proponemos ejercicios
y problemas para pensar y resolver, como una forma
de aplicar los saberes desarrollados durante el mismo.

Si bien somos rigurosos en cuanto a los contenidos, len-
guaje y/o simbologia, pretendemos que el lector en-
cuentre en este libro un espacio amigable de aprendizaje
de temdticas que, en algunos casos, no son simples.



1.1.- Concepto de fuerza

VOLVIO EL DIEZ - La Seleccién goleb 4-0 a Venezuela
Titulo de la tapa de Clarin del domingo 29/03/2009

El sédbado 28 de marzo de 2009 comenzd una nueva
era en el fatbol, la “era de Maradona”. Ahora, como
director técnico del equipo argentino. Y debuté con
un gran triunfo; Argentina le gand a Venezuela por
4-0 con goles de Messi, Maxi Rodriguez, Carlitos
Tévez y de Sergio Agiiero.

Todos sabemos qué es un gol: la pelota debe entrar
en el arco. El gol puede ser a favor o en contra. En
el primer caso la pelota es introducida por un ju-
gador en el arco rival, y en el segundo, la pelota la
introduce en su propio arco.

Pero nos vamos a detener en el andlisis de las ju-
gadas previas al gol, desde el punto de vista de la
fisica.

Analicemos la jugada de Zanetti en ese partido, entre Argentina y Venezuela, por las eliminatorias
para el Mundial de 2010.

Asi la relaté el locutor de FOX SPORTS !

“... frente al arco de Argentina, Rosales pierde la pelota, la toma Zanetti quien se adelanta al arquero Ca-
rrizo, la tira al medio, la recibe Heinze, se traba con Rosales y logra enviar la pelota a los pies de Zanetti.

Zanetti pasa a uno, a dos, a tres jugadores venezolanos, siempre con la pelota en sus pies.

jQué jugada la del Puppi! Cruza el medio campo, sigue sorteando rivales, mira... lo ve a Tévez, le tira la
pelota, Tévez ve a Messi, se la coloca a sus pies, vuelve a Tévez, y....

Messi con un pique vibrante llega al drea rival, recibe la pelota de Tévez, la para y tira... goooooooool. ..
argentino. [Qué jugada, si, si, si, si..., senores! Messi dejé al arquero en el camino, y de zurda goooool. ..
argentino”

:Qué es lo que causa los diferentes movimientos de la pelota y los
cambios en la direccién de los mismos?

Resulta evidente que, en cada una de las jugadas del relato anterior, el pie o la cabeza del jugador
le aplica a la pelota una fuerza, provocando asi un movimiento o bien un cambio en su direccién
(Imagen 1.2).

Fuerzas son las que hacen que el Puppi Zanetti, en su carrera vertiginosa, sorteando rivales, lleve en
todo el recorrido la pelota en sus pies, la pare y la pase a sus compafieros.

Fuerza es el puntapié que, con sus botines, aplica el jugador cuando le provoca un faul, dejando a su rival
en el suelo.

Fuerzas son aquellas que le aplica Messi a la pelota, cuando la recibe de Tévez: la para y la pone, nue-
vamente, en movimiento hasta el gol.

i 1 No se trata de una reproduccién textual, sino de una recreacién del relato realizado por el comentarista de ese programa de TV.
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Imagen 1.2. La jugada de Puppi Zanetti que culmina con el gol de Messi

Advertimos en todos los casos, que estamos diciendo qué es una tuerza, a través del efecto que provoca.
Estos ejemplos nos conducen a dar la siguiente definicién de fuerza.

Una fuerza tiene la capacidad de cambiar el estado del movimiento de un cuerpo, incluyendo el de reposo.
:Qué significa tiene la capacidad ?

Nos estd diciendo que una fuerza no provoca necesariamente un cambio en el movimiento, sino que es
capaz de, ya que, no siempre ante una fuerza se produce un movimiento, por ejemplo, una fuerza puede
equilibrarse con otra fuerza o fuerzas, siendo el efecto nulo; por lo tanto, no hay movimiento, pero sf fuerza.

Con el fin de poder estudiar el efecto de las fuerzas sobre un cuerpo, resulta necesario representarlas en el
plano o en el espacio. Nosotros, sélo utilizamos en este libro la representacién de las fuerzas en el plano.

Representacién de una fuerza en el plano

Una fuerza queda determinada mediante los siguientes elementos:
1. punto de aplicacién;
2. direccién y sentido;
3. médulo o intensidad.

En el plano, las fuerzas se representan mediante vectores, por cuanto los vectores tienen las mismas
caracteristicas que las fuerzas.

Un vector es un par ordenado de puntos y por ser ordenado debe conocerse cudl es el primer punto
y cudl es el segundo.

El dibujo de una flecha es un buen indicador de la representacién de un vector.

Ejemplo
El vector (a, b) tiene la siguiente representacién “a— b”, también puede ser asi :a@>b”, 0 “a*b”, 0
<« »

al” b, o...

No interesa la forma de la flecha, ya que s6lo necesitamos saber cudl es el primer elemento y cudl es
el segundo. No obstante, dado que en el desarrollo de los diferentes temas se usan graficos geométricos
representamos las fuerzas mediante una flecha recta (Figura 1.1).

En este caso « es el primer elemento del par y & el segundo.



Podemos visualizar distintas representaciones de fuezas en la figura 1.2.

Por otra parte, para facilitar el cdlculo analitico, las fuerzas se re- a

presentan en un sistema de coordenadas; el que nosotros utilizamos  Figura 1.1. Representacion grafica de una fiserza

es el sistema de coordenadas cartesianas ortogonales o rectangula-
res (en el plano) (Figura 1.3).
%
S5 | —> |
Fl F3

Representacién de una fuerza en el sistema de coordenadas 15
cartesianas ortogonales en el plano (x, y) (Figura 1.4) Fiotea 19 P, —
gura 1.2. Representacion grifica de distinas fuerzas
Punto de aplicacién: 0 y
A

El punto de aplicacién puede ser considerado en cualquier lugar 2
de la recta de accién de la fuerza (principio de transmisibilidad). 14
Direccién: es la recta de accidn. 4 3 2 1 01 2 3 4 X
Sentido: estd dado por el dngulo definido por el eje x y la recta de 24

accién de la fuerza.

i ) ) ) Figura 1.3. Sistema de coordenadas cartesianas
Moédulo o intensidad: el médulo o intensidad es, en la escala co- ortogonales

rrespondiente, el valor del segmento determinado por el punto de
origen y el extremo de la flecha.
Dado que el sentido de una fuerza es expresado mediante el valor
de un 4ngulo, entonces debemos definir el concepto de dngulo y
fijar una convencién de signos.

4

A, .
o @ direccién y sentido

" Figura 1.4. Representacién de una fuerza en
coordenadas cartesianas ortogonales

Imagen 1.3. Alumnos de 17 ano, Ciclo Superior, de la
E.T N°34 de la Ciudad Auténoma de
Buenos Aires, en una clase de Estdtica
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Una forma de definir a los dngulos

Pensemos por un momento en una semirrecta que
gira alrededor de su origen, la parte del plano ba-
rrida en el giro es un dngulo. El giro puede ha-
cerse en el mismo sentido de las agujas del reloj o
en sentido contrario (Figura 1.5).

Diferenciamos a ambos sentidos mediante signos

(Figura 1.6).
Convencidn de signos

- Signo positivo del dngulo (+) cuando la semi-
rrecta origen de dngulos gira en sentido contrario

al de las agujas del reloj.

- Signo negativo del dngulo (—) cuando la semi-
rrecta origen de dngulos gira en el mismo sentido

que las agujas del relof’.

Figura 1.5. Representacién grdfica de dngulos en un sistema
de coordenadas cartesianas ortogonales

'\

Figura 1.6. Signos de los dngulos

Cuando representamos una fuerza en el sistema de coordenadas cartesianas ortogonales, se presentan

cuatro casos, a saber:

Caso I (Figura 1.7 a)
La fuerza estd en el primer cuadrante: 0 < o < /2

Caso II (Figura 1.7 b)

La fuerza estd en el segundo cuadrante: m/2 <o <@

Caso III (Figura 1.7 ¢)
La fuerza estd en el tercer cuadrante: 1< < 3/2

Caso IV (Figura 1.7 d)

La fuerza estd en el cuarto cuadrante: 3/2 T < o < 27

W

i 2 En el desarrollo de este libro consideramos a los 4ngulos siempre con signo positivo.

J

Figura 1.7 a



I\ Iy I\
H
F
a a
> > 0 >
0 - \ i > >
a >
H
/ F
F
Figura 1.7 b Figura 1.7 ¢ Figura 1.7 d
Componentes rectangulares de una fuerza
Iy
Las componentes rectangulares de una fuerza son las proyec-
ciones de la misma sobre los ejes x e y (Figura 1.8). b
F.y F, son las componentes de F segtin los ejes x ¢ y. A
Se pueden presentar las siguientes situaciones. 3¢ F
y o
e Situacién I of o a "X
Conocemos el médulo o intensidad, la direccién y el sentido X
de la fuerza y debemos hallar las intensidades de sus compo-
nentes: F, y F, .}
= = =3 ., , A 4
Las fuerzas F, F, y F,, forman un tridngulo rectdngulo o « &.
Figura 1.8. Repre ion de las c ntes de una fuerza

Eneloab rectangulo:

N
la intensidad o médulo de F, se obtiene :

F,
cos (X=?XZ>FX =F.cosa

la intensidad o médulo de 1*3 se halla asi :

5

sen o=——=F =F.sena
F Y

o Situacién II

v

= 7 .
Conocemos las fuerzas componentes de una fuerza F: F, y F,, y debemos hallar el médulo o inten-

sidad, la direccién y el sentido de la fuerza F

Eneloab rectingulo, F = +,/F. + Fyz (médulo de F)

fga = ?y Sa=artyg ?y (direccidn y sentido de }'?)

x x

. =g
i3 Cuando hacemos referencia a la fuerza la indicamos con flecha sobre la letra: F. Si expresamos médulo o intensidad escribimos

sin flecha: F.

4 Indicamos a los puntos con letras mintsculas y a las rectas con mayusculas, siguiendo la notacién de la teorfa de conjuntos, ya

que la recta la consideramos como un conjunto y los puntos como sus elementos.
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Aplicamos los conceptos y desarrollos anteriores en los ejercicios y problemas siguientes

Con los ejercicios 1.1 a 1.4 queremos ejemplificar la situacion I'y con los ejercicios 1.5 y 1.6 la situacion ]])

Ejercicio N° 1.1

Datos: F 0,5 N intensidad o médulo de F
6. =30° direccién y sentido de F
Incégnitas: médulo de las componentes F, y F,

Desarrollo
Aplicamos las expresiones matemdticas de las funciones trigono-
métricas al dngulo a del tridngulo de fuerzas (Figura 1.9).

F | S
coso =—==F_=F.cosa P £
F y o
F.=05N. cos 30° o x5 -
F.=0433N
F Esc.f:%
xenoc=?y:>Fy:F.xen0L 0-30°
F, =05N.sen30° Figura 1.9
F,=025N
Respuesta

Los médulos o 1nten51dades de las componentes rectangulares de F son: F.=0,433 Ny F 0,25 N.
Como la fuerza F pertenece al primer cuadrante, se verifica que ambas componentes son posmvas

Ejercicio N° 1.2

El médulo de la fuerza F es F= 0,2 N, la direccién y el sentido estdn dados por 0 = 135° (Figura 1.10),

scudles son las intensidades de Ey F ?

Desarrollo

cos(xz%:szF.cosa

F. =02N.cos135° E 121,5Ncm
F.=02N.(-0707) | .
F. =-01414N 7 k
) \
sena:7:>Fj:F.sma o
F,=02N.0707 R 0 ~

F,=01414N

Figura 1.10



Respuesta

Las componentes rectangulares de Fson: F,=-0,1414 N y F,=0,1414 N.
Como la fuerza F estd en el segundo cuadrante, se verifica que la componente segtin x es negativa y

la componente en yes posmva

Ejercicio N° 1.3

La direccién y el sentido de una fuerza P estén dados por el dngulo 0. = 240° y su intensidad

es P =1 N (Figura 1.11), ;cudl es el médulo de P y el de P ?

Desarrollo
P
cos o :?”:>P)C=P.mx o

P.=1N. cos 240°
P=IN.05)
P =-05N

P
send,=—2=P =P.sena
P ¥y
P] =1N.sen 240°
P =IN.(0866)
P =-0866 N

Respuesta

Los médulos de las componentes rectangulares de Pson P,

N

--0,5Ny P,=-0,866 N.

1N
Esc.f.2’5 o

& = 240°

Figura 1.11

Como la fuerza P pertenece al tercer cuadrante se verlﬁca que P, esnegativayen P, también ne-

gativa.
Ejercicio N° 1.4

Datos: S = 0,02 kN
o = 300°

Hallar S, y S,

Desarrollo
cos o =%:>Sx=5.m.fot
S, =0,02kN. cos 300°

S.=0,02kN.05
S, =001kN

S
senot =—2 =8 =§.5en a
S y

Sy = 0,02 kN . sen 300°
S, =0,02kN. (- 0,866)
S, =-0,017kN

A
4
\e

5

1kN
Esc.f: 150 cm Y

0. = 300°

Figura 1.12
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Respuesta

Las componentes de S son: S, = 0,01 kN y S,=-0,017 kN.

Eomo la fuerza estd enlell cuattOlelatinn tc sc verifiea que la componente seglin x es positiva y la
proyeccién sobre y, negativa.

Ejercicio N° 1.5
Datos
F=1N
F,=08N
Hallar: Fy o

Desarrollo
En el tridngulo de fuerzas de la figura 1.13 aplicamos una consecuencia del Teorema de Pitdgoras.

F=+|F +F’

F=+AN)’'+(08N)’ I\
F =+4164 N’
F=+128N )
Fy=08N |  F
Aplicamos las funciones trigonométricas. o
tgap_ﬁztgapzo’gN o ’
E IN
g O = 08 Esc.f:%
o, = arctg 0,8
o, =38, 66° Figura 1.13

Respuesta

El médulo de F es+1,28 IV y el dngulo oz que da la direccién y el sentido de Fes o= 38,66°.
Como la fuerza F estd en el primer cuadrante (las proyecciones segtin x y segtin y son positivas), el 4n-
gulo o pertenece al primer cuadrante.

Ejercicio N° 1.6
Las componentes rectangulares de una fuerza 7 tienen las siguientes intensidades:
Z,.=-0,001 kNy Z, = 0,002 EN (Flgura 1.14),;cudl es el

modulo, la direccién y el sentido de Z ? I\

Desarrollo ,
Z |z,-0002 kN

Z=wZ'+2

Z=+(0,001kN)’+ (0,002 kN)? m
Z=+10°+4.10° kN Z,=-0,001kN|0 g
Z=+J10°.5 kN fonp LA
Z=+107 5 kN 750 em

Z=+224.107 kN médulo de Z

Figura 1.14



Z, 0,002
tgocZ:?:MgaZ:

x - 0,001
tgo,=-2=0,=arc tg ¢2)
o, =—6343°
El valor a, = - 63,43° es el obtenido mediante la calculadora. En este caso, como Z, es negativay Z,

es positiva, el dngulo o, pertenece al segundo cuadrante.
Entonces

o, = 180° - 63,43°

o, = 116,57° este valor da la direccién y el sentido de Z.

Respuesta
La intensidad o médulo de Z es Z = 2,24 x 105 kN y la direccién y sentido estén dados por o0 = 116,57°.

Resolvemos los siguientes problemas

Problema N° 1.1

Caminamos por una calle

de Buenos Aires 21

Un poste estd sostenido
por un cable de acero

Enunciado

Nos preguntamos,... jpor qué se habrd
colocado ese cable? Analizamos la si-

1 m

tuacién desde nuestros conocimientos Imagen 1.4 Figura 1.15. Esquema de un
de la fisica. Evidentemente, el cable se coloc6 para  Una calle de Buenos Aires poste ubicado en una calle de
Buenos Aires

evitar la caida del poste, dado que el cable ejerce
sobre el poste una fuerza que evita su caida.
Suponiendo que la fuerza actuante del cable sobre el poste es T, ¢qué necesitamos conocer para de-
terminar su intensidad, direccién y sentido?

Necesitamos saber, por ejemplo la componente de la fuerza T en la direccién horizontal y en la di-
reccién vertical.

Para ello pensamos que 7, = +66,7 N vy la intensidad de la y
componente vertical 7/ = -100 N. Escf N
Entonces con estos datos (Figura 1.15), ;cudl es el valor del 0015
médulo de 7', su direccién y sentido? o \ T _
0 TX
Desarrollo \—v
Dibujamos el diagrama de sélido libre® (Figura 1.16) i 7
Y

Figura 1.16. Diagrama de sélido libre

i % El diagrama de sélido libre es un dibujo que debe ser claro y preciso, en el cual se esquematiza al cuerpo rigido y a las
fuerzas que actian en el mismo. Se indican dimensiones, magnitudes de las fuerzas, dngulos, etc.



N

T 7:{2_‘_7;2 thLT:

— 100 N
T =++(+66,7 N)* (100 N)? oo, = —————
V(a7 0% €100 ) ga, =200
T=++4.448,89 N + 10.000 N g oy =—1,499
T =++14.448,89 N oy = arctg (~-1,499)
T'=+12020 N oy =—56,29° éste es el valor que se obtiene

en la calculadora.

Como el signo de la componente T, es positivo y el de T, es negativo, entonces el dngulo estd en
el cuarto cuadrante.

o= 360° - 56,29°
Olr= 303,710

Respuesta . .
El valor de intensidad de 7 es 120,20 N y la direccidn y el sentido de la fuerza 7" estdn dados por
or=303,71°.

Problema N° 1.2

Capitulo 1 | Conceptos y principios fundamentales de la estatica

Vamos a la plaza

nos chicos juegan con un carrito sobre una rampa

=
Enunciado /;/ }

otidiana

>

1]

E Unos jovencitos juegan con un carrito sobre una rampa; uno de | % -

8 ellos tira del carro con una soga qlerciendo una fuerza (Figura 1.17). ©

5 Pensamos que la intensidad de Fes = 0,4 N y a simple vista el 4n-

l-:-': gulo de inclinacién de la rampa con la horizontal es 8= 10°. Con '

= estos datos, scudles son las intensidades de las componentes F, y F, ? Figura 1.17. Esquema de situacion
Desarrollo

Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 1.18).
En el tridngulo de fuerzas de la figura 1.18 aplicamos las funciones trigonométricas al dngulo
de B=10°.
7
sen 10° =—2 = F = F.sen 10°
F 7
F =04N.01736
F, =00694 N

F
cos 10° =7x:> F_=F.cos 10°
F._=04N.cos10°
F,.=04N.09848
/7 . = 039392 N Figura 1.18. Diagrama de sélido libre




Respuesta

Las componentes de la fuerza Fson: F,.=0,39392 Ny F,=0,0694 N.

1.2.- Leyes de Newton

Primera ley de Newton del movimiento

Newton tomé como base para expresar la deno-
minada primera ley las experiencias realizadas por

Galileo.

Galileo observé que los cuerpos tienden a mante-
ner su estado de reposo o permanecer en movi-
miento uniforme.

A esta tendencia Galileo la llamé inercia.

Isaac Newton vinculd el concepto de masa de un
cuerpo con el de inercia, expresando que “Todo
cuerpo conserva su estado de reposo o de movi-
miento uniforme en linea derecha (recta) a menos
que sea impulsado a cambiar ese estado por fuer-

Isaac Newton (1642-1727): fue el creador junto
con Gottfried W. Leibniz (1646-1716) del cdlculo
infinitesimal y descubridor de la ley de gravitacion
universal.

Definid tres leyes de mo-
vimiento, conocidas co-
mo la primera, segun-
day tercera ley de New-

ton del movimiento.

- ~ )

Imagen 1.5. Pintura de William Blake,

inspirada en Newton

Inercia

Todo cuerpo tiende a mantener un estado de reposo o
de permanecer en movimiento uniforme segiin una
direccion recta.

zas que acttien sobre é1”.°

Actualmente, la primera ley de Newton se expresa asi:

Un cuerpo en reposo permanece en reposo, y un cuerpo ya en movimiento continia en movimiento con una
velocidad constante, excepto que se le aplique una fuerza no equilibrada.

Segunda ley de Newton del movimiento

Si volvemos a la jugada de Zanetti que culmina con el gol de Messi en el partido del 28 de marzo de
2009 frente a Venezuela observamos que, en todos los casos siempre que hubo un cambio en el mo-
vimiento de la pelota, fue producto de una fuerza dada por el pie o por la cabeza de un jugador. Es
légico pensar que a mayor fuerza se produce una mayor aceleracién y a menor fuerza la aceleracién
€s menor.

Es decir, la aceleracién es directamente proporcional a la fuerza total o neta que se aplica sobre
un cuerpo. Esto significa que si Zanetti, en un momento dado le aplicé a la pelota una fuerza de
intensidad £ le produjo una aceleracién a4, y si en otro momento la fuerza fue de intensidad 2F,
la aceleracién habrd sido 2a.

Podemos expresar en simbolos: 2 = F (1)
Por otra parte, a2 mayor masa la aceleracion serd menor y viceversa, a menor masa la aceleracién serd
mayor. O sea, masa y aceleracion son inversamente proporcionales.

En simbolos: 4 = é (2

i © Traduccién del inglés de 4 Source Book in Physics - W, E Magi”, Cambridge, MA - Harvard University Press, 1963.
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Podemos escribir ambas expresiones matemdticas, la (1) y la (2) en una sola férmula:

~

F
= F total o neta.

En el lenguaje coloquial, la segunda ley de Newton, la expresamos asi:
La aceleracion de un cuerpo es directamente proporcional a la fuerza neta que actila sobre el mismo e in-
versamente proporcional a su masa

amentales de la estatica

Vamos al Siper

_ Los distintos momentos en el Szper
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Imagen 1.6

24
1. Tomamos el carro. Estd vacio (Figura 1.19 a).
La fuerza F no equilibrada provoca una aceleracion 4! 2. El carro tiene una masa 7. Si queremos ir ms
rapido debemos incrementar la fuerza E.

2. Comenzamos a cargar el carro con mercaderfa. La masa 7 se incrementa (Figura 1.19 b).
Si se duplica la masa, la aceleracién se reduce a la mitad.

3. Finalizamos nuestras compras.

La Estatica en la vida cotidiana

Tenemos el carro lleno hasta la parte superior del mismo, nos faltan unos metros para llegar a la caja
(Figura 1.19 c).

La masa total se incrementd, por lo tanto, tuvimos que aumentar la fuerza total en la misma proporcién,
para mantener constante a la aceleracién.

Distintos momentos en el Siper

pr

-

F

Ll

.

Figura 1.19 a Figura 1.19 b Figura 1.19 ¢



z
La fuerza neta o fuerza total la podemos expresar en simbolos: F,,, = Z F,
i=1

. . p
La fuerza neta aplicada a un cuerpo produce una aceleracion 4. Si las fuerzas que acttian sobre un
g
, o1 . . —>
cuerpo estdn en equilibrio, laZE = 0, entonces la aceleracién ’es nula. El cuerpo permanece en repo-

o . . i=1
SO 0 €n movimiento unlforme.

Si la fuerza neta es distinta de 0, entonces la aceleracién Z’es distinta de 0 y tiene la misma direccién
que la fuerza.

La segunda ley de Newton la podemos expresar en simbolos asi: F = ma (3)
Relacidn entre la masa y el peso de un cuerpo

En la revista OLE del domingo 29 de marzo de 2009 en la seccién referida al Club River Plate apa-
recen los siguientes dichos de Gorosito:

- “Estoy contento de que el Tanque haya perdido peso”. “Bajé alrededor de tres kilos en siete dias y gané
resistencia aerébica” (en el mes de marzo de 2009 Gorosito era el entrenador de River y el Tanque, el
jugador Cristian Fabbiani, también de River).

Observamos en la promocién que hace un supermercado que, en cada uno de los productos de almacén,
panaderfa, gastronomia, perfumerfa y limpieza, se informa su peso.

¢Qué se quiere significar con la expresién ("™ qumumesoeun | P AL 80 i —
“los tres kilos que bajé Fabbiani”, o los r i 13 0 Ace oY |y ONEY Acom/Mowuu 1 170 us.  [EEE] Voo VIEID SOLARx 125 s

100 g; los 2 kg,... que aparecen en la pro- y

1,799 Desosonarr AXEx 113 ¢c. [EETT] o MORENTTA 1 125 sss.
X v | Qoesa Rucuase fou Masea 50 css,  |ERT] Dewnvwes COLGATE 1 70 as.
mocién del supermercado?

Mavoncst RELLMANN S x 125 aes.  [UREE] Concous Tz Tae Manca x 100 ous.

AZUCAR
PAQUETE Winsey CRIADORES 1 1 Lt LXEE] Jasow Pax GIGANTE 1 200 sas.

; ; _ x 500 grs. x1Kg  Touus SIEMPRE IBRE Exveews Clhus Pocert DEL CAMPO 1 500 .
En realidad, en ninguno de los dos casos pre i i it TR i i
sentados corresponde hablar de peso, deberfa 0,949 ,m Aunsz GALLD 0RO 1 Ke. EET] Gauses KNORR 1 § c

decir masa. . CABALA Tea | o BERRGALRS L 1 5. RETT] Su COMCO Fue Estocse 500 sns.
'“lu”wu MARCA AC/NAT, | Aeot 1LLA 6L SUR S/Gasx 151z [PIETT] Juwon Cocoo vt NARUEL £ K

BABYSAN x380grs. | Marowes FANACOA X 29 Ks. WEXTT] Ao KT E AT 400 .

Veamos el porqué. m 3,6” Exconseoos CANCON Toassrssore — [JRERE] Tonnow MEVARES 1 25 sac.
] Josa SUINX 1 L ETT] Convean ISENBECK Luw 1 355 cs.

Segtin la expresién matemdtica (3) F= ma

1459

9‘ = |- oo
| -~
= S8 2

Imagen 1.7. Promocién del SUPER, Clarin, 29/03/09 - Pdg. 65

[F ] = [m] g [a] Se lee, unidad de fuerza es igual a la uni- En el sistema SI (sistema internacional de me-

= |
N= kg -

4)
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Esto significa que una fuerza de 1 newton provoca en una masa de 1 kg una aceleracién de 1=
s
(1 metro sobre segundos al cuadrado).

También la expresién matemdtica F = ma nos permite relacionar la fuerza peso’ con la masa del
. = Qp .
cuerpo. Denominamos P al peso del cuerpo y la aceleracién es la debida a la gravedad (g).

Entonces: P = mg

eso es la fuerza de atraccién de un cuerpo celeste (para nosotros la Tierra) sobre un cuerpo.
{7 Elp la fi d d po cel p tros la T b p

dad de masa por la unidad de aceleracion. didas), la unidad de fuerza es el Newton (N).

25



Esto significa que el peso de un mismo cuerpo, es decir de igual masa, depende del lugar de la Tierra
y/o del cuerpo celeste donde se encuentre.

- m m m
Para una aceleracién de gravedad g = 98— = P =masa x9,8— osea P =98masa x—
s 5 s

Para una masa de 1 kg

P=98 /egx%—)lN

mentales de la estatica

Entonces P = 9,8 N, significa que un cuerpo de 1 kg masa tiene un peso aproximado de 9,8 N.

Resolvamos los siguientes problemus)

Problema N° 1.3

Si mi masa es de 50 kg, ;cudl es mi peso en el lugar de la Tierra donde ¢ =9,8 ﬂz 2
;Cudnto pesaré en la Luna? ’

; ?
¢ Conoces tu peso:

Capitulo 1 | Conceptos y principi

Desarrollo ) 7 ¢y el que tendrias en la Tierra?
Peso en la Tierra donde g =98 — M
P=98"2x50 kg 4 3
s o
2% P =490 N
s La aceleracién de la gravedad en la Luna es la sexta parte de la gravedad en la Tierra.
©
=)
8 Peso en la Luna 4+ P =1.490 N
£ 6
‘:u P=817N )
=
§ Respuesta
g En el lugar del planeta Tierra donde la aceleracién de la gravedad es de 9,8% peso 490 IV, y en la
l-:-': Luna 81,7 V. s

Problema N° 1.4
Nuestro automévil sufre un desperfecto mecinico.
Enunciado

Nos vamos de paseo en nuestro automdévil... ;Qué sucede...? En plena
avenida se detiene el vehiculo; ha sufrido un desperfecto.

Con la ayuda de algunos transetntes lo arrimamos hacia el cordén de la
vereda. Pedimos auxilio a una empresa encargada de realizar tareas de me-
cdnica ligera y de remolcar, en caso necesario.

Cuando el auxilio llega y, después de varios intentos para solucionar el ==
problema, el auto no arranca. Decidimos trasladarlo a un taller mec4- magen 1.8. Avenida donde se de-

nico. tiene nuestro auto



Con una barra enganchan el automdvil al camién de au-
xilio (Figura 1.20)%. En su marcha el auxilio ejerce sobre
el automévil de masa m = 1.200 kg una fuerza T.

Si el médulo de la fuerza Tes 7 = 10.500 N, scudl es
la aceleracién del automévil? (se desprecia la fuerza de
friccién).

Desarrollo
Aplicamos la segunda ley de Newton.

T
T'=m.a=a=—
m
10.500 N 10.500 kg m Figura 1.20. Nuestro automdvil remolcado
= —a-=

1200k 1.200 kgs?
m =
a =8,75— en la direccion de la fuerza 1.
s

Respuesta
La aceleraci6n en la direccién y sentido de la fuerza Tesa= 87 5 £
s°

Problema N° 1.5
Dos carros transportan bolsas de papas.
27

Enunciado

La dltima Semana Santa la pasamos en la quinta de nuestro amigo Federico ubicada en Balcarce, pro-
vincia de Buenos Aires, Argentina.

En la manana del sibado fuimos

al campo, vimos cémo un tractor —_

tiraba de dos carros que contenian P 3 I a

bolsas de papas y que estaban uni- e I R

dos, uno detrds del otro, mediante Qo © Q © 3 .'\ o KF
CTETTTTTET. .

una barra de acero (Figura 1.21).
Figura 1.21. Dibujo de los carros en la quinta

Nos preguntamos, jcudl serd la

intensidad de la aceleracién? y, ;cudl serd la fuerza T de la barra de acero?

Desarrollo

Para dar respuesta a las preguntas anteriores debemos reflexionar acerca de qué datos necesitamos.
Para ello analizamos la situacién. .

El tractor ejerce una fuerza sobre la barra. Supongamos que la fuerza del tractor es S de intensi-
dad § = 2.000 Ny que el tractor y los carros apoyan sobre una superficie sin friccién.

Cada carro tiene una masa, por ejemplo 72, = 150 kg y m, = 120 kg respectivamente (Figura 1.22 a)

Consideramos que con estos datos ya estamos en condiciones de realizar el cdlculo.

8 Por razones de seguridad, el camién de auxilio no debe arrastrar al vehiculo averiado, sino transportarlo colocindolo
sobre su carrocerfa.
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1. Cilculo de la aceleracién «

@ @
La masa total es T Ty =
- S
m = ml aF m2 l _><—|_ —

m =150 kg +120 kg Yo o Yo o

m =270 kg

X Figura 1.22 a. Carros aislados
Aplicamos la segunda ley de Newton.

S=mxa
S
ﬂ:_
m
v 2.000 N
270 kg
m
a :7,41—2

2. Célculo de la fuerza 7 de la barra de acero

Referimos el sistema de fuerzas al sistema de coordenadas cartesianas ortogonales.

Ti=m xa

Ti=150 kg x 7,41 =
52

Ti=+1.111N ?2 S
De acuerdo con el diagrama de sélido libre (Figura 1.22b). < n.12 >
Speta =S =1, Ses positiva y T, es negativa

Figura 1.22 b. Diagrama de solido

total .
libre para m,

S§i S,y =my.a=>my.a=8-T,
T,=8S-m,.a
T,=2.000 N-120 kg . 7,417
2
s
T, = 2.000 N- 8892 N
T,=11108 N
T,=1111 N
T,=2=T,=T=1111N Fuerza de la barra de acero.
Respuesta

m -
La aceleracién es @ = 7,41 — y la fuerza 7'de la barra de acero tiene una intensidad 7= 1.111 N
s

N
en la misma direccién de la fuerza S .

Tercera ley de Newton —

Un automévil se desplaza por una calle a excesiva velocidad. Después de recorrer unos kilémetros, al
llegar a una bocacalle, el automévil colisiona contra un muro (Figura 1.23).
En el momento de la colisién el auto aplica al muro una fuerza. Simultdneamente, el muro produce




una fuerza sobre el auto de igual intensidad y direccion, pero de
sentido contrario.

Parte de la intensidad de esta fuerza es absorbida por la carrocerfa,
provocando la deformacién de la misma. Lo que queda de la fuerza
es lo que produce el desplazamiento del vehiculo en sentido con-
trario al del impacto.

En este caso se cumple la denominada Tercera ley de Newton
del movimiento o principio de accién — reaccién.

Para toda fuerza — accion — aplicada sobre un cuerpo, existe otra fuerza de igual intensidad, direccion y
sentido contrario — reaccién —.

Tal vez el lector encuentra una contradiccién entre la tercera y la segunda ley de Newton.

A una fuerza activa siempre existe una reactiva, tal que F,., + F .., = 0 (tercera ley), entonces ;cé6mo
es posible que en determinados casos la fuerza neta sea distinta de cero (segunda ley)?

Tal contradiccién no existe, pues mientras la tercera ley se refiere a objetos diferentes, la segunda se
aplica a un mismo cuerpo o sistema.

Para una mejor comprension de esta ley resolvemos el siguiente problema.

Problema N° 1.6

29

(La familia Monteserin se muda.
Enunciado [
La familia Monteserin decide mudarse de piso. Del tercer piso |

se traslada al quinto.

Los hijos varones de la familia son los mds entusiastas y quie-
nes realizan el traslado de los muebles y objetos pequefos.
En el nuevo departamento colocan una cajonera con juguetes
de sus hermanos mds pequefios sobre un taburete. Ante el
temor de que no se mantenga en reposo, lo sostienen mediante
dos sogas.

Figura 1.24

Si las intensidades, la direccién y el sentido de las fuerzas de las
sogas y el peso de la cajonera son las indicadas en la figura 1.25 a,
y la superficie de apoyo se la considera sin friccién:

- scudles son los mgdulos de los componentes segtin x e y de
= =
las fuerzas F, y F,?

- si se saca el taburete, ;cudl es la fuerza reactiva?

Desarrollo
1. Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 1.25 a) Imagen 1.9. La habitacion de los chicos
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30',”

=3 - ,
2. Expresamos las fuerzas F, y F, seglin sus componen-
= =

> o
tes rectangulares: F,; F, ; F, ; F, -

9

En el ridngulo de fuerzas de la figura 1.25 b aplicamos
las funciones trigonométricas correspondientes al 4n-

gulo de 45°.

F
sen 135°= A
F,

F, xsen 135° = Fly
SN 0,707=F,, = F), =354 N

F

Ix

£
F,xcos 135°= F,
5SNx(-0,707)= F, = F, =-3,54 N

cos 135°=

Ahora, aplicamos las funciones seno y coseno al dngulo

de 30° (Figura 1.25 ¢)

F
sen 300 =L
2

F,xsen 30°=F,,
3Nx05=F, = F, =15N

I

2x

cos 30°=

2
F,xcos 30°=F,,
3Nx087=F, = F, =26IN

3. Aplicamos la tercera ley de Newton.

Si sacamos el taburete es evidente que la cajonera no
continuard en la misma situacién. Para que asf sea, se
debe aplicar, por la tercera ley de Newton, una fuerza
—reactiva— de igual direccidn e intensidad y de sentido
contrario a la que ¢jerce el cajon sobre el taburete.

f1

)

Fix

=7

0= 45°
m=10ky £ =3N 0p=30°

Figura 1.25 a Diagrama de sélido libre

I\

f1
F];
5 0 5
Figura 1.25 b
I\
>4
N
2 /:Zy
30°

0 P2 *
Figura 1.25 ¢

Ciélculo de la fuerza que ejerce el cajon sobre el taburete en la direccién y (Figura 1.26 a).

F, =354 N+15N—100 N, consideramos P = m.g = P = IO/eg.IOﬁz =P=100N
&

F, =-94,96 N

La fuerza reactiva (fuerza que ejerce el taburete sobre el cajon en y) es:

F,=9496 N



Fiy =350N
Fiy=3,54N

Fy=261N

4. En la direccién x (Figura 1.26 b)

Ec neta
-F; neta

Fyneta=0,93N |0
Fy=15N

P=-100N

Funeta=-0,93N | Fr=0,93N

X

F X reactiva
F X reactiva

F reactiva

y 0

Fr=94,96N

Respuesta
Fa=-94,961

Figura 1.26 a

Ley universal de la gravitacién de Newton

(X’Freaftim

Figura 1.26 b

F X neta + F X reactiva =

=2,61 N-3,54 N
=-0,93 N

0

= F, peus

=093 N

=(94,96 N)2 + (0,93 N)2
= 94,963 N

= ar 17 94,96
0,93

= 89,44°

1. Los médulos de las componentes de ]?1 y ﬁzson: F=3,54 N; F1,=3,54 N;
F,=15Ny F,,=2,61 N.
2. La fuerza reactiva estd definida por 7, = 94,963 Ny 0. ,....=89,44°.
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Otra de las leyes enunciadas por Isaac Newton es la denominada Ley universal de la gravitacion
La ley hace referencia a la interaccién gravitacional’ entre dos particulas o masas

punto. Por ejemplo, si existen dos masas punto en el Universo: 7, y m,, separadas [ St —— A
por una distancia 7, ambas tienen interaccién de atraccién (Figura 1.27 a). Las fuerzas
de atraccién son de igual intensidad, direccién y sentido contrario; dependen de las

masas punto y de la separacién entre ambas (se produce acercamiento).

El médulo de la fuerza de interaccién es menor cuanto mds separadas estén las masas,
y es mayor para separaciones menores. Esto significa que la intensidad de la fuerza de
interaccidn es inversamente proporcional a la separacién entre las dos masas punto.

1
T

=

entre las masas.

Por otra parte, la ley de Newton establece que la fuerza gravitacional es directa-

mente proporcional a las masas.

7T=m;.m, (6)

10
(5), siendo 7" la intensidad de la fuerza de interaccién y 7 la separacion

\/ T]Z

‘mz ------------ \
Figura 1.27 a. Fuerzas de
atraccion gravitacional de dos
particulas o masas punto

Las expresiones matemdticas (5) y (6) las podemos escribir mediante una sola expresién:

— ml.m2
—"

= n—.
Pero en toda proporcionalidad existe una constante de proporcionalidad que permite colocar un igual

ind i 13 an ’
H Intcracc1m-la atraccion mutua entre dos particulas.

i 19°F] simbolo = significa Mm'cional”
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w
N

en la expresion anterior. En este caso, la constante de proporcionalidad es:
G =6,67 x 10 "' N m?/ kg’

G es constante gravitacional universal

mym, 11
Entonces: 7=G—"2
k!

Enunciado de la ley gravitacional de Newton
La fuerza de gravedad entre dos particulas cualesquiera en el mismo universo es directamente proporcional
al producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre sus centros.

Si bien la ley gravitacional estd definida para particulas, es posible extenderla
a los cuerpos (Figura 1.27 b).

. .................
;Cudnto vale la fuerza de gravedad cuando la separacién entre
las masas tiende a ser infinitamente grande?
limF:lim(Gmlxmz) T,
700 r—00 | — ————— =
7 r
lim F=0 T
r—o0 - 1
= 0 = no hay atraccién

Conclusion
La fuerza gravitacional de la Tierra sobre los otros cuerpos disminuye a b

medida que estos se alejan de la Tierra. El campo gravitacional se extiende

al infinito, pero no desaparece por grande que sea su distancia. Figara 1.27 b. Eferas homo-

géneas. Las masas se conside-

Henry Cavendish determind el valor de G en el afio 1798, 71 anios des- ran concentradas en sus cen-
pués de la muerte de Newton. El valor de G lo encontrd en forma expe- £08
rimental.

Cavendish fabricé una balanza: colocd en una caja de vidrio una barra con dos pequenas esferas fijas en
ambos extremos, colgada de un hilo largo y delgado, para evitar las interferencias de las corrientes de aire.

En el exterior de la caja colgd otras dos esferas de gran masa que giraban alrededor de un eje.

Cuando las masas externas lograron el equilibrio, cambié la posicion de las esferas grandes, mientras que la
barra con las esferas pequenas giraba un determinado dngulo, como consecuencia de la atraccion gravitatoria
ejercida por las esferas grandes. Midiendo el dngulo de deflexion y conociendo la resistencia a la torsion del
hilo, Cavendish pudo determinar la fuerza de atraccion de las esferas grandes sobre las mds pequenas.

Gm, . m, Fy r?

5 = G= ———
r my . my

Sabemos que: F =

Cuando nos referimos a la masa de un cuerpo, por lo general la asociamos a la fuerza gravitacional y
a la aceleracién de la gravedad. En este caso, la determinamos asi:

Si F=mg.g=>m,= gi (masa gravitacional)

i 11 Newton expres6 la ley de la gravitacién como una proporcionalidad, él no conocié la constante de proporcionalidad.



;Sera posible determinar la masa de un cuerpo sin considerar la aceleracién
¢ p P
de la gravedad o en ausencia de ésta?

Si recordamos la segunda ley de Newton, £ = m; . 2 = m; = — (masa inercial)

a
Entre la masa gravitacional m, y la masa inercial m; no existe una diferencia significativa. En forma
experimental se determiné que dicha diferencia es aproximadamente de 10 ~*2. Esto implica que se
puede hallar la masa de un cuerpo sin tener en cuenta la aceleracién de la gravedad.

(Resolmzmos los siguientes problemas

Problema N° 1.6

Relacién entre la masa de un cuerpo en la Tierra y la masa del mismo cuerpo en la Luna

Enunciado

sPor qué un cuerpo en la Tierra pesa seis veces mds que en la Luna?

Desarrollo
Para responder a la pregunta, partimos de la ley de la gravitacién universal
m,.m
T'= G%
r nw N .
Recordemos que G = 6,67 . 10 — (constante gravitacional); Imagen 1.10. Us astronasta en el

/eg espacio
my y m, son las masas de las particulas y 7 es la distancia entre las mismas.

En la superficie de la Tierra el peso de un cuerpo es: PL.MW = G-mrz ¢ (7) ; my(masa de la Tierra);
7

m(masa del cuerpo) y ;- el radio de la Tierra.

En la superficie de la Luna el peso del mismo cuerpo es: 2, 1,0) - G-72, -7, (8) 5 my(masa de la Luna);
-

m.(masa del cuerpo) y 7; el radio de la Luna.

Dividimos miembro a miembro las expresiones (7) y (8)

Lo _mr

Py ™ "’Tz

Si 7= 6,38 x 10° m
rp=1,74x10° m
mp= 597 x 10% kg
my = 7,35 x 102 kg

r o 597x10° 1747
2 735 638’

@

!

P. 1807 Imagen 1.11. Los astros
T = 7)5 sobre Villa Cartén, 1962,

P:L 299,2 Antonio Berni, pigmento
al agua y metal sobre ma-
Peso cuerpo Tierra = 6’04 peso cuerpo en la Luna dera, 150 x 105 cm
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w
=

Hemos encontrado la respuesta a la pregunta que encabeza este problema aplicando la ley de gravi-
tacion universal para un cuerpo ubicado en la superficie de la Tierra y para el mismo cuerpo en la su-
perficie de la Luna.

Respuesta
El peso de un cuerpo en la Tierra es, aproximadamente, seis veces el peso del mismo cuerpo en la su-
perficie de la Luna.

Problema N° 1.7

El peso de un objeto o de una persona en Jupiter
Enunciado

Si la masa de Japiter es 318 veces la masa de la Tierra y
el didmetro de Japiter es 10 veces mayor que el didmetro

de la Tierra, ;cudl es el peso en Jupiter de una persona
que sobre la superficie de la Tierra pesa 600 N?

Desarrollo

Lo _mp o} " )
P " 2 Imagen 1.12 a. Jupiter y sus anillos

o p e

Ly 597.10%  (638.10°)2

= X

P,  318597.10% 638°.10"

P, 638

P, 318.6,38°
PfT _ 031

Ly
P

@l — [)[/
0,31

Si Pp= 600N = P,-S00N
031
P, = 1935N

Imagen 1.12 b. La Tierra, forografia tomada por la
Respuesta trlzplu/acién del 4[10/0 17 (1972). 4ﬂ nave e?mcia/

viajaba entre la Tierra y la Luna. El color rojizo co-
= rresponde al Afvica y a Arabia Saudita. El color
Japiter 1.935 N blanco son nubes y masas de hielo en la Antdrtica

La persona de 600 N sobre la superficie terrestre pesa en

Problema N° 1.8
La masa de una persona en la Tierra
Enunciado

En un lugar de la Tierra donde g = 9,81 %, una persona pesa 720 N, ;cudl es la masa de esa
g



persona? (Figura 1.28)

Desarrollo
Aplicamos la segunda ley de Newton

P=m.g:m=£

g
_ 720 N
m
981 —
k)
m=73,4 kg
Figura 1.28. Una persona en la superficie
Respuesta de la Tierra
La masa es de 73,4 kg

Problema N° 1.9

Nos vamos a la Luna )

Enunciado

Una agencia de turismo estd promocionando futuros viajes a la
Luna. Por cada futuro pasajero se confecciona una ficha, en la
que indica, entre otros datos, el peso de cada pasajero en la Tierra
y el que tendria en la Luna.

de la aceleracién de la gravedad en ella.

sCémo calcula la agencia de turismo el valor de la aceleracién
de la gravedad en la superficie de la Luna?

Desarrollo
Una respuesta que muchos dardn, serd la de ir a buscar el dato a
un catdlogo o a un libro especifico. Si bien la respuesta es co-

rrecta, desde este libro mostramos el proceso de calculo. Imagen 1.13. La Luna y su eco, 1960, An-
tonio Berni, éleo, pldstico, metal y mate-
riales varios sobre hardboard, 73 x 100 cm

P Tierra = 72 - &T
P Luna = 7 - &L

Dividimos miembro a miembro ambas expresiones

P Tierra __ mgr

PLuna mgr

. . . P
En el primer miembro reemplazamos la relacién — Wiie por

Luna

su valor 6,04 (obtenido en el problema 1.6)y simplificamos 7. Imagen 1.14. Tierra - Luna
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&=
6,04 =&:gL =
&

Respuesta
La aceleracién de la gravedad en la superficie de la Luna es g; = 1,62 ﬁz
$

1.3.- Momento estitico de una fuerza respecto de un punto

En las articulaciones de nuestro cuerpo, los muisculos son los que permiten a los huesos la rotacién alrededor
de ellas. Por ejemplo, al levantar un objeto con el antebrazo, el musculo biceps hace que se produzca una ro-
tacién alrededor del eje de la articulacién. Un brazo robético realiza un movimiento similar (Figura 1.29 a).
Si queremos apretar un tornillo a una madera utilizamos un destornillador, rotdndolo alrededor de
su eje longitudinal (Figura 1.29 b). Del mismo modo sucede si un operario quiere roscar un agujero
con una terraja. Para hacerlo debe girar la terraja (Figura 1.29 c).

i N N N

)

N J\ J\ y,
Figura 1.29 a. Brazo robdtico Figura 1.29 b Figura 1.29 ¢
levantando una pelota Destornillador apretando un tornillo Terraja para roscar un agujero

¢Qué es lo que en cada caso provoca el giro o rotacién?

Dibujamos el diagrama de sélido libre para cada situacién (Figuras: 1.30 a; 1.30 b y 1.30 ¢).
La respuesta a la pregunta la encontramos al definir el concepto de momento estdtico de una fuerza
respecto de un punto.

AV AV
' \i

A
igura 1.30 b. Destornillador apretando ~ Figura 1.30 c. Terraja roscando

120 en 2 _ k!
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El'momento estdtico de una fuerza P con respecto de un punto es igual al producto del médulo o intensidad
de P por la distancia d entre la recta de accion de la fuerza y el punto o. El efecto de un momento estdtico
sobre un cuerpo rigido es un giro.

En simbolos, M° = P . d

Unidades de momento en el sistema SI (Sistema internacional de medidas)
Unidad de fuerza: N, k.

Unidad de longitud: m, cm.

Unidad de momento estdtico: N m; N cm; EN m; EN cm.

El punto o respecto del cual tomamos momento, se denomina centro de momentos y la distancia 4,
brazo de palanca o brazo de fuerza.

En el caso del antebrazo el momento estatico estd dado por la fuerza S y la distancia de ésta al punto
de rotacién ubicado en el codo.

En los otros dos casos también se produce un momento, pero debido a dos fuerzas que definimos en
el apartado 1.4 de este mismo capitulo.

Propiedad del momento estdtico de una fuerza respecto de un punto

N
Consideramos un cuerpo rigido genérico al que se le aplica una fuerza 7'de
origen 4 y extremo by un punto o que pertenece al mismo plano de 7' (copla-
nar con 7'), observamos que 4 es una de las alturas del tridngulo o ab (Figura

1.31).
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Entonces si:
ab.d

P < o
R

Figura 1.31

M=Td y Area 0db=

Podemos expresar que:

El valor numérico del momento de una fuerza respecto de un punto es el doble del drea del tridngulo que
tiene como base el segmento de longitud igual a la intensidad de la fuerza (en una escala determinada) y
por altura, la distancia al centro de momentos, o sea, el brazo de palanca.

Convencidn de signos del momento de una fuerza

Asignamos signo positivo (+) cuando el sentido del giro coincide con el sentido de las agujas del reloj (dex-
trorso o dextrdgiro), y negativo (-) cuando el giro se realiza en el sentido contrario a las agujas del reloj (si-
nistrorso o sz'nistro'giro).

¢Cudndo el momento de una fuerza respecto de un punto es cero?

Para que exista un momento, debe existir una fuerza y una distancia, entonces: si M =0= F =0
0o d=0



% o \
Es decir, para que el momento de una fuerza respecto de un punto sea cero se deben dar, por lo menos,
una de las siguientes situaciones:

1- la intensidad de la fuerza es cero;
2- la distancia al centro de momentos es nula (el centro de momentos pertenece a la recta de accién
de la fuerza).

El drea de un tridngulo es la medida de la superficie del tridngulo, siendo:
superficie del tridngulo

Area tridngulo =
unidad de medida de la superficie

Consideremos el drea y no la superficie, por cuanto el drea es adimensional

Ejemplo: si la superficie de un tridngulo es 2 m?, el drea respecto de la unidad de medida m? es 2.

Representacién vectorial del momento de una fuerza

El momento de una fuerza respecto de un punto depende de tres A
pardmetros, a saber:

— o
¢ intensidad de la fuerza; L <_)> ,,,,,,,
e distancia desde la recta de accién de la fuerza al centro de momentos; y 7
¢ sentido de la fuerza. _

Entonces podemos considerarlo como una magnitud vectorial y  Figura 1.32 a. Vector representativo del
i representarlo mediante un vector perpendicular al plano, donde  momento de una fuerza
; yacen la fuerza y el centro de momentos (Figura 1.32 a).

Médulo del vector 2

Z = |F .d ‘ médulo del vector v es igual al valor absoluto de F. d.

Sentido del vector (Figura 1.32 b)

) = . N
El sentido de » lo determinamos 1m_:;1gmando un observador con
los pies en o que ve girar a la fuerza F : En este caso de izquierda a Figuta 1.32 b. Determinacin delsensido
derecha, o sea, en el sentido de las agujas del reloj. Y

Teorema de Varignon

El matemdtico Stevin Simon (1548-1620), conocido como Simdn de Brujas, de origen flamenco, nacido
en Brujas (Bélgica) fue el inventor de un carruaje o yate terrestre impulsado por velas, destinado al traslado
de personas a una velocidad de 80 km/h.

Como matemdtico, se destacd por ser el primero en reconocer la validez de los niimeros negativos, al acep-
tarlos como solucion en los problemas.



Estudiando el equilibrio de los cuerpos en un plano inclinado, al parecer, esbozd por primera vez el Teorema

de Varignon.

El nombre de Varignon se debe al matemdtico francés Pierre Varignon (1654-1722), quien en su obra
Nueva Mecdnica o Estdtica, enuncid por primera vez la regla de fuerzas concurrentes.

Consideramos un sistema de dos fuerzas concurren- A

tes en un plano y, como siempre, lo referimos a un

sistema de coordenadas cartesianas ortogonales.

Proyectamos las fuerzas F F y R sobre los ejes x R
b obtenemos F F L R (proyecc1ones sobre x);

F F,y R (proyecc1ones b y)(Figura 1.33).

F2
Consideramos un punto « perteneciente al plano
de F,y F,. Las 4reas de los tridngulos que se forman 7
son:
— 0 s TX
F
- A oa. F] 2%
Area 0oaa =——2L )
2
) _F2 Figura 1.33
Area oab' = - (10) 39
. A oa R
Area oac' = 2
2

Como R = Fy + I,
A’rmoﬁc':% F1y+F2y)

P _ . % Ey
2 2

Reemplazando los términos del segundo miembro por las expresiones matemdticas (9) y (10), obte-
nemos la siguiente expresién matemdtica.

- A - A P A
Area o ac'=Area o aa'+ Area 0o a b’
Pero recordemos que el valor numérico del momento de una fuerza respecto de un punto es igual al
doble del 4rea del tridngulo que tiene como base el segmento que representa la intensidad de la fuerza

y por altura la distancia al centro de momentos.
Esto implica que:

. AN
2 Area 0 ac'= My (momento de la resultante respecto de a)

- A —>
2 Area 0 a a'= M}, (momento de F, repecto de a)

2 Area 04 b'= M% (momento de ﬁz repecto de a)
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Entonces:
o A z A, 3 Ay
2Area oac'=2Area 0o aa'+ 2 Area 0 a b
a _ a
M,=M E T M £,
Generalizando

Mg=M; +M; +M; +...

Esta expresion matemdtica traducida al lenguaje coloquial significa:
“El momento de la resultante de un sistema de fuerzas concurrentes con respecto a un punto coplanar con las
mismas, es igual a la suma de los momentos con respecto al mismo punto de cada una de las componentes”.

Este enunciado corresponde al denominado Zeorema de Varignon.

El Cerro Catedral estd en
1 .4. = Pal‘es de fuer 748 Bariloche, Rio Negro, Argentina.

Vamos al Cerro Catedral )

En la base del cerro se organizan diferentes juegos: partidos
de polo, de voley, lanzamientos de aros,... (Imagen 1.15 ).
Los nifos, mientras sus padres descansan en la confiterfa, se
entretienen con unos aros que lanzan por el aire, tal como se
ve en la figura 1.34 a.

En cada extremo del didmetro del aro se ejerce una fuerza,
constituyendo el conjunto un sistema de dos fuerzas de igual
intensidad, direccidn (rectas paralelas) y sentido contrario.

Imagen 1.15 a. Juegos en el Cerro Catedral.

Bariloche - Repiiblica Argentina

Las fuerzas que permiten la rotacién del aro son

similares a las que se realizan cuando se destapa /\ \
una botella con un sacacorcho.

Ambas fuerzas cosntituyen un par de fuerzas.

—

Figura 1.34 a Figura 1.34 &
Signo del momento de un par de fuerzas

Convencion

Si el giro que produce el momento tiene el sentido de las agujas del reloj, entonces el momento es de signo
positivo (Figura 1.34 c).

Si la rotacion que provoca el momento tiene el sentido contrario a las agujas del reloj, entonces el momento

es de signo negativo (Figura 1.34 c).



Figura 1.34 ¢
El aro gira en un sentido (positivo) y en el otro sentido (negativo)

Propiedades de los pares de fuerzas

Imagen 1.15 b. En el Jardin de Lu-
xemburgo (1883) - Renoir

1. Dado que los pares de fuerzas quedan caracterizados por sus momentos, una propiedad importante
es la referida a la igualdad de pares de fuerzas. Decimos que los pares de fuerzas son iguales cuando

lo son sus momentos, tanto en intensidad como en signo.

Voy en mi bici a la escuela

) En una bocacalle debo girar. Tomo el ma-
ubrio por la parte exterior. En ese momento estoy aplicando un par
de fuerzas. Suponiendo que la intensidad de la fuerza sea F = 10 N, la
separacion e = 50 ¢m y el giro lo hago en el sentido de las agujas del
reloj, scudl es el valor del momento que provoca el giro?

M=+F.e
M=+10N.50cm
M=+ 500N cm
M=+5Nm
Respuesta

El valor del momento que provoca el giro es de 5 N .

Si en cambio, giro el manubrio tomdndolo por la parte interior, con
un par de fuerzas de intensidad F = 12,5 N'2, separacién e = 40 cm
y sentido de las agujas del reloj, scudl es el valor del momento que le
provoca el giro?

M=+F.e
M=+125.40cm
M =+ 500 cm
M=+5Nm
Respuesta

El momento que provoca el giro es de M = 500 N cm o bien M = 5 N m.

En ambos casos, ;realizo el mismo giro con mi bicicleta?

Si, porque ambos momentos son iguales en intensidad y en signo; no obs-
tante haber variado la intensidad de la fuerza y la separacion entre las rectas
de accién de las fuerzas.

{210N=1kg=1.000g

Imagen 1.16 a. En bicicleta, tomo el
manubrio por la parte exterior

Imagen 1.16 b. En bicicleta, tomo el
manubrio por la parte interior

Ly
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2. Otra propiedad de los pares, establece que el momento de un
par de fuerzas es igual al momento del par respecto de un punto
cualquiera de su plano, y es constante.

Ejemplo

Consideramos un par de fuerzas aplicado a un cuerpo rigido A y un
punto cualquiera de su plano; por ejemplo el punto c (Figura 1.35).
Dado que las rectas de accién de las fuerzas son paralelas, confor-
man un caso especifico de fuerzas concurrentes; ambas rectas con-
curren a un punto impropio del plano, entonces podemos aplicar
el Teorema de Varignon.

N Figura 1.35
MFi —+F. (e, +¢,) Momento de F respecto del punto ¢

MFi =-Fl.e, Momento de }?respecto del punto ¢
M} + ML;’ = +F(€1 + 52) + (—F.' ez) Momento del sistema de fuerzas respecto del punto ¢
=Fe;+ Fe,—Fe, = My, = Fe; = My, = cte
Hemos demostrado mediante un desarrollo matematico que:

El momento de un par de fuerzas respecto de un punto cualquiera de su plano no varia o sea es constante,
independiente del centro de momentos, e igual al momento del par.

3. Tercera propiedad de los pares.

El efecto de un par de fuerzas no altera si rotamos
la distancia entre las rectas de accién de las fuerzas
un dngulo cualquiera alrededor de uno de sus extre-

mos (Figura 1.36).

m
“w’

4. Suma de dos pares de fuerzas.

La suma de dos pares de fuerzas es igual a la suma
algebraica de sus respectivos momentos. Esta suma
da el momento del par resultante (Figura 1.37 a).

Supongamos un cuerpo rlg)do B al que le aplicamos Figura 1.36
dos pares de fuerzas: (P Py (F F )

Aplicando las propiedades de los pares enunciados anteriormente, podemos trasladar el par (P.P)
hasta que sus rectas de accién coincidan con las gel par (F,F").

Como la giisgncia d,; (brazo de palanca del par (F, F")), es distinta a la distancia d, (brazo de palanca
del par (P, P')), realizamos un pequeno cdlculo para que las mismas sean iguales.

Para ello, modificamos la distancia d; sin que se modifique el valor del momento del par (P,P)

(Figura 1.37 b).



Entonces: M,,, = P. d,

Para mantener el valor del par debemos cambiar el valor de la fuerza P. Llamamos ¥ al nuevo valor
de P (Figura 1.37¢), entonces

Pod-v.d—y-L
M,,»=F.d, ’
Myp=Y.d,
M+ M,p=(F+Y).d, = M, » = Fxd, + Pd,

Esta expresion matemdtica establece que:
La suma de los pares componentes es igual a la suma algebraica de sus respectivos momentos.

Figura 1.37 a Figura 1.37 b Figura 1.37 ¢

Resultante de un par
La resultante de un par es nula.
Efecto de un par de fuerzas
Retomando los ejemplos dados en el item 1.3 observamos que el destornillador para apretar el tornillo

realiza giros y estos son provocados por un par de fuerzas. Del mismo modo sucede cuando un ope-
rario usa una terraja para roscar un agujero; la rotacién se debe también a un par de fuerzas.

%

A 1

1.5.- Traslacion de fuerzas
Ejemplo

Una columna de cafo redondo metilico de ilumina-
cién de una calle de la Ciudad Auténoma de Buenos
Aires estd empotrada en el suelo y libre en el extremo
superior (Figura 1.38 a). .
De la columna cuelga una limpara, cuyo peso es P.
La columna también tiene un peso (P;), que es una
carga concentrada en el centro de gravedad (G) de la
columna. Para calcular el didmetro del cafio redondo
metilico se hace necesario conocer el valor de la carga
total que actda sobre la columna (Figura 1.38 b).

Imagen 1.17. Una columna de alum- Figura 1.38 a
brado en una calle de Bs. As.
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Para conocer la carga total que actda sobre la columna y aplicada en el centro —
de gravedad (G), aparece aqui la necesidad de trasladar la fuerza P al centro de s INR
gravedad (G). fl 4

Para ello, se usa un artificio, s6lo vélido para el cilculo.

G
. . =4 ‘>|
En el punto G (centro de gravedad) aplicamos un sistema de fuerzas nulo (P,P") i
que no altera el sistema total. fi
El sistema de fuerzas dado es el que se visualiza en las figuras 1.38 cy 1.38 d y el
sistema equivalente en la figura 1.38 e. Figura 1.38 b
Ay AY
— A
&
Y
A N A
P P P /
G G . G - G
— Tx P X X
7 P Pl , \
P
5 it c M=P.e
|
a el |
Figura 1.38 ¢ Figura 1.38 d Figura 1.38 ¢

> o
Ambos sistemas provocan el mismo efecto. Aparece un par de fuerzas (P, P') de momento
M =P'.¢; el sistema primitivo se transforma en el sistema equivalente constituido por: la fuerza P"
de intensidad P"= P+ P, y el momento M = P.e.

De este modo hemos trasladado una fuerza a un punto.

1.6.- Descomposicién de una fuerza en dos direcciones
. ./
concurrentes con su punto de aplicacién

Analicemos las siguientes situaciones problemdticas:

Problema N° 1.10. Auxilio a una pequefia embarcacién, la Nefertitis

Vamos a navegar.

Una pequena embarcacién de paseo, la Ve-
fertitis, tuvo un desperfecto en su motor y
quedd a la deriva en el rio San Antonio, cerca
de su desembocadura en el Rio de la Plata.

Con el remolcador Don Antonio se intentd gy
sacarla de esa posicién mediante un cable Tmagen 1.18. Nefris - Miseo
atado en la proa de la Nefertitis y en la popa jmagen 1.16 Egipcio Berlin (1999). En la actua-

del Don Antonio. La Nefertitis en el rio San Antonio lidad estd en el Neue Museum -
Berlin (Rep. Fed. de Alemania)




El Don Antonio pudo sacar a la Nefertitis de la varadura yendo en la misma direccién del eje, pero a
los pocos kilémetros se quedé sin combustible.

Entonces se solicité ayuda por radio y concurrieron al lugar otros dos remolcadores: Don Tito y

A pleno Sol.
Se sabe que si se remolca con un solo barco y la direccién del cable forma con el eje de la embarcacién
varada un dngulo de + 30°, la fuerza que debe ejercer dicho barco es de 20 £1V, y si se remolca en la

misma direccién del eje de la Nefertitis la fuerza es de 30 £IV.

En el manual de instrucciones de Don Tito y A pleno Sol se informa que cada uno puede ejercer como
méximo una fuerza de 18 £N.

Entonces se discutieron las siguientes alternativas de solucién:
Alternativa I

El Don Tito ejercerfa una fuerza en la direccién del eje del barco y

el A pleno Sol en la perpendicular al mismo (Figura 1.39 a).

Alternativa II Figura 1.39 a
El Don Tito arrastraria al barco en la direccién que forma + 45° con __alir
el ¢je y el Don Manuel o el A pleno Sol en direccion de - 45° con el
eje (Figura 1.39 b).

De estas soluciones se consider6 aquella que cumpliera con los

siguientes requisitos:

. , Figura 1.39 b

a. ninguna de las fuerzas deberd superar los 18 £/V; e

b. en caso de que, tanto en la primera alternativa como en la segunda se cumpla la condicién anterior, se
considerarfa la alternativa donde la fuerza fuera menor.

;Cudl fue la alternativa seleccionada? ;Pudieron elegir ambas alternativas, o ninguna?
Desarrollo - Alternativa I

Para encontrar la solucién dibujamos el diagrama de sélido libre en coordenadas cartesianas ortogo-
nales (Figura 1.39 ¢). L . o

Para la F = 20 kN, hallamos las componentes de la fuerza /' segtin los ejes x e y: F, y F, .

Las intensidades de dichas componentes se obtienen mediante la aplicacion de las expresiones mate-
miticas del seno y coseno al dngulo de 30°.

£
Entonces: 05 30° = Izl

= F, = F.cos 30°

£y
sen 30 ZTD F}, = F.sen 30

F,=20kN.0,87
F, =17,4kN

45
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i =20 kN.0,5
i, =10 kN

Las intensidades de las fuerzas que deben ejercer los remol-
cadores son:
Don Tito ejercerd una fuerza de 17,4 £N'y 30°
A pleno Sol ejercerd una fuerza de 10 £IV. 0 4 ¥

U

Desarrollo - Alternativa IT

I
Denominamos £ a la fuerza que debe ejercer Don Tito'y Figura 1.39 ¢
£ ala que tiene que realizar A pleno Sol

Presentamos el diagrama de sélido libre (Figura 1.39 d). Y
En los tridngulos rectdngulos de fuerzas se cumple:

o 20 __r

cos 45° = F = = o5 450
_ 30 kN

FI— 0’7] 1] X

F, = 4225 kN

™

cos(-45%0) = ——= F, = #15”) .....................

_ 30kN
1= 0,71
F, = 42,25 kN

S

Figura 1.39 d

Las intensidades de las fuerzas que deben realizar los remolcadores son:

Don Tito ejercerd una fuerza F, = 42,25 kN;
A pleno Sol ejercerd una fuerza F, = 42,25 £N.

Conclusién

Entonces si se requiere que cada remolcador ejerza como mdximo una fuerza de 18 £,
scudl es la alternativa vélida: la alternativa I, la II, ambas o ninguna ?

Veamos

;Puede ser la alternativa II?

Utilizando esta alternativa las fuerzas que ejercen ambos remolcadores tienen una intensidad de
42,25 kN. Evidentemente, esta situacion se la descarta porque la intensidad médxima de cada fuerza

debe ser de 18 £N.
sQué pasa con la alternativa I?

Don Tito podrd remolcar a la Nefertitis con una fuerza F, = 17,4 £N en una direccién que forme con
el eje x un dngulo &=0°, mientras que Don Antonio podrd hacerlo con una fuerza F, = 10 &N que for-
ma con el eje x un dngulo 6=90°. Esta solucidn sirve ya que ambas fuerzas tienen una intensidad que
no supera los 18 £N, que es la intensidad mdxima permitida.



Problema N° 1.11. Un gancho...
En un dia espléndido caminamos por el hermoso paseo de Puerto Mam’ero.)

Puerto Madero estd en la Ciudad Auténoma de Buenos Aires. En la fachada principal del dltimo piso
de uno de los edificios, se amurd provisoriamente un gancho que sobresale de dicha fachada.

Escuchamos la conversacién entre quienes deciden retirarlo. Analizan varias posibilidades:

1. sacar el gancho realizando las correspondientes operaciones desde el techo del dltimo piso;
2. sujetar un cable al gancho y un hombre que tire del cable desde la vereda.

Discuten ambas situaciones y se deciden por la dltima (Fi-
gura 1.40 a).

Conocen la fuerza que debe ejercer el hombre sobre el cable.
Analizan si serd mds cémodo tirar por un solo cable, o bien
utilizar uno en forma vertical y otro horizontal.

10,4 m

Se sabe que la altura desde el nivel de la vereda hasta el punto
donde estd atada la cuerda en el gancho es de 10,4 m, la al- &
tura desde el piso hasta la mano del operario donde toma la
cuerda es de 1,80 m, la distancia en la direccién horizontal
entre el hombre y la base del mdstil de 10 m y el hombre
debe ejercer una fuerza £ sobre la cuerda de 280 N.

Figura 1.40 a
47

Con estos datos podemos conocer la intensidad y el sentido

de las componentes: horizontal y vertical de la fuerza F'. / \ s
B F
N

y

Desarrollo

a . Dibujamos el diagrama de sélido libre en coordenadas
cartesianas ortogonales (Figura 1.40 b) y el diagrama de
distancias (Figura 1.40 c).

™

i F-280N

b . Como no conocemos el valor del dngulo f%, debemos

calcularlo. Figura 1.40 b

Sabemos que:

tanf3 = g
8,60
tﬂﬂB = ]Omm @\a >y

8,60m

tanfp =086 = fi = arctan 0,86
En la calculadora [3 =40,7°
nos da este valor B =40°41'

(%
h=

d=10m

Figura 1.40 ¢



Bh. (/"

Pero, como el 4ngulo B pertenece al cuarto cuadrante, el valor real de [f)) es:

B =360° - 40,7°

B =3193°

B =319 18

¢ . Por otra parte, si utilizamos el diagrama de sélido libre:
. F R

cos B =FI:F] = F xcos 3

F, =280 Nx cos 319,3°
F,=280Nx0,76
F =2128 N

» F A
sm[}:?z:FzzFXxenB

F, =280 Nxsen 319,3°
F, =280 Nx (-0,65) o | e
F,=-182N Imagen 1.19. Puerto Madero - Buenos Aires

El signo negativo significa que el sentido real de la fuerza es asi |.
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Retomemos la pregunta inicial.

¢Qué resulta mds conveniente, tirar de una sola cuerda o de dos?

Si se usa una sola cuerda, el operario debe aplicar una fuerza de intensidad 280 /.
Si se utilizan dos cuerdas, las intensidades de las fuerzas son: 212,8 Ny 182 N. Es evidente que de
este modo se reparten los esfuerzos.

Entonces:
o la fuerza F; tiene direccidn horizontal, sentido hacia la derecha e intensidad 7, = 212,8 V;
e la fuerza F, tiene direccidn vertical, sentido hacia abajo e intensidad F, = 182 V.

La Estatica en la vida cotidiana

La pregunta que nos queda pendiente es la siguiente: ;como lo hacemos?

Problema N° 1.1

Se necesita dimensionar las correas de una mbriada)

Enunciado

La estructura que recibe la carga de una cubierta a dos
aguas de un taller mecdnico que estd a 50 m de nuestra
casa (Figura 1.41 a) estd formada por:

o cabriadas de perfiles de acero; . : E [
e cumbrera (perfil de acero). Imagen 1.20. Una estructura metdlica



La cabriada es un reticulado formado por barras unidas por sus
extremos en puntos llamados nudos; siendo los ejes baricéntricos
de las barras, coplanares; por eso es una cabriada plana.

El calculista de la estructura, para poder dimensionar cada
una de las correas, es decir, para poder determinar el perfil o R
los perfiles que usard, necesita conocer la fuerza que debe ab-
sorber cada correa.

e s
6,00m [
Figura 1.41 a. Esquema del taller mecdnico

Nuestra funcién es la de calcular cada una de dichas fuerzas.

Suponemos que la cumbrera descarga en el nudo 4 con una
carga P =200 V. El dngulo de elevacion de las correas es

& = 27° (ver figura 1.41 b).
Desarrollo
1. Dibujamos el esquema de fuerzas (Figura 1.41 c).

Como punto de partida suponemos que los sentidos de las
fuerzas Pl yP2 son los indicados en la figura 1.41 c.

Planteamos la solucién al problema desde dos formas dife- 6,00 m

rentes; mediante el cdlculo grifico y a través del analiticor. Figura 1.41 b. Esquema de la cabriada con las
fuerzas externas activas y reactivas en los apoyos

2. En forma gréfica mediante el tridngulo de fuerzas (Figura

1.41 d).

En la escala de fuerzas correspondiente se dibuja la fuerza P.

Por el origen de P se traza una recta paralela a acy por el ex-

tremo una paralela a ab.

Los valores de 4cy ab en la escala de fuerzas fijada dan las in-

tensidades de Pl sz

P,=225N
=225N

3. En forma analitica. 6,00 m

Dibujamos el diagrama de sélido libre (figura 1.41 e). Figura 1.41 c. Esquema de fuerzas

Los valores de los dngulos son:
Escala 100 N

de fuerzas = ————
1cm
& =207° -
B =270° Lo
Y =333°

Figura 1.41 d. Determinacién grdfica de las in-
tensidades de Py y de P,

i 13 Actualmente los métodos graficos no se usan, ya que la computadora los ha reemplazado. No obstante, en algunos casos,

permiten una buena vizualizacién del problema.
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En este caso, como los tridngulos no son rectdngulos v
(figura 1.41 f), y como conocemos un lado y dos 4n-
gulos utilizamos la expresién matemadtica del teorema
del seno.
o A
En el tridngulo omn
R

sen 54°  sen G3°  sen G3° X
_ P.sen 63° 7 7

 sen 54°

_ 200kN.0,9
08
P,=225N s 2

En forma andloga
_P.sen 630 Figura 1.41 e. Diagrama de sélido libre

2

=

 sen 540 0
_ 200kN.0,9
08
P =225N

1

=

4.- Respuesta
Las intensidades de las fuerzas en las correas son:

n

P =225N

1 ] ; e T
])2 = 225N Figura 1.41 f. Diagrama de sélido libre
Observacién

Los valores de P, y P, obtenidos en forma analitica y

grafica coinciden. o ; ; )
En algunas situaciones los valores serdn aproximadamente iguales, ya

que el método grifico no tiene la misma precision que el analitico.

Problema N° 1.13

Un poste de television estd inclinado y a punto de caerse)

Enunciado

Al caminar por la calle, vemos que un poste colocado por una empresa de televisién por cable, después
de una fuerte tormenta de viento se inclin6 con peligro de caida.

Con el propésito de colocarlo en posicién vertical, la empresa quiere sujetarlo mediante un cable de
acero, tal como se visualiza en la figura 1.42 a.

La empresa tiene entre los datos de este poste, la carga que actda sobre él; que incluye su peso propio y
el de todos los elementos que contiene: ganchos, cables, etc. Este valor es P =210 /V.



Para dimensionar el cable de acero se necesita
conocer la fuerza que él debe absorber.

Por otra parte a la empresa le interesa saber
el valor de la componente de la fuerza P en
la direccién horizontal y la méxima distancia
en la direccién vertical, donde se debe amu-
rar el cable para una separacion entre el pie
del poste y el cable de 2 m.

Desarrollo

1. Célculo de la intensidad de la fuerza que

absorbe el cable. Imagen 1.21 Figura 1.42 a

1.1. Dibujamos el diagrama de sélido libre
(figura 1.42 b).

1.2. Utilizamos las expresiones matemdticas de las funciones

trigonométricas.
sen 50° = £ =T1= P
T sen 50°
_ 210N
077
T=273N a =230°
tan 50° =— = C= P
tan 50°
_2I0N
L2
C=175N B =0°

2. Cailculo de la distancia desde el pie hasta el punto donde
se sujetard el cable en el poste.

2.1. Dibujamos el esquema de distancias (figura 1.42 c)

2.2. Aplicamos la funcién tangente al dngulo de

tan 50° zﬂ:C
be
ac =2mx12
ac =2,4m

3. Respuestas

N

40°

g

51

Rl

50°

g

Figura 1.42 b. Diagrama de sélido libre

/)

2m

Figura 1.42 c. Tridngulo de distancias

a . La fuerza que absorbe el cable es 7= 273 N con un dngulo d = 230°.
b . La componente horizontal de P es C = 175 N con un dngulo f3 = 0e
¢ . La méxima altura donde debe ser sujetado el cable en el poste es ac = 2,4 m con un dngulo de in-

clinacién de 50°.
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CONCLUSIONES

Los problemas resueltos anteriormente son casos concretos reales, en cada uno de los cuales se des-
compuso una fuerza en dos direcciones concurrentes en un punto.

El andlisis de esta temdtica nos permite visualizar distintos casos.

Caso 1

Conocidas la fuerza (intensidad, direccién, sentido, punto de aplicacién) y dos rectas de accién con-
currentes con el punto de aplicacién de P, se desea hallar las fuerzas componentes segtin dichas rectas
de accién.

La solucién existe y es tinica.

Caso 2 .
Conocidas la direccién de una de las componentes, la intensidad de la otra y la fuerza P, se desea
hallar la intensidad y sentido de una de las componentes y la direccién y sentido de la otra.

Caso 3 R
Conocidas la direccién e intensidad de una de las componentes y la fuerza P, se desea conocer la di-
reccién, sentido e intensidad de la otra componente.

Caso 4 N
Conocidas la intensidad de ambas componentes y la fuerza P, se desea conocer las direcciones y sentido
de las fuerzas componentes.

e Resolucién de cada uno de los casos planteados

Si bien en los problemas anteriores se resolvieron algunos de estos
casos, nos parece oportuno tratar la temdtica, en forma general
utilizando el método grifico.

Casol
aso \ 7 (2)
= (1)
Conocer la fuerza P significa tener como datos:
Figura 1.43 a
e |a direccién y sentido (dado por el dngulo) y,
e la intensidad. i

Las direcciénes (1) y (2) también estdn dadas por sus respectivos
dngulos (Figura 1.43 a).

En forma grifica la intensidad y sentido de las fuerzas compo- P P "
nentes se hallan mediante la regla del paralelogramo en el dia- ]\
grama de sélido libre (Figura 1.43 b). o)

n

Figura 1.43 b. Diagrama de sélido libre



Mediante la escala de fuerzas:

Esf = valor de fuerza
valor distancia

N

ES[f —z

se determinan 7| y P,.

Este caso siempre tiene solucion y ésta es Ginica.
Caso 2. Este caso tiene tres posibles soluciones
Solucién 1

Datos (figura 1.44 a)

P=12N
P,=075N

&= 2500 6y = 70°
& = 310°

Incognitas: &, y P,
Busqueda de solucién

Representamos la fuerza en un sistema de coordenadas
cartesianas ortogonales (x, y)(Figura 1.44 b).

Por el extremo o de Ptrazamos la recta de accién de una
de las componentes (2); por el otro extremo, y en la es-
cala de fuerzas considerada, trazamos un arco de circun-
ferencia de radio igual al valor de P, = 2 V. En este caso
el arco de circunferencia no corta a la recta (2).
Entonces no existe solucién.

Solucién 2

Datos (Figura 1.45 a)

P=19N
P,=3N
b= 130°0 &, = 310°
a = 60°

Busqueda de solucién
La solucién gréfica se visualiza en la figura 1.45 b.

P
(2)
Figura 1.44 a
53
X
Escf: N
Tem
a
7 g
(2)

Figura 1.44 b. Determinacion grifica de la solucién

‘
N

Figura 1.45 a
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Como se ve en la figura 1.45 b la solucién es doble.
Respuesta

P,=3N para O, = 130°
0Py=L7N  paraé,=310°
&, = 347°
0, = 93°

Para limitar la respuesta debemos indicar mds condi-
ciones particulares, en este caso tenemos que determi-
nar cuil es el valor de &, y cudl el de &,.

Figura 1.45 b. Determinacion grifica de las soluciones

Solucién 3 /

Datos (Figura 1.46 a)

P-4N /
P,=3N ) P
&= 250°
& = 302°

Figura 1.46 a
Hallar P, y &, G

Busqueda de solucién 05cm
La solucién gréfica se visualiza en la figura 1.46 b.

o
Como se ve en la figura 1.46 b la solucién es tnica m .

Respuesta B P
La solucién es tnica: P,= 2,4 Ny &, = 342° 2

AU

(2)

Figura 1.46 b. Determinacion grifica de la solucién

Caso 3 "
Datos (Figura 1.47 a)

P=2N a=0° .
d1 = 45° P
P,=3N

Hallar P, y a, Figura 1.47 a



Busqueda de solucién
La solucién gréfica se visualiza en la figura 1.47 b.

Respuesta
P,=2N
o, = 270°

Caso 4. Este caso presenta tres soluciones posibles

¢ Solucién 1
Datos (Figura 1.48 a)

P=23N
b= 270°
P,=1L6N
P,=22N

Busqueda de solucién
En este caso |P;| + |P5| > | P

Como se puede visualizar en el grifico de la figura
1.48 b, existen dos soluciones:

&, = 200°
b, = 310°

Q, = 342°
&, = 230°

* Solucién 2
Datos (Figura 1.49 a)

IP|=-3N
o |= 270°
IP|= 1,5 N
|P,|= 1,5 N

N
A
% !
-
] ] [
P
v Escf:ﬂ—N
K om

Figura 1.47 b. Determinacion grifica de la solucién

—
270°
Nl
P
\j
Figura 1.48 a
Iy
Escf:ﬂ
Tem
(&3
\ (6] N
N X
V> —
-7 \\P] P] -~
NNy J
XP | P X
t& 7 An
i

Figura 1.48 b. Determinacion grdfica de la solucién

—~
270°

7

Y

Figura 1.49 a
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Busqueda de solucién I\
En este caso |P)| + |25 = || Escf: N
Como se puede visualizar en el gréfico de la figura
1.49 b, la solucién es tnica y es igual a || . [ \

_)
Respuesta Ly
Existe una tnica solucién. Las fuerzas son colineales.
v
4)
=>117
P

1

Figura 1.49 b. Determinacion grifica de la solucién

¢ Solucién 3
Datos (Figura 1.50 a)

()

|2:] + 1P| < |P] A
P|=3N

IP,|- 15N P
|P5|= 1,2 N v

, .z Fi 1.50
Busqueda de solucién igura 1.50 a

En este caso |P;| + |P,| < |P] N

£ 1N

Esc m

Analicemos el grafico de la figura 1.50 b. Hemos tra-

zado por el origen de P una circunferencia de radio

igual a P} y por el extremo de P otra circunferencia de [
radio P,.

Ambas circunferencias no tienen ningtin punto de in-

terseccion. ; Qué significa?

Esto quiere decir que el problema no tiene solucién.

Respuesta
No tiene solucién.

Figura 1.50 b. Determinacién grifica de la solucién

1.6.1.- Descomposicién de fuerza. Método analitico

Dado que, cuando planteamos la descomposicién de una fuerza en dos direcciones concurrentes en
su punto de aplicacidn estamos averiguando, en todos los casos posibles, sélo dos incégnitas; entonces
desde el cdlculo analitico implica plantear dos ecuaciones con dos incégnitas.




—

Se plantean los siguientes sistemas de ecuaciones:

1.- Dos ecuaciones de proyeccién sobre los ejes x e y

F, = E F;.cos a;= F.coso=F.coso;+F,. cosoy+..

Fy = E F;.sena,= F.seno = F.senoy+F,. senoy+..
2.- Una ecuacién de proyeccién sobre un eje y una de momento respecto de un punto

Fx=ZF,-.msai = F.coso=F .cosa; + F,. cos a,+...

M= MY

0 bien

Fy =2Fi.senai:>F.sena:FI Lsenoy + F, . senop ...
o 4
M= M

3.- Dos ecuaciones de momentos con respecto a dos puntos

Mazzjwio
Ma:zjwia

(Volvemos a los problemas y ejercicios para aplicar las ecuaciones anteriores

Problema N° 1.14

Enunciado =
Un farol de alumbrado dela =~

calle, cuya masa es m = 25 kg
estd sujetado por medio de
dos cables que forman con la
horizontal los dngulos o = 30°
y B = 60°. Hallar las fuerzag
componentes de la fuerza P
en la direccién de cada uno de

los cables (Figura 1.51 a).

Desarrollo Imagen 1.22 Figura 1.51 a
1.- Hallamos el peso del farol

Suponemos que la aceleracién de la gravedad es g= 9,8 % , entonces P = 25 kg x 9,8 Sﬂz s

P =245 N, peso del farol.

2.- Aplicamos dos ecuaciones de proyeccidn sobre los ejes x e y
Fx=2Fi.ms o, = F.cos o= F.cos o+ F,. cos o+ ...
Fy:ZFr‘f” o, = F.sena=F.sen o+ F,. senos+ ...

Consideramos los dngulos o = 330° y B = 240°, ya que si visualizamos la descomposicién de la




entales de la estati

T o 13; y }_éen forma gréfica (Figura 1.51 b), los 4ngulos que forman sus rectas de accién son:
o=330°yp=240"°

2, =2Fi .cos o; = 245N . cos 270° = F; . cos 330° + F, . cos 240°
P),=ZF,- .sena; = 245N .sen 270° = F; . sen 330° + F, . sen 240°

245N. 0 =F]. 0,87+F2 . (-0,5)
245N. (-1) = FI . (—0,5)+F2 . (-0,87)

0=FI.0,87+F2.(—0,5) :>0,87.FIN+ (—0,5).F2N =0N
—245N:F]. (—0,5)+F2. (-087)= (—0,5).FIN+ (—0,87).F2N=—245N

Este sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas se puede resolver mediante diferentes métodos (iguala-
cibn; sustitucion; sumas y restas, y determinantes). Nosotros consideramos que el método de determinan-
tes es el mds simple. Por tal motivo, aplicamos este método.

0 -05
o = -245 -0,87 —F = 0.(-0,87) - (-0,5)(-245)
1= ‘0,87 _0,5‘ ' 0,87(-0,87) - (-0,5)(-0.5)

-0,5 -0,87
-122,5 -122,5
F=—— o F=—"T"=F=12129N
' -0,76—(+0,25) ST TG ?
0,87 0
os 245 0,87.(-245)—(<0,5).0
> 087 -05 27 0,87(-0,87) — (-0,5)(=0.5)
-0,5 —0,87
F;=13cm. 100N y
22BN g o1,04N F 130N Tem *
- 1,01 -
F,=220cm. 100N
Visualizamos también estos resultados, en forma £ =220N Tem
. , 2=
aproximada, en el grfico de la figura 1.51 b. 0
Respuesta X
Las intensidad de las fuerzas componentes en /7)
la direccién de cada cable es: ;7 =121,29 NV y N
Fy=211,04 N F
P Esc f: 100N
" Tem
Figura 1.51 b. Descomposicion de Pen 1?, y ﬁz '
® L

s Tt 3 ] SR S ol



Ejercicio N° 1.7
Del sistema de tres fuerzas concurrentes (P T, : Tz ) en un punto se conocen los siguientes datos:

T2 =50 N La carga sobre el entrepiso en voladizo descarga en v
o, =20° cada una de las viguetas de madera

T] = 35 N

a =0°
Hallar Py a,
Desarrollo

Se trata de la descomposicién de una fuerza en dos direcciones
concurrentes. Aplicamos dos ecuaciones de proyeccién sobre los

ejesx e y. .
{ P.coso= T] . COS Oy + T2 . cos Oy Imagen 1.23. Calle de San Francisco - Potosi’
P.sena=T,.senoy+ T2 . sen o, Pintura de Léonie Mathis »

{P. cs0°=50N.cos 20° + 35 N. cos ,
P.sen0°=50N.sen20° + 35 N. sen a,
{P=50N. 0,94 +35N. cos oy
ON=50N.034+35N.senc,
{P=47N+35N.cosa2 (11)
ON=17N+35N.sen o,
35N.seno,=-17 N

sen o, =- 0,49 N
o, = arc sen (- 0,49)
0L, = - 29,34°

0, = - 29,34° es el valor que da la calculadora.

El valor real es: P=39cm. % N
P=78N
oLy = 360° - 29,34° = o1, = 330,66° Gy =330
N
Reemplazando en (11) a0, por el valor ha- ﬁ Fau /
llado, obtenemos el valor de P O4 s

— 7 =x
b r/
P =47 N+35N. cos 330,66° /< 2

P=7751 N 4
2 t ._10N
Esc.f: 05 em
Visualizamos también estos resultados, ’
en forma aproximada, en el gréfico de la
ﬁgllfa 1.52. Figura 1.52. Descomposicién de Ple# T; y i

Respuesta
El médulo de P es 77,51 Ny el dngulo que da la direccién y sentido de la fiersa . S es:
oL, = 330,66°

Ejercicio N° 1.8
Descomponer la fuerza T en las direcciones de las rectas 7,y 7> concurrentes con la fuerza T.
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Datos

T =SLOI)NI Jen) COMO diiﬂibuye

= 45° la fuerza P (peso)
v 140° Jane Avril?
o, =

oy = 300°

Incégnitas: 7,y 7.

Desarrollo

Aplicamos las ecuaciones de proyeccién
del sistema de fuerzas sobre los ejes x e y.

Ecuacién de proyeccién sobre el ¢je y.

T.senap=T,.sena,+T,. sen a,

Ecuacién de proyeccion sobre el eje x.

T.cosar=T,.coso;+T,. cos a,

Reemplazamos en cada una de las ecuaciones Enrigue de Toulouse Lautrec- RIS
por los valores correspondientes.

{ION. sen 300° = T7. sen 225° + T),. sen 320°
10N . cos 300° = T,. cos 225° + T,. cos 320°
{— 866 N=T,.(-071)+T1,. (- 0,64)
SN=T1,.-071)+1T,.(077)
Para la resolucién de este sistema de ecuaciones aplicamos

el denominado método de determinantes

-8,66 -0,64
5 +0,77

|T,| = > |T)| = (-866)(+0.77) - (-0,64) . 5

-0,71 - 0,64 " (-0,71)(+ 0,77) - (- 0,64) . (- 0,71)
-0,71 +0,77
T < -6,67 +32
1T = =055 0,45
-3,47
I = S
|T,| = 347N
-0,71 -866
2 5 -0,71.(5) - (-8,66)(- 0,71
|T2|=%3|T2|= - B)-( )( )
|T| _ ‘3,55‘ 6;15
e -1 Imagen 1.24.
|T2| =97N Jane Avril bailando en

el Moulin Rouge (1892)
Enrique de Toulouse Lautrec -
Museo de Louvre - Paris




Visualizamos también estos resultados, en for-

ma aproximada, en el grafico de la figura 1.53 A

Respuesta

Elmédulode T es 3,47 Ny, elde T,de 9,7 N

Ejercicio N° 1.9

T;=170cm._1N
05cm
T,=34N
T,=4,80cm. _1N
05cm
T,=96N

= . .
Descomponer la fuerza / en dos direcciones
concurrentes con la fuerza J.

Datos

J=005FkN

&, = 180°

J, =002 kN

%= oL Escf; 100N

Incégnitas: /,y o,

Desarrollo

{] cos 0y =J;.cos 0 + /5. cosa,
J.senoy=J;. sena; + /5. sena,
{ 0,05 kN . cos35° = 0,02 kN . cos 180° + ], . cos ot
0,05 kN . sen35° = 0,02 kN . sen 180° + ], . sen a,
{ 0,041 kN =-0,02 + J,. cos ot
0,03 kN =0+],.senc,
{ 0,061 kN = ],.cosa,  (12)
0,03kN =],.5eno, (13) G it

Dividimos miembro a miembro las expresiones (12) y (13)

0,03kN _ J,.sena,

0,061 kN ~ ], cos o, » para [ # 0y cos o, # 0

0,49 = tg o5
a, = arc tg 0,49
d, = 26,10°

Reemplazando a o, en la expresién (13) por el valor hallado,

J>. sen oy = 0,03

8 /

¢
SN
Sacs

- =

N
Figura 1.53. Descomposicion de Pen 1} y T,

sPor qué el Maestro adopta esa posicion?,

A- 0,03
sen 26,10°
_ 0,03
J2= 04
J>= 0,068 kN Imagen 1.25. La clase de danza (1873-1876)

Edgardo Degas - Museo Orsay - Parfs
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Pudimos reemplazar a G, en la expresién (12), entonces:

7, - 0061
cos 26,10°
0,061

J2= 0,90

J,= 0,068 kN

Como podemos observar se obtiene igual resultado. Visualizamos también
estos resultados, en forma aproximada, en el gréfico de la figura 1.54.

Respuesta
El médulo o intensidad de ]2 es /,= 0,068 &Ny la direccién y sen-
tido de]2 estdn dados por &, = 26,10°.

J,=69em.001 Y P
J, = 0,069 kN et S
0y = 25° 5

TX

Esc.f- 001 KN
™ 1em

Figura 1.54. Descomposicin de J en Ey a,

Los invitamos a
pensar...

¥ resolver ejercicios y
roblemas




Para pensar y resolver

Los siguientes ejercicios y problemas son para pensar y resolver. Al final del libro encontramos las so-

luciones desarrolladas.

1.- Célculo de las componentes rectangulares de
una fuerza

Ejercicio N° 1.10

Determinar las componentes rectangulares de cada
una de las siguientes fuerzas (Figura 1.55) aplica-
das a un cuerpo rigido.

F,=1N
F,=15N
F;=07N
F,=2N
Fs=0,5N
o, = 40°
0 = 30°

Ejercicio N° 1.11

Hallar las componentes rectangulares de cada una de las fuerzas apli-

cadas al bloque de madera (Figura 1.56).

E=20N
P=5kg
f=0,01kg

2.- Momento de una fuerza respecto de un punto

En el consultorio odontolégico)

Problema N° 1.15

El pedal que hace fun-
cionar un torno para
uso odontoldgico tiene
la forma que se visua-
liza en la figura 1.57.
El odontélogo cuando
trabaja con el torno lo
hace funcionar empu-
jando con el pie el ex-
tremo superior libre.
Sobre el pedal ejerce

Imagen 1.26. En el consultorio odontoldgico

S
D
fos g
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ﬁ
e
E

N

Fa Esc.f: AN
—_— 2cm

Figura 1.55

Figura 1.56

Figura 1.57

una fuerza que denominamos ] con un 4ngulo de inclinacién a = 30° respecto de la direccion del
plano inclinado del pedal y con una intensidad /= 12 N (Figura 1.57).

1.- ;Qué efecto provoca la fuerza?

2.- ;Cudl es la intensidad y el sentido del momento de ] respecto de a?
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3.- Traslacién de fuerzas

Ejercicio N° 1.12 |
Trasladar la fuerza Z al punto G (Figura 1.58). Expresar el resultado de la tras- °
lacién en forma grafica y analitica. Z=0,01 N

Ejercicio N° 1.13 _,
Trasladar la fuerza 7" al punto « (Figura 1.59). Expresar el resultado de la tras- Figura 1.58
lacién en forma gréfica y analitica.
T=1N
d=2m T>
Ejercicio N° 1.14 _, d
Trasladar la fuerza Fal punto G (Figura 1.60). Expresar el resultado de la tras-
lacién en forma gréfica y analitica.
a
Datos
F=0,1N d=1cm
P=02N
Ejercicio N° 1.15 | |
Trasladar las fuerzas 7, y P, al punto G (Figura 1.61). Expresar el resultado en
forma gréfica y en forma analitica. Figura 1.59
Datos
P, =10N d,=030m
P,-10N dy=0,30 m
P =100N

Ejercicio N°1.16 | |
Trasladar las fuerzas /1 y F5 al punto 0 mediante sus componentes rectangulares (Figura 1.62).

F =0,1N o, =20° y1 = 80 cm
F,=02N o, = 20° v, = 80 cm
X, =90 cm x; =40 cm

=

N

X X

Figura 1.60 Figura 1.61 Figura 1.62



4.- Descomposicién de una fuerza en dos direcciones concurrentes

Problema N° 1.16

La familia Monteserin limpia su casa)

Enunciado

Los hijos de la familia Monteserin limpian
su dormitorio. Cada uno desempena una
tarea diferente. Cecilia pasa la lustradora de
piso. Cuando la empuja aplica una fuerza.
Si el médulo de dicha fuerza es E=25 Ny
la direccién e intensidad estdn dadas por
o = 310°(Figura 1.63), ;cudles son los mé-
dulos de las componentes horizontal y ver-
tical? y, ;qué efecto provoca cada una?

Figura 1.63
Problema N° 1.17

(Unos jévenes juegan con un plano inclinado

Enunciado

En una esquina del barrio de Villa Crespo (Buenos Aires - Argentina) unos jévenes se entretienen
con una tabla y una rueda. En un momento del juego, cada participante coloca su tabla en diferentes
posiciones y tira la rueda desde arriba (Figura 1.64).

1.- ;Cudles son las fuerzas que intervienen?

2.- Sila fuerza P de la rueda tiene una intensidad P= 10 N, y los dngulos de inclinacién son:

=2
a-oy = 5
T
b.- Ay = Z
P d.-P; es la componente en la direccién de la
37 tabla y P, en la direccién normal,

2.1 — scudles son los valores de Py y P, en cada caso?;
2.2 — ;para qué inclinacién de la tabla, P es mdxima?;
2.3 — spara qué inclinacién de la tabla, P1 es minima?

g 4 1

Posicion 1 Posicion 2 Posicion 3

Figura 2.64
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[=1]
(=]

Problema N° 1.18

Vamos al circo

Enunciado

Un equilibrista estd colgado con una sola mano de dos cuerdas sujetas
a una barra en los punto 2 y & (figura 1.65).

1.- ;Cudles son las fuerzas actuantes?
2.- 51 el peso del equilibrista es P = 50 N; y si las cuerdas forman con
las barras los siguientes dngulos o = 30° y B = 60°, ;cudles son las fuer-
zas componentes de Pen la direccién de las cuerdas?
- ;Qué relacién existe entre G y B para que dichas componentes ten-

gan igual intensidad?

- ;Qué relacién existe entre los médulos de los componentes y los
dngulos de inclinacién de las cuerdas?

Figura 1.65

Epilogo

Los temas desarrollados: el concepto de fuerza, la representacién en coordenadas cartesianas ortogo-
nales, las componentes rectangulares de una fuerza, la descomposicién de una fuerza en dos direcciones
coplanares con ella, el concepto de momento respecto de un punto, el de pares de fuerzas... consti-
tuyen saberes que nos acompanardn durante el transcurso de todo el libro.

Son bdsicos y fundamentales, y se irdn ampliando y profundizando en los préximos capitulos, de ahi
la importancia de afianzar esos saberes para una correcta comprensién de las temdticas que abordare-
mos. En determinadas expresiones matemdticas colocamos las unidades sélo en el resultado. Lo hici-
mos, exclusivamente, para clarificar la marcha de los cdlculos.

En este momento, ya podemos empezar a esbozar una respuesta a las preguntas, ;qué es la estdtica?,
é
y ¢para qué se utiliza?

Hemos trabajado durante el desarrollo de este capitulo con el con-
cepto, representacion, propiedades, componentes,... de las
fuerzas aplicadas a cuerpos rigidos, entonces en una pri-
mera aproximacién, podemos decir que: la estdtica es

una parte de la fisica en la que intervienen las fuerzas.

En el proximo capitulo
profundizamos algunos
conocimientos y amplia-
mos con otros contenidos.

Por otra parte, a través de simulaciones de situaciones
reales de la vida cotidiana, hemos observado que la esttica
estd en el mundo en el que vivimos y que es una parte intrin-
seca de ese mundo.

A
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SISTEMA DE
FUERZAS COPLANARES

Prefacio

A medida que transcurre el desarrollo de este libro, nos adentramos cada vez mds en los saberes que
nos brinda la Estdtica. En este capitulo nos dedicamos a desentrafar las propiedades de los sistemas
de fuerzas aplicadas a un cuerpo rigido.

Trabajamos con sistemas de fuerzas coplanares (pertenecientes a un mismo plano) concurrentes en
un punto y con los sistemas de fuerzas no concurrentes.

Definimos procedimientos para hallar la fuerza que permite reemplazar, con el mismo efecto, al sis-
tema de fuerzas, ya sea de fuerzas concurrentes como no concurrentes; y para completar el capitulo
nos dedicamos al equilibrio de dichos sistemas.

Al final del mismo, de igual modo, que en el capitulo anterior, proponemos una serie de problemas
para pensar y resolver, algunos de los cuales son problemas que integran los contenidos desarrollados
en los capitulos 1 y 2.

...) continuamos con

las fuerzas




"

2.1.- Fuerzas concurrentes. Composicion de fuerzas.
. ./
Determinacién de la resultante

-

En el ano 1586, Stevinius utilizé en sus trabajos el denominado principio del paralelogramo, aunque
no lo enuncié formalmente.

Fueron Newton y Varignon quienes lo hicieron en forma clara y precisa.

El enunciado de dicho principio, conocido también como Primer Principio de la Estdtica establece
lo siguiente:

'y

El efecto de dos fuerzas, aplicadas en un mismo punto de un cuerpo rigido, es equivalente al de
una unica fuerza denominada resultante, también aplicada en el mismo punto y cuya intensidad
y direccion estin definidas por la diagonal del paralelogramo que tiene por lados los vectores re-
presentativos de las fuerzas componentes.

Este principio nos permite hallar en forma grafica la resultante de un sistema de fuerzas concurrentes
en un punto.

A partir del planteo y resolucién de los siguientes problemas, en los cuales aplicamos el principio del
paralelogramo, podemos saber cémo se determina la resultante de un sistema de fuerzas concurrentes
en un punto, mediante el método grifico.

Capitulo 2 | Sistema de fuerzas coplanares

68 Problema 2.1

Los chicos juegan

Enunciado

Dos chicos juegan tirando de un trencito mediante dos sogas
que estdn atadas en un mismo punto, tal como se muestra
en la figura 2.1.

Cada chico aplica al trencito una fuerza, a través de su soga
Si otro nifo quiere jugar solo, jcudl serd la fuerza que debe
aplicar al trencito para que se produzca el mismo efecto? :
Para responder a la pregunta suponemos los siguientes datos: )

La Estatica en la vida cotidiana

Figura 2.1
F;=3N
F,=15N
o =60°

s .

Desarrollo

Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 2.2), y en él apli-
camos el método del paralelogramo. Por el extremo de F,, tra-
zamos una paralela a la recta de accién de F y por extremo
de F una paralela a la recta de accién de F, La interseccién
de dichas rectas es el extremo de la fuerza resultante de las 1N

Esc. Fuerza =——
1 cm

fuerzas | y F, . \ J
Figura 2.2

Respuesta X
El médulo de la fuerza R es R = 4 N y los dngulos: 6,y = 337°y 6t = 35°.



Problema 2.2

El contenedor molesta a)

los vecinos

Enunciado

Un contenedor que contiene
residuos y estd en la mitad
de una calle completamente
lleno molesta a los vecinos.

Deciden trasladarlo hasta una & P = >
de las cuatro esquinas mas Imagen 2.1. Contenedor Figura 2.3. Los vecinos arrastran el contenedor
préxima.
Como es muy pesado, el traslado lo efectian tres vecinos: Juan, Marcelo y Daniel, mediante tres
cables de acero, atados de una manija ubicada en una de los laterales del contenedor (Figura 2.3).
Nos imaginamos que las intensidades de las fuerzas que cada uno ejerce sobre el mismo son:
Juan ? S$;=200N
Marcelo ? S,=330N
Daniel ? S3=350N
A la hora, el contenedor aparece nuevamente a 20 m de la esquina. Los tres hombres ya se habian re-
tirado, sélo se encuentra Joaquin, otro vecino, quien decide arrastrarlo solo.
;Cudl serd la fuerza que debe realizar Joaquin para que el efecto sea el mismo que el realizado por los
otros tres hombres?
Desarrollo
. . . ( \
1. Dibujamos el diagrama de -G
’1- 3 g J >
sélido libre: aplicamos el prin- S
cipio del paralelogramo en for- 30°
ma sucesiva (Figura 2.4.). X
2. Otra forma (Figura 2.5)
) p 00N >
Podemos evitar el trazado de L i fuerzas = -~ ¢ )
la resultante mediante el si-
N o Figura 2.4. Diagrama de sélido libre (aplicacion del principio del paralelogramo)
guiente procedimientq:
Por el extremo « de S, traza- [ R
a .-
mos una paralela a la recta de I
accién de S, y sobre ésta lle- 5
vamos, en la escala correspon- 30
diente, la intensidad de S, 0 X
obteniendo el punto «% por
este punto trazamos una para- a”
i6 100 N
lela a la recta de acc10n.de SV | B fuersas - s
en la escala correspondiente la | 1 cm )

intensidad de S, determinando Figura 2.5. Diagrama de sélido libre




el punto 4"

Respuesta

La intensidad de la fuerza Res igual a 830 N.

Problema 2.3
M El trabajo en un club na'utico)
¥ L)
o
Enunciado

(Figura 2.6).

a
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<
NE)

es la fuerza resultante?

70
Desarrollo
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R=F +F
R =200 N + 200 N
R =400 N

Respuesta

Problema 2.4

) abomjugamos nosotros )

Enunciado

Jugamos a la cinchada en el patio de la es-
cuela durante una clase de Educacién Fi-
sica. De un lado estdn los alumnos del
1.°1.% ciclo bésico y del otro nosotros, los
de 1.°2.% ciclo bésico (Figura 2.8).

Si los jovenes del 1.° 1. emplean una fuerza
F de intensidad 7, = 750 Ny lgs 1.° 2. en
-9 sentido contrario y colineal con £, una fuerza
F,, de intensidad F, = 1.050 N, ;cudl es la

En un club ndutico un bote de goma tuvo que ser trasla-
dado a la guarderfa para su reparacién. Para sacarlo del agua
dos hombres tiraron de un cabo que estaba atado en la proa

Si cada uno realiza una fuerza de intensidad F = 200 N, ;cudl

1. Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 2.7).
2. Calculamos el valor de la intensidad de la fuerza resultante.

El vector con origen en o y extremo en ' representa a la fuerza resultante R.
El poligono oaa'a" recibe el nombre de poligono de fuerzas.
Siel punto 4" es distinto de o, entonces el poligono de fuerzas es abierto. Si el punto 4" coincide con o,
entonces el poligono de fuerzas es cerrado y la resultante es nula.

Esc fuerzas =

.

100 N
Lem

=

La fuerza resultante es colineal con i*?l) y ﬁz), de igual sentido y médulo R = 400 N.

Figura 2.7

ﬂa" 4

i,

- e

Fp=1.050 N

4

Figura 2.8



fuerza resultante? ;Qué curso gané? 4 - N
U
. Desarrollo
2 Dibujamos el diagrama d¢ sélido libre (Figura 2.9). Fsc. Fuerza :—310? nf’
Sumando los vectores F, y F,, cada uno con su ™
. o Figura 2.9. Diagrama de sélido libre
signo, obtenemos el vector R (Figura 2.10). o
El médulo o intensidad de R se obtiene reali- N - a -
zando la suma algebraica de las intensidades de B f1 0 f N
F,y£. B
Consideramos que F, tiene signo positivo y F, Z > S
signo negativo, entonces: /7 ﬁ’
\ J
R=F-F Figura 2.10. Resultante del sistema de fuerzas colineales
R=1.050 N-750 N
R=300N

Respuesta | TN N
La fuerza R resultante es colineal con F,y F, de sentido de F, e intensidad R = 300 N.

CGamzmos! [Olé, olé, olé,... olé, old, old!...

jprimero segunda es el ganador!

Figura 2.11. El grupo festeja (Coni estd en el grupo)

Método analitico ; .
En el apartado anterior hemos desarrollado un método grafico para la determinacion de la resultante '

de un sistema de fuerzas concurrentes: principio del paralelogramo y poligono de fuerzas. “L &
En este item nos ocupamos de la composicién de fuerzas, pero en forma analitica. El grifico lo usamos, T o
s6lo como apoyo al desarrollo algebraico.

, — Caso 1
m_ ~ Consideramos, por ejemplo, el caso de una embarcacién que es remolcada por otras dos, mediante




cables de acero atados en el mismo lugar (Figura 2.12). Queremos reemplazar el efecto de las fuerzas
que realizan los cables por el de uno solo.

Llevamos esta situacién a un diagrama de sélido libre y lo referimos al sistema de coordenadas car-
tesianas ortogonales (x , y) (Figura 2.13).

7

Figura 2.12 - - J
Figura 2.13. Diagrama de sélido libre

Proyectamos ambas fuerzas sobre los ejes x e y.
.= IS
Ry . Fl,v+ FZy
Reemplazando a £, ; F,; F,,; F),, en funcién de senos y cosenos.
Rxcosol, =F, xcos 0, +F, xcos O,
Rxseno, = F) xsen o) + F, X sen 0.,

Ambas expresiones matemdticas nos dan las proyecciones seglin x y segiin y respectivamente de la
resultante R en funcién de las proyecciones de sus componentes.

Estas expresiones las podemos generalizar para mds de dos fuerzas.

Para 7 fuerzas

»
R,=Rxcos 0, = Rxcos 0= F xcos a,
par

P
R, =Rxsen 0y = Rxsen O, =3 F, xsen a,
p

- >
Como R,y R, son las componentes rectangulares de R, para hallar la intensidad de R aplicamos una
de las consecuencias del teorema de Pitdgoras.

R=+JR7+R’

A
La direccién y sentido de R la determinamos mediante el éngulo o, .

Ry Ry
cosOp,=—2% = o, =arccos —=
R
0 bien
R, y
sen oL, = = O, =arc sen —
R

R
_RJV L J
tg(lR—F =4 aR—arcth—

o

m s
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Otra forma la podemos visualizar en la figura 2.14.

Figura 2.14.a

Conclusién 1

La resultante de un sistema de fuerzas concurren-
tes en un punto se la define mediante dos ecuacio-
nes de proyeccidn sobre dos ejes.

Caso 2

Consideramos un sistema de fuerzas concu-
rrentes en un punto 4. Tomamos momento
con respecto a un punto & coplanar con las

fuerzas. (Figura 2.15)

De acuerdo con el teorema de Varignon:

M=y M!
R m

Figura 2.14.b Diagrama de sélido libre

&

a1\ i E{) r

Figura 2.15

El momento de la resultante respecto de un punto & es igual a la sumatoria de los momentos de cada

una de las fuerzas respecto del punto 4.

Expresamos la resultante R en funcién de dos componentes, segtin la direccién 46 y segiin la perpen-

dicular a la recta a6 .

- - -
Nuevamente aplicamos Varignon a la resultante R, y a sus componentes R| yR, .

Mg, =M + M,

1 R2

M£,=0+Mi

2

ML =M’ = M’ = R,xd
R R, R

SiMy =R, xd = R,=—F

.S
Intensidad de R, .

Conocida la intensidad de 132 y sabiendo que
la direccion es perpendicular a la distancia d,
y que el sentido lo da el A by podemos trazar
con origen en « el vector representativo deR
Mediante el principio del paralelogramo de
fuerzas determinamos el vector R, que repre-
senta a la resultante del sistema de fuerzas.
Consideramos ahora el ¢je x ; proyectamos el sis-
tema de fuerzas sobre dicho gje R, =Y P x cos

i=1

El segmento «, 7 coincide con la proyeccién R,. Por 7 trazamos la normal al eje x y por el extremo
de R, la paralela a la recta 26, determinando el punto 7.



El vectomr1 es el represe ; modo queda detar{nada la 1nten51dad di-
reccién y sentido deR. b el Tm— :
Hasta ahora no hemos dado ninguna hmltacrén al qae proyeccién. P

;Podr4 ser el eje normal o perpendicular a la recta determinada por el punto de concurrencia y el
centro de momentos?
Supongamos que dicha recta de accidén sea perpendicular al eje x (Figura 2.16).

Proyx]3=Prayxﬁz+Proyx]31

3 Proyxl_?)=Proyx:R?2+0 — ~
@
= - -

*é_i Proy R=Proy R,

=

132 en intensidad, direccién y sentido fue obtenida por la ecuacién de
momentos. Si consideramos de este modo al eje, nos faltarfa un ele-

mento para definir a la resultante.
pl Esto significa que el eje de proyeccion no puede ser perpendicular a
| la recta determinada por el centro de momentos y el punto de concu-
rrencia de las fuerzas. Figura 2.16

0 ‘ :
\_ a ap X Y.

02 | Sistema de fuerzas

Conclusién 2

La resultante de un sistema de fuerzas queda definida mediante una ecuacion de proyeccion sobre un eje y
una ecuacion de momentos respecto de un punto b.
El eje no puede ser perpendicular a la recta determinada por el punto de concurrencia de las fuerzas y el

centro de momentos.

Caso 3

Dado el sistema de fuerzas concurrentes en 2, tomamos momento de las fuerzas respecto de 6y de ¢ .
g

ME =Y M
i=1

R
}
=3 M
i=1

R

Descomponemos a la resultante en dos direcciones:
en una perpendicular a la recta bz (R)), y otra segin

la recta ba (R,) (Figura 2.17).

Por el teorema de Varignon y sabiendo que R, .d, = 0
resulta: A

M’ =Rxd=R=—F
R d

Si por el punto @ trazamos el vector representativo de

R, con el sentido correspondlente, de acuerdo al signo
del momento Mq , ¥ por el extremo del mismo una \.
paralela a la rect4 ba, sobre ésta debe encontrarse el
s extremo del vector representativo de R
e Supongamos que descomponemos a R en la direccién ca y en la perpendicular a la misma, e

o




M,
Mi = Rixd,= R| =—2=2
d

Trazamos por 4 el vector representativo a R y por su extremo una paralela a ca. El punto de inter-
seccién 7 de las paralelas a b y a ca, define el vector at, que es el representativo de la resultante R.
Sobre dicha paralela debe estar el extremo del vector representativo de R.

Conclusién 3

La resultante de un sistema de fuerzas concurrentes en un punto queda definida mediante dos ecuaciones
de momentos respecto de dos puntos coplanares con las fuerzas.

Resolvemos los siguientes problemas

Problema 2.5

(Un conducto de aire caliente cuelga del cielorraso.

=1
Enunciado 7
En la escuela a la que concurrimos estdn reparando el sistema de 7
calefaccién por aire. Un tramo de un conducto de calefacciéon
estd colgado del cielorraso mediante tres cables de acero que lo | B | 5L

sostienen de un mismo lugar (Figura 2.18).

Figura 2.18. Tramo del conducto colgado
Supongamos que las fuerzas que realizan los cables son las si-

-\
guientes: i
17, =200 N o, =150° |

L,=150 N o, =60°
=140 N o, =20° e 3

(No consideramos el peso propio del conducto)
Si se quiere reemplazar los tres cables por un
tnico cable que cumpla el mismo efecto, jcudl
es la fuerza que se debe realizar?

Desarrollo
1. Dibujamos el diagrama de sélido libre.

Hallamos la resultante del sistema de fuerzas en
forma gréfica, al solo efecto de visualizar el método
analitico. Podemos hacerlo a mano alzada (sin es-
cala) (Figura 2.19).

Figura 2.19

2. Resolvemos en forma analitica mediante dos ecuaciones de proyeccion sobre los ejes x € y.
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Ciélculo de la proyeccién de R sobre el eje x
3

RZ:> +T +T,

£ £
=

R, =1 xcos 0, + T, xcos O, + I X cos O

R. =200 Nxcos 150°+ 150 N x cos 60° + 140N x cos 20°
R_ =200 Nx(=0,87)+150 Nx0,5+140 Nx 0,94

R =-174 N+75 N+131,6 N

R, = 326N

X

Ciélculo de la proyeccién de R sobre el ejey
z = RPEIT*T, + T,

R, =T xsen 0, + T, xsen 0., + I; x sen 0L,

R, =200 Nxsen 150° +150 Nx sen 60° +140 Nx sen 20°
R, =200 Nx0,5+150 Nx 0,87 +140 Nx 0,34

R, =100 N+130,5 N+47,6 N

R =2781N

Cileulo de la intensidad de R

R=+JR+R
R=+/(2,6 N + @781 N)

R=+41.062,76+77.339,61 N

R =+4/78.402,37 N
R =280 N

N
Célculo de la recta de accién y del sentido de R \ :
Imagen 2.2.

R A
O p = arc g _r La fogata de San Juan, 1943. Oleo sobre tela,
x 155 x 236,5 cm. Antonio Berni. Coleccién particular
he 2781 N A
Ol p = arc t = 0, =83,3°
e T
Respuesta

El conducto puede sostenerse mediante un tnico cable de acero con el mismo efecto que los tres
dados. La fuerza resultante tiene una intensidad R = 280 N, y la direccién y sentido estan dados por

OCR= 83)30

Problema 2.6




Un adorno cuelga del cielorraso de la habitacién de
la hija mds pequena.

Enunciado

Del cielorraso de la habitacién de la hija menor de la fa-
milia Monteserin, de tres afios de edad, cuelga un adorno
sostenido por cuatro tanzas (Figura 2.20).

Cada tanza ejerce fuerzas sobre el adorno.

F, =12N o, =30°
F,=15N  0o,=100°
F,=20N  05=120°
F,=18N  0,=60°

Despreciamos el peso del adorno

;Cudl es la fuerza que provoca el mismo efecto que las cuatro
fuerzas dadas?

Desarrollo
Dibujamos el diagrama de sdlido libre (Figura 2.21).

De acuerdo con el principio de transmisibilidad de las fuer-
zas, consideramos como punto de aplicacién de cada una de
las fuerzas, al centro de coordenadas o.

Para analizar, en forma aproximada, la direccién y sentido de
la fuerza resultante R utilizamos el método gréfico del poli-
gono de fuerzas.

Resolvemos en forma analitica mediante dos ecuaciones de
proyeccion sobre los ejes x e y.

Célculo de la intensidad de ﬁx
Rx :Fix+F2x+]:3x+F4x

R, = F xcos o, + F, xcos o, + F;xcos o+ F, xcos o

R =12 Nxcos 30°+15 Nxcos 100°+20 N x cos 120° +18 Nx cos 60°

R =12 Nx0,87+15Nx (-0,17)+ 20 Nx (- 0,5)+ 18 Nx 0,5
R =10,44 N+ (~2,55 N)+ (-10 N)+9 N
R =689 N

Cilculo de la intensidad de ﬁy

Ry :Fly +F2y +F3y +F4]

R}, =12 Nxsen 30° +15 Nxsen 100° + 20 Nx sen 120° +18 Nx sen 60°

R, =6N+1477 N+17,32 N+156 N
R, =53,69 N

E =
=)
B\
Iy
7
=
Ti
J
Figura 2.20
y N
R
: Op
bs
TZ? 7
% T R TuTh )

Figura 2.21. Diagrama de sélido libre y aplica-

cidn del poligono de fuerzas

Imagen 2.3. La gallina ciega, 1973,

Antonio Berni. Oleo y materiales
varios sobre madera, 160 x 210 cm.

Coleccién particular
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R=+,[47,47+2.882,62 N | £ ﬁl 7
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R=5413 N

r

WL
Célculo 4@ direccién y del sentido de R

o =arc tg—=
X
5369 N
g mare g2 0, =827
P oy ®
I
r‘ Respuesta
El adorno puede colgarse mediante un sola tanza con igual efecto que las cuatro dadas. La fuerza
que se ejerce (resultante) tiene una intensidad R = 54,13 N y la direccién y el sentido estén dados
por o= 82,7°.

1 ~ Problema 2.7
© - — W o
W (Un paseo por el puerto de San Nicolds.

. Enunciado

" J\?e’ntras paseamos por el puerto de San Nicolds
(Provincia de Buenos Aires - Argentina), observa-

_ mos que una caja cuelga de un camién grtia me-

""! - dian ‘,: un cable (Figura 2.22).

0s que:
fuerza del cable es: 7; = 5.000 N y
la direccién y sentido estdn dados por
». ) = 110°
Y - 2. la fuerza en la cuerda para mante-
4 er a la caja en la posicion deseada:

(i T, =525 N vy su direccién y sen-
— ' }ii&z =300°
L Bed 3. la caja pesa P= 5400 N

es la} fuerza resultante de las tres
e

Desarroll&.t -
Dibujamos el dia

Diagrama de fuerza Diagrama de longitudes
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Resolvemos el cdlculo de la resultante, mediante una ecuacién de pro-
yeccién y una de momento respecto de un punto.

R, =T, +To +P,

R, =1 xcos oy + T, xcos 0, + P,

R, =5.000 Nxcos 110°+ 525 Nx cos 300° + 5.400 N x cos270°

R, =(~1.710) N+262,5 N+0 N

R, = (~1.447,5 N= R, = 14475 kN

Tomamos momento respecto de @ (usamos los dngulos con sentido
positivo)

ZM”Z:—de—TZX:m O, Xdy + 1] Xsen O X d, 7 Imagen 2.4
La vela verde de Paul Signac.

R, xd g =(=5.400) Nx3m=525 Nxsen 120° x3m+5.000 Nxsen 110° x3m  Muyseo de Orsay - Paris F

R, xd g =(~16.200) Nm—525 Nx (+0,87)x 3 m+5.000 Nx 0,943 m
R, xdp = (~16.200) Nm—1.370,25 Nm+14.100 Nim
R, xdy =-347025N=R ,=-115675N =R, =-1,15675 kN

Célculo del médulo de B

R =+4/(-1,15675 kN)? + (~L4475 kN)*
R= \J1,3381+2,0953 kN

R =4/34334 kN
R =1,8529 kN

Cilculo de o

A~ R}l

O =arc l‘g—l;

i -1,LI5675 N .

Qp =arc tg ———— = Qg = arc g 07991
N sy RTYR

. Imagen 2.5. Las vacaciones de Juanito, 1972.
Qg = 38,6°valor obtenido por calculadora. Antonio Berni. Pintura acrilica

.
Como R,y R, son negativos, el vector representativo de la resultante R, estd en el tercer cuadrante.

§LR= 180° + 38,6°
O = 218,6°

Respuesta .
El médulo de R es R = 1,8529 kN 'y la direccién y sentido estdn dados por: 0z = 218,6°.

2.2.- Equilibrio de fuerzas concurrentes aplicadas
a un cuerpo rigido

Un cuerpo rigido sometido a un sistema de fuerzas estd en equilibrio estdtico si la fuerza resultante de todas
esas fuerzas es nula.



&
podemos expresar que:

>E =0=>F +F, +F, +..+F =0
25, =0=>F +F, +F +..+F =0

Estas expresiones matemdticas son las condiciones necesarias y suficientes para que un sistema de
fuerzas concurrentes en el plano esté en equilibrio.

Analizamos el equilibrio en forma gréfica. Para ello, utilizamos el poligono de fuerzas y observamos
que, si el sistema estd en equilibrio el poligono de fuerzas es cerrado.

sCbmo trazamos el poligono de fuerzas?

Para trazar el poligono de fuerzas seguimos el siguiente proceso: .
1. establecemos un orden para considerar a las fuerzas; =
2. a partir de un punto dibujamos, siguiendo el orden establecido todas las fuerzas, una a continuaciéon
de la otra. El poligono que queda determinado es el denominado poligono de fuerzas.

Se presentan dos casos

Caso I
Si el extremo de la tltima fuerza coincide con el origen de la primera, entonces el poligono de fuerzas
es cerrado; la resultante es nula y el cuerpo estd en equilibrio.

Caso II
Si el extremo de la tltima fuerza no coincide con el origen de la primera fuerza, entonces el poligono
de fuerzas es abierto; la resultante no es nula y el cuerpo no estd en equilibrio.

b \J \J
. g_Atsn | ol i Yoo
. Istema de fuerzas en equiliorio Sistema de fuerzas NO equilibrado.
K
A ’ G
> 0 >
0 X X N
.
i N > f7 R
174 fs f8
Poligono de fuerzas CERRADO Poligono de fuerzas ABIERTO
\_ y,
Figura 2.24. Poligono de fuerzas cerrado Figura 2.25. Poligono de fuerzas abierto

2.2.1. Los problemas del equilibrio de fuerzas concurrentes: una forma de resolverlos

Existen problemas referidos a situaciones reales que pueden expresarse como problemas relativos al
- equilibrio de un cuerpo rigido.
 Para resolverlos, es decir para encontrar la/las solucién/es al planteo propuesto, podemos trabajar en
forma analitica o bien en forma gréfica o con ambas formas en simultdneo.
‘Nosotros tomamos la decisién de utilizar la forma analitica y el gréfico lo usamos sélo como ayuda
y e— 1_1qna_m¢jor visualizacién del problema. )
Pl - s ) LK - 2ok

il

24

- b




Los graficos son:
1. dibujo representativo de la situacién real;
2. dibujo de una particula significativa del cuerpo con todas las fuerzas aplicadas al mismo (diagrama

de sélido libre).

Problema N ° 2.8 ,N

~
(El carguero Don Tito estd operando en el puerto de la ciudad de Rosario T

Enunciado

El carguero Don Tito opera en el puerto de la ciudad de Rosario descargando y cargando contenedores
de diferentes empresas. El carguero pesa 250 £/V.

Para atracar en el puerto se requiere la ayuda de tres remolcadores: Don Juan, Forastero y Titdn.

En la hoja de ruta de cada uno de los remolcadores se expresa que las fuerzas que realiza cada uno y
que pueden mover a Don Tito son:

B
F, >\F, =100kN ¢, = 45")65 la fuerza realizada por Don Juan.
-

By (F2 =150kN ¢, = 0°)fuerza que efectiia Forastero.

N
F; — (F3 =100kN &5 = 300°)fuerza que hace Titdn.

1. ;Los remolcadores pueden mover al carguero? 81
2. ;Cudl es la fuerza resultante?
3. Si el sistema de fuerzas no estd en equilibrio, y deseamos
que Don Tito no se mueva, ;qué debemos hacer? |
-
Desarrollo |
1. Consideramos una particula del barco y dibujamos el diagrama del !
sélido libre referido a un sistema de coordenadas cartesianas ortogo-
nales (x, y) en el plano (Figura 2.26).
/‘T/)V ,,,,,,,,,,,,
2. Si el sistema de fuerzas estd en equilibrio debe verificarse que: %
{Z #, =0 , \ F
P
pri=0 2
F,.=0=F o, +F o5+ F o, + P =0 ‘ @
z * (RONER ©1° 53 609 Qi 5 008 Qg p L3 e0n Figura 2.26. Diagrama de sélido libre d
100 £Nx cos 45° +100 kNx cos 300° +150 kN cos 0° +250 kNx cos 270° =0 L
i
100/€ng+100 EN%0,5+150 ENx1+0=2
n'l
71N +50 kN+150 kN = 271 kN L

ZF}, =0= F xsen o, + F, xsen 0, + F; X sen 05 + Px sen ot = 0
100 kN x sen 45° +150 kN x sen 0° +100 kN x sen 300° + 250 kN x sen 270° =2

V2

100kN><7+150/eNx0+100/eN>< (-0,87) + 250 ENx (-1) =2

71kN+0—87 kN —250 kN = -266 kN




3. Cilculo de la fuerza F:
- Intensidad de la fuerza F, resultante de (7, , F,

. F,=271iN
F, = (~266) kN

2 2
F=,/F2+F,

F =y@71kNY + (266 £N)

F= \/73.441 EN?* +70.756 AN

=1 2 Yy
e 1 T Imagen 2.7. Puerto, 1926. Antonio Berni. Oleo -
F =380 kN sobre cartén, 60,5 x 78 cm. Coleccién particular
=
Direccién y sentido de la fuerza F. [ / ) T
i ~ (=266) kN

J
o =——=1 o=
o

vy ] 271kN -
b 1g 0 = (~0,9815) \
< O = arc tg(—0,9815) 5 : 5
0 =—44,46°
P

(valor obtenido en la calculadora).
Como £ es negativa y F es positiva, entonces el valor real &, = 315,54°. L )
Respuesta Figuca oy @
El sistema de fuerzas no estd en equilibrio estdtico ya que las componentes F, y F, de la fuerza resul- -
tante son distintas de cero. Los remolcadores pueden mover a Don Tito.
Don Tito se mueve en una direccién cuyo dngulo con la horizontal es o0 = 315,54° y la inten- g
sidad de la fuerza que lo empuja es F = 380 £NV. it

1 La equilibrante tiene intensidad £ = 380 £Ny la direccién y sentido 0y = 180° - 44,46° = o =135,54°
' (Figura 2.27).

2.3.- Resultante de un sistema de fuerzas
no concurrentes

Método gréfico
En el item 2.1 de este capitulo hemos desarrollado el método gréfico para determinar la resultante de
un sistema de fuerzas concurrentes en un punto: el denominado poligono de fuerzas.
En el caso de un sistema de fuerzas no concurrentes no alcanza con el trazado de un poligono de fuer-
zas, ya que no se conoce ningin punto de la recta de accién de la resultante.
Sabemos que la interseccién de dos rectas en un plano es un punto propio o bien uno impropio
(rectas paralelas). Por este motivo un primer procedimiento para dererminar la resultante de
un sistema de fuerzas no concurrentes, por ejemplo el sistema 5. F,. F;. F;, es el que se visualiza
~en la figura 2.28.
1.Se determina la resultante (R;) de dos fuerzas cualesquiera F F mediante el método del pa-
ralelogramo. El punto d¢ interseccién deR con Fies a.
Se halla la resultante de R con F ; ; se Ob_t)lellg R,. El punto de interseccion de R
Se determlna la resultante de R, con F,, R es la resultante del sistema F

R oonF es b.




" ntimero més grande de fuerzas.
El denominado poligono funicular es el que nos
resuelve el problema.

Poligono funicular L
Dado el sistema de fuerzas no concurrentes
(Figura 2.29), cuyos médulos son:

F=1N
F=05N
F=2N
F4 = 1,8 N \.

Figura 2.28
describimos otro procedimiento grafico para la r

determinacién de la resultante del sistema.

2.3.1. Procedimiento para la determinacién de la
~ resultante de un sistema de fuerzas no concurrentes
. mediante el denominado poligono funicular

r

[

ot Figura 2.29

) Método grafico (
- 1. Trazamos el poligono de fuer-
2 La zas de modo que los vectores
representativos de las fuerzas
se consideran uno continua-
cién del otro (Figura 2.30).
2.Elegimos un punto o arbitrario.
A este punto se lo denomina
polo del poligono funicular.
3.Proyectamos desde el mismo
el origen y el extremo de los
vectores representativos de
cada una de las fuerzas. Se
obtienen los segmentos
ao, bo,co,do, eo .
Estos segmentos reciben el
nombre de rayos polares y se | 1N K
los suele indicar con nimeros: \_ 1

=

1,2,3,4,5. Figura 2.30
4.Por un punto cualquiera del plano trazamos una paralela al rayo polar 1, la llamamos I hasta la in-
terseccién 7z con la recta de accién de F. 5
Por el punto  trazamos una paralela I al rayo 2 hasta la interseccién 7 con F,, y asf sucesivament
hasta la tltima paralela. 3
S.Lwctas L, II, II,... se denominan lados del poligono funicular.

| L

=
L
-
-&"
X b
Y
Bl
=
.
m
B




6. La interseccién del primer lado del poligono funicular con el dltimo lado es un punto de la recta
de accién de la resultante del sistema. s
7. El médulo de R, la direccién y el sentido estdn dados por el vector representativo e en el poligono

de fuerzas.

El poligono funicular nos permite determinar un punto de la recta de accion de la resultante de un sistema
de fuerzas no concurrentes.

Resultados obtenidos en forma grifica

o =290° e
A
1em e
R: SN { BB

Método analitico
Podemos determinar la resultante de un sistema de fuerzas no concurrentes, en forma analitica, me-
diante tres grupos de sistemas de ecuaciones.

~

1. La resultante de un sistema de fuerzas no concurrentes
queda definida mediante dos ecuaciones de proyeccion
sobre dos ejes y una ecuacion de momentos respecto de

n
un punto cualguiera del plano. =
? 9 ? Ry=Y Proy,F =R, =Y F; sena

i=1 =

n
Rx=ZProny_):Rx=ZE~cos o;

i=1

n
My=Y M

\ i=1

Ll

2. La resultante de un sistema de fuerzas no concurrentes . B
queda definida mediante dos ecuaciones de momentos | Mk =D M;
respecto a dos puntos cualesquiera del plano y una ol
ecuacion de proyeccion sobre un eje. Este eje no puede b - iM b
ser perpendicular a la recta determinada por los pun- R~ <

tos con respecto a los cuales se toman momentos. .

n 7

Rx=z Proy . F; = Rx=ZE cos o;

i=1

i=1

| J

3. La resultante de un sistema de fuerzas no concurrentes n
) . . a _ a

queda definida mediante tres ecuaciones de momento M = ZM i
respecto a tres puntos cualesquiera, siempre que dichos =l

untos no pertenezcan a unda misma rectd. &
? ? M =3 umt
7

=1

n
c _ c
My =2.M;

<




Resolvemos los siguientes ejercicios

Ejercicio N° 2.1 -
Hallar la resultante del siguiente sistema de fuerzas. Uti- y )
lizar el método analitico.
x dg Datos
e )
?@-— E=1N  &,=2500 3 7w
e 0 /?'/ R X
ek E=05N  &,=255° 7 B b
E=2N 05 =290°
RSN ol =315°
\

Figura 2.31

Desarrollo
Aplicamos el primer grupo de los sistemas de ecuaciones.

n
R":ZFi cos O
=]

4
Ry = ZFism o
=1

n
= 0 0
MG =" M;
= .
Imagen 2.8. Escuelita rural, 1956. Antonio Berni.
Pigmento al agua y albiimina sobre tela, 183 x 305
L& e R, =F cos 0y + F, cos 0Ly + F; cos OL 3+ Fj cos OL4 crr%. Colecciéng;ar}t’icular

Ry =Fysen O + Fy sen 0.y + Fs sen 03 + Fy sen 04

M7 =Fysencuyxdy+ Fy senOuy xdy+ Fy sen oy xds+ Fysencly xdy

R, =1N cos 250° + 0,5 N cos 255° + 2N cos 290° +1,5 N cos 315°
Ry =1Nsen 250° + 0,5 Nsen 255° + 2N sen 290° +1,5 Nsen 315°
Mg =1Nsen 70°x3cm + 0,5 Nsen 75° x 7cm + 2 N sen 70° x 10 cm + 1,5 N ser 45° x 13 cm

R, =—0,34 N+ (-0,13) N + 0,68 N +1,06 N = R, =1,27 N
Ry =—0,94N + (-0,49) N —1,88N + (-1,00) N = R, =-4,37N
Mlg =+42,82 Ncm + 3,38 N cm +18,8 N cm + 13,79 N cm

M }g =38,79 N cm (con este valor se halla la distancia desde R a o)

R=JRZ+ R’
R=+/0.27N) + (- 4,37 N)?
R=A161+19,1N

R=4/20,71 N
R=4,55N (médulo de R)

, Ry
b %

85 [



'r'ctg&
X
S 74\
- 127N

: o r = —73,80° (Valor dado por la calculadora)

Como Ry es negativa y Ry positiva,

el dngulo o € al 4° cuadrante

Imagen 2.9. Juanito Laguna aprende a leer,

O, =360° -73,80° 1961, Antonio Berni, éleo y materiales va-
- R rios sobre arpillera, 210 x 300 cm. Colec-
o, =286,20 cién Museo Nacional de Bellas Artes

~ Si comparamos los resultados obtenidos en forma grifica (Figura 2.32) y en forma analitica, obser-
7’ . . . . =4 ’ ~
vamos que pricticamente son iguales, tanto la intensidad de R, como el valor del dngulo 0.

Respuesta

1IN

T :

Esc. fuerzas =

Poligono de fuerzas

Poligono funicular




-
o

, e
ado el siguiente sistema de fuerzas no concurrentes Escf:%
. s \J >
(Figura 2.33), hallar su resultante en forma analitica. W e Lom
:; Bl = 0,25 cm
DATOS . 5
8
A =
F=2N  0,=30° d=4cm B
A | 5
F,= 4N a, = 90° d, =2cm § 4
ids 3
A ;
F,=6N o, =180° d;=06cm f
8 »7: 6 5 -4 3 2 - ;‘
Desarrollo o
Aplicamos el segundo grupo de los sistemas de ecuaciones. H

7
M10?= ZMZ? :>M10€=—}f.sen0(l.4cm—Fa.66m h

2 Figura 2.33 ’o_
Ime = Mm% = % - F 2em-F, -E 8 = '
ol = ; > Mp= 1.sen oy .7 em + F.cos 0.2 cm —F sen o, 3cem —F 8com
Sl
n n
|Re = X Proye F;= Re = Y Fj.cos 0, = R =F.cos o +F .cos 0 +F .cos 03
' =1 = H
i, 87
0 _ _ 9 = o=
MR =—-2 N.sen 30°4cm —6 N.6om j |
Mlg =—4 Nem —36 Nem =
Mz =—40 Nem (1) [ |
|
: M]? =-2 N.sen30°.7 cm —4 N.sen 90°.3cm —6 N.8cm + 2 N.cos 30°.2 cm
i MI? =—7 Nem—12 Ncm—48 N cm+3,48 N cm - % o
I ._t;-,‘.. = Ty ! ._.-;‘_I‘
ﬁ ME =—6352 Nem (2) g _JL'J;

R, =2 N cos 30° + 4 N cos 90° + 6 N cos 180° ) -
R =1,74AN+0+(-6) N {
R, =-426 N (3)

sy

Consideramos una recta perpendicular al eje x por el punto 2y por el punto o.
Suponemos aplicada la resultante en un punto de su recta de accién ubicado sobre la perpendicular

§

al ¢je x trazada por el punto o. o |
Calculamos M ?g

o
|

M j’e = Rx.alz' 1y = d Iy =Tz , siendo d 5 la distancia de la componente R, al punto o

|2,



Capitulo 2 | Sistema de fuerzas coplanares

La Estatica en la vida cotidiana

88

40 Ncom

Iy 426N
dl_y =94 cm

Suponemos aplicada la resultante en un punto de su recta de accién ubicado sobre la perpendicular
al eje x trazada por el punto a.

a
Calculamos M ?

i
R
Mflze =R, ‘”,Zy =d,, = T, siendo d,, la distancia de la componente R, al punto a
|2,
63,52 Nem
P 426N
dZy =14,91 cem

Sobre la perpendicular al eje x trazada por el punto o se lleva, en la escala correspondiente el valor de
dy, = 9,4 cm de modo que el signo del momento coincida con el de M 5.

En forma similar, se traza la perpendicular al eje x por el punto @y, sobre ella se considera el valor
de d,, = 14,91 cm, en la escala que corresponda, con la condicién que se mantenga el signo del
momento M% .

En ambos casos los momentos tienen signo negativo.

\J
N N [cm
. s 7 16 - 1N . lem
Determinacién del dngulo O . frofighll i lon
35em . 117 N
= — = >
goly - =0y = arcigl, s B
o
R 104 >
b, = 49,48° o k2
o
A > 7
Gy = 180° — 49,48° A ! 7
5 Poligono de fuerzas
Ay o 4
Op = 130,52 )
HE LR
. . . o P
Determinacién del médulo de R : Fy i N
-7-6-5-4-\3-2-1»101234/?7:387891Ucmx
e 2 ‘
IR 426 N “ g
cos Ol p :73‘]3‘:
|R 0,65
- ‘ R‘ = 655N Figura 2.34. Determinacion de la resultante del sistema

de fuerzas no concurrente. Método grdfico - numérico

Comparamos los resultados con el método grafico - numérico

Si comparamos los resultados obtenidos por el método analitico y el grifico observamos que la dife-

rencia es admisible.
Método analitico R=6,55N or =130,52°

Método grafico -numérico R =6,5N op = 132°



Resolvemos el siguiente problema

Problema N ¢ 2.9

(Una visita a una fibrica de plisticos

o il

[CEL 'R A
Enunciado B, e
Visitamos la fibrica de articulos de pldstico “Plastimar” que fabrica
entre otros productos, carritos para trasladar mercaderia del alma-
cén de comestible. Para saber la resistencia del carro se somete al
mismo a un sistema de fuerzas (Figura 2.35) con las siguientes ca-

racteristicas:

F=100N o =0°
F,=200N  a,=270°
E=150N  0=210°

F, =150 N a,= 180° Imagen 2.10. Juanito Laguna going
to the factory, 1977. Antonio Berni.

El encargado del sector desea averiguar el valor de la fuerza Materiales vivos, 180 x 120 em.

que provoca el mismo efecto que la totalidad del sistema. Golegelon Aghel Jezunt
Nosotros lo ayudamos (Figura 2.35). . N
B 89 [
Desarrollo E 5
El sistema es un sistema de fuerzas no concurrentes en el - fs
plano. Representamos dicho sistema en coordenadas carte- i | [ |
sianas ortogonales (x, y) (Figura 2.36 a). —F7—> } / 90 cm ||
\ [ I
\ e |
1. Calculo de la intensidad, sentido y direccién de R. ollen ] I 25 em
Aplicamos dos ecuaciones sobre x y sobre y . 040
\ 50cm  40cm 10cm )
R = z F, x cos o Figura 2.35
i=1
R, =100Nx cos 0°+ 200N x cos 270° +150 N x cos 210° +150/N x cos 180°
R =100N+0N+150Nx (-0,87) + 150 N'x (-1) ( )
o
R, =-180,5N B B
4 AY
Ry=zF;X-‘m(x; 34
i=1
R, =100Nxsen 0° + 200N x sen 270° + 150 N x sen 210° + 150 N x sen 180° |78
—_— N N
R, =0+ (-200N)+150Nx (-0,5)+0 g F F4 y
K ==N=7HNERD TS SR Y I
O
R =-275N L 4
2 2 E ,
R=y(1805) + (275 N B = 1ON g .
cm Cl -
R =4/32.580,25+75.625 \ y
R=329N Figura 2.36 a
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275N
~180,5N
Oy =56,72°

&R =tl7’£‘l’g

Dado que las componentes en x e y son negativas el real valor del 4ngulo es:

O g =180° +56,72°
Oy =236,72°

2. Determinacién de un punto por donde pasa la recta de accién de la resultante
Consideramos el momento del sistema de fuerzas y el de la resultante respecto del punto o.
0 _ 0 0 0 0
My = Mj + My, +Mp + M,
Rxd=HF.di+Fy.dy+ Fy,.ds + Fy, . dy+ Fy . dg

R},xdx=100N><506m+200 Nx50cm— 150 Nx‘wleOo x90 cm —150 N . 25 cem

><90€m+150N‘xm210°

R},x d,=5.000 Nem +10.000 Nem —11,745 Nem + 6.750 Nem —3.750 Nem
R xd,=6.255 Nem

_ 6.255 Nem
i 275N
dy=22,75cm
6.255 Nem

d=—""""" = /4=1901cm 0 :\ >
329N d

N

Respuesta

La intensidad de la resultante es R = 329 N.

La direccién y sentido estén dados por o = 236°,72.
Un punto perteneciente a la resultante es = (22,75 5 0).

Figura 2.36 b

2.4. Equilibrio de sistemas de fuerzas no concurrentes
Condiciones analiticas, necesarias y suficientes. Ecuaciones de equilibrio

Una camioneta de la fibrica Plastimar que transporta mercaderfa lleva en la carrocerfa posterior
cuatro cajones. El peso de la camioneta descargada es de P = 150 N y el de los cajones:

Cajon1 —P; =30N



Cajén 2 —P, =30 N
Cajon 3 —P; =50 N
Cajén 4 —P,=50N

1¢?

El suelo ejerce sobre las ruedas, tanto delanteras como traseras,
fuerzas externas reactivas. El sistema total, que estd constituido
por las fuerzas: peso de la camioneta y de los cajones (fuerzas
externas activas) y las externas reactivas en las ruedas conforman —
un sistema en equilibrio (Figura 2.37 b). e
En este caso resulta importante conocer la intensidad de las fuer-
zas reactivas, por ejemplo para saber si el pavimento resiste.

N
|P b

Para resolver este problema debemos conocer las condiciones 0 |
necesarias y suficientes para que un sistema de fuerzas no con- l
currentes en el plano esté en equilibrio. a Vp

Figura 2.37 b. Sistema de fuerzas no concurrentes

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de fuerzas no concurrentes esté en equilibrio,
es que la resultante del sistema sea nula.

En forma gréfica, esto significa que, tanto el poligono de fuerzas como el poligono funicular son 91
cerrados.
Expresada esta condicién mediante ecuaciones matemdticas, se presentan las siguientes posibilidades:
|
1. Primera posibilidad =
n Justificacién
Z Proy, F=0 1. De existir una resultante R, necesariamente su recta de accién debe ser
a / perpendicular al eje x, y perpendicular al ¢je y. Evidentemente no puede
ser la resultante perpendicular, simultdneamente, a dos rectas, entonces la
2 resultante es nula.
Z Proy =0 2. Para que se cumpla la condicién que establece que la proyeccién de las
i=1 fuerzas sobre dos ejes sea igual a cero, sélo puede darse si el sistema es un
par o bien se encuentra en equilibrio.
- i) 3. Por la tercera ecuacién, se descarta la posibilidad de que sea un par, ya
Z 7 ¥ que el momento de un par respecto de un punto cualquiera es constante y
i=1 no puede ser nulo.

Conclusion

La condicion analitica necesaria y suficiente que debe cumplir un sistema plano de fuerzas no concurrentes
para que esté en equilibrio es que la sumatoria de las proyecciones de las fuerzas sobre los ejes x e y (no coin-
cidentes ni paralelos) debe ser igual a cero y la sumatoria de los momentos de las fuerzas respecto de un
punto cualquiera también debe ser nula.
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2. Segunda posibilidad
También otra forma de expresar las condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio de fuerzas
no concurrentes es la siguiente:

Justificacién »

L) 1. Si existe una resultante R, el punto « debe pertenecer a la recta de accién
ZMi =0 de R, ya que el momento del sistema de fuerzas es igual al momento de su
i=1 resultante.

o Como Mp=R.dsi Mg=0= R=0,0biend=0,como R=0=d=0=at
Z Mb = a la recta de accién de R.

z

2. El sistema estd en equilibrio y no es un par de fuerzas, ya que el momento
de un par respecto de un punto cualquiera nunca es cero.
3. En forma similar sucede al tomar momento con respecto al punto .

Pz’y =0 o Si M® = 0 se debe cumplir que:

=1 a. la recta de accién de R pasa por 4,

n b. el sistema estd en equilibrio.
Z P, =0 4. De cumplirse en forma simultdnea las dos ecuaciones de momento igual a cero
i=1 Wil =

M! = 0 = que los puntos 2 y & deben pertenecer a la recta de accién deR,
o bien el sistema debe estar en equilibrio.

5. Considerando nula la proyeccién de las fuerzas del sistema sobre un eje, entonces la recta de accién
de la resultante es perpendicular al eje o bien el sistema estd en equilibrio.

6. Si se cumplen simultdneamente las tres condiciones, descartando que el eje sea perpenglicular ala
recta ab, de existir resultante los puntos @ y & deberdn pertenecer a la recta de accién de R (por lo in-
dicado en el item 4, y por lo establecido en 5). Dicha recta de accién deberd ser perpendicular al eje.

Esto no es posible, ya que una fuerza no puede tener mds que una sola recta de accidn.

Por lo tanto, el sistema estd en equilibrio.

Conclusion
Para que un sistema plano de fuerzas no concurrentes esté en equilibrio se deben cumplir las siguientes
ecuaciones:

1. la proyeccion del sistema de fuerzas sobre un eje igual a cero;

2. el momento del sistema de fuerzas respecto de un punto cualquiera, es igual a cero;

3. el momento del sistema de fuerzas respecto de un punto es igual a cero.

3. Tercera posibilidad

Para que un sistema plano de fuerzas no concurrentes esté en equilibrio se deben

% cumplir las siguientes ecuaciones: tres ecuaciones de momentos respecto de tres pun-
Z 12 10y, F=0 tos no alineados, cada una igual a cero.
i=]

" Justificacién
Z Proy F=0 Como hemos analizado en el caso anterior, si al tomar momentos del sistema
= de fuerzas con respecto a los puntos 2 y 4, la sumatoria de los momentos resultan

nulos en forma simultdnea, se puede dar que:
ZM g 1. el sistema se encuentre en equilibrio;

A~ 2. los puntos 2 y b pertenezcan a la recta de accién de la resultante, si ésta es 0.
i=1 Si en forma simultdnea se plantea una tercera ecuacién de momentos respecto




de un punto ¢ igual a cero, la nica posibilidad es que el sistema esté en equilibrio, ya que no puede
darse que los puntos 4, & y ¢ pertenezcan a la recta de accidn de la resultante.

Nota. Observamos que en los tres modos de definir un sistema de fuerzas no concurrentes en equilibrio,
siempre una de las ecuaciones es de momento.

Cuadro sintesis
Ecuaciones de equilibrio de un sistema de fuerzas no concurrentes

n
i z P, =0 Sumatoria de la proyecciones de las fuerzas sobre el ¢je x es igual a cero.
i=1
n
Z P, =0 Sumatoria de la proyecciones de las fuerzas sobre el ¢je y es igual a cero.
i=1
n
ZM {'=0 Sumatoria de los momentos de las fuerzas respecto de un punto es igual a cero.
Y i=1
[ —
. ZM =0 Sumatoria de los momentos de las fuerzas respecto de un punto es igual a cero.
i=1
n
ZM /=0 Sumatoria de los momentos de las fuerzas con respecto a un punto es igual a cero.
=1
7 n
ZP,.}, =0 obien z P, =0 Sumatoria de las proyecciones de las fuerzas con respecto
\_ i=l i=l a un ¢je es igual a cero.
pr
3.

n
z M =0 Sumatoria de los momentos con respecto a tres puntos no alineados es igual a cero.
i=l
n
> M =0
=
n
> M7 =0
f

2 @

... y ahora el lector puede resolver el problema que hemos planteado al comienzo del item 2.4.

jCuidado!
Debes agregar datos

93 [
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Aplicamos los casos anteriores al siguiente problema

Problema N° 2.10

'%En una aceria, se fijan griias a un muro...)
~
/.”\ \\

Enunciado

En una acerfa donde se fabrican perfiles de acero, en la
playa de acopio se tienen que instalar grias fijas para car-
gar los perfiles en los camiones de transporte.

La médxima carga que tendrd que levantar cada una
de las grias es P; = 380 kg, y el peso de las grias es
P =1.020 N.

La distancia méxima entre el centro de gravedad de la
griay la seccién de apoyo es de 3 m y la proyeccién ho-
rizontal de la grida es de 8 m.

Se desea sujetar la gria a la pared mediante una articu- [y
lacién y un balancin. Para dimensionar dichos vinculos
se hace necesario conocer las componentes de las fuerzas

Pl

Balandin

8m

reactivas en los apoyos (Figura 2.38 a). Coene

Desarrollo 2
Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 2.38 b). | {

En la articulacién las componentes de la reaccién son 0

'U\L_’_.

3m

Figura 2.38 b

R,y R,; yen el balancin R,

ya

5m

3m

Una articulacion restringe dos grados de libertad: la traslacion en la direccion del eje de la pieza y la tras-

lacion en la direccion perpendicular al eje.

Por este motivo las componentes de la reaccion tienen la direccion x e y
Un balancin restringe solamente un grado de libertad: en la direccion perpendicular al eje. Su reaccién

tiene direccion perpendicular al eje.

a. Cdlculo de las intensidades, direccién y sentido de los componentes de las reacciones.
Como el sistema estd en equilibrio se cumplen las condiciones de equilibrio.

DM =0=-Px8m~Px3m+R, x2m=0
Y Ml =0=-Px8m-P x3m—R, x2m=0
2P =0=>-A-P-R, =0

b.Célculo de P, en newton (N)
B =380 kg = P =3804g.10 sﬁl (consideramos g =10 SEZ)

m
P, =3.800/eg§—2 = P =3.800 N



c. Cdlculo de las componentes rectangulares de las reacciones
en los apoyos de la gria a la pared.
—3.800 Nx8 m—1.020 N><3m+Rxb x2m=0
R"b x2m = 30.400 Nm+3.060 Nm

33.460 Nip
Rxb =S ey
2
R, =16.730 N

~3.800 Nx8m—1.020 Nx3m—R, x2m =0
_ 33.460 N

Xﬂ P _27’1

R, =-16730N

R

£

—-3.800N-1.020 N-R, = 0
-R, = 3.800 N+1.020 N

Ya
R -4.820 N

Ya

Elsigno negativo significa que los sentidos de las componentes de R, y R, son

contrarios al adoptado: R, = R}’a .

1. Cilculo de la intensidad de la reaccién en a.

R, =R +RZ = R, =4/(6.730N)? + (4.820N)>

R, =4/279.893+23.232 = R, =551N

2. Cilculo de la direccién y sentido de la reaccién en a.

. 2 4.820
= =
R., OCr =4 B30

O =arc 0,29 = O =16,17°

D

R =arctg

Imagen 2.11. Las plumas. Construccién de
la Ciudad de las Ciencias y de las Artes.
Valencia - Espaia

(" N

Imagen 2.12

La Torre Eiffel - Paris (1889).
Alejandro Gustavo Eiffel. Una emble-
matica estructura de acero, exponente
del Art Nouveau

Respuesta
Las componentes de las reacciones en @ y en & son: SN T T
Imagen 2.13. Metro de Paris,
R’(a =16.730 N R"l; =16.730 N R, = 4.820 N Héctor Guinard, (i
a | £ the

La fuerza reactivaen 2z es: R, =551 Ny OALR =16,17°

Para pensar y resolver)

Proponemos los siguientes ejercicios y problemas para pensar y
los conocimientos dados en el presente capitulo.

Intente resolver cada uno, sin mirar su desarrollo y su resultado.

Al final del libro, encontraremos el desarrollo y la solucién a cada actividad planteada.

resolver aplicando todos

95 [
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I.- Resultante de un sistema de fuerzas no concurrentes

Ejercicio N° 2.3

Hallar la resultante del sistema de fuerzas no concurrentes
(Figura 2.39) mediante el método analitico y verificar con
el método gréfico.

Datos

P,=4N a,=90° d;=2cm
P,=5N o,=180° dy;=2cm
P;=6N o03=270° ds=1cm
Ejercicio N° 2.4

Hallar la resultante del sistema de fuerzas no concurrentes
(Figura 2.40) mediante el método analitico y verificar con
el método grifico.

Datos

T,=6N o,=0° d;=3cm
T,=3N o,=270° dy,=5cm
T;=2N  oy= 45° d;=0cm

Ejercicio N° 2.5.

Hallar la resultante del sistema de fuerzas no concurrentes
(Figura 2.41) mediante el método analitico y verificar con el
método grifico.

Datos

$;=2N  o;=30° d;=2cm d}=1cm
$,=4N  0,=150° d,=5cm d,=3cm
S;=6N  0,=180° dy=0cm

I.- Equilibrio de un sistema de fuerzas no concurrentes

Problema N° 2.11
Reacciones en los apoyos de una viga de acero

Py
([2 d 1 FW)
X
/
Figura 2.39
~
L
(11
N X
d ) TZ
/
Figura 2.40
~N
$
dy
X
/

Figura 2.41

Enunciado

Un perfil de acero que apoya sobre dos columnas recibe cargas de otra viga (P,) y de una columna P,
(Figura 2.42):

P,=60kN P,=75kN



En los apoyos las reacciones son:

VoV, L -0

Se desprecia el peso propio del perfil. El sistema de todas las fuerzas
estd en equilibrio.

Hallar las fuerzas reactivas V,,, V.

Problema N° 2.12 15m 2m Tm

’ 5 s/
Reacciones en los apoyos de una viga de madera

Figura 2.42
( )

Enunciado

Una viga de madera apoya sobre dos muros de mamposteria. Recibe
una carga inclinada proveniente de una viga y otra carga con direccién
perpendicular al eje que corresponde a la reaccién de otra viga (Figura
2.43).

P,-50kN P,-40kN o= 30°

Hallar las reacciones en los apoyos 7y u

. = oy
Figura 2.43 . -

Problema N° 2.13 ( R 1
s Qué longitud tiene una viga de un balcén? P 21

Enunciado Jo
Una viga de un balcén tiene el esquema de carga que se muestra en la -
figura 2.44. e —~
P = 500N V., = 197,50N ' f
P, = 140N Vo = 442,50 N

4m 4m X

sCudl debe ser la luz de la viga del balcén para que el sistema de fuerzas Figura 2.44
esté en equilibrio?

-
Figura 2.45

Problema N° 2.14
Una mina a cielo abierto...

Enunciado

Un carro que transporta mineral de una mina a cielo abierto
se encuentra en reposo sobre unas vias que estdn en pen-
diente.

El peso del carro y el de la carga que transporta es P. = 20 k N.
Para mantenerlo en la posicién de reposo el carro estd sujeto
mediante un cable que ejerce una fuerza 7'.

El dngulo de inclinacién de las vias es o = 30° (Figura 2.45). &
;Cudl es la fuerza 7" en el cable?, y ;cudles son las fuerzas re-
activas \75 y \7T?

Nota. Consideramos al sistema de fuerzas como coplanares; el
centro de gravedad coincide con la recta de accion de T
y despreciamos la fuerza de friccion entre las ruedas y el
plano inclinado.



Problema N° 2.15
Se instala la marquesina de un edificio piiblico

N
T 2m .
Enunciado

La marquesina que cubre la entrada de un edificio pt-

blico estd sostenida por un cable empotrado en un

l ?l ?l muro de hormigén armado. Se quiere colgar de la mar-
g quesina varios artefactos luminicos.

m im Im 1m El peso de la marquesina es P = 75 k N.

Cada uno de los artefactos luminicos pesa:

P,=150N P,=150N P;=150N

Imagen 2.15. Marquesina en la". :
Pmril Ao emmdﬂq del INET® < La fuerza realizada por el cable es

- (Ciudad Auténoma de Bs. As.) Figura 2.46 T=120kN (Figura 2.46).
) ] Hallar las fuerzas reactivas en el empotramiento de la
marquesina en el muro.

J

II1.- Problemas que integran el capitulo 1y el 2

En los problemas que a continuacién se plantean usamos nuestra imaginacién al considerar, como
escenarios vivientes, aquellos que algunos pintores expresaron en sus obras.
Los personajes salen de los cuadros y se transforman en protagonistas de una situacién que bien puede
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S
= Las pinturas que son objeto de nuestra imaginacién son:
oo 1.“La habitacién de Vincent en Arlés” por Van Gogh, (1889); 56,5 x 74 cm, obra expuesta en el
= Museo de Orsay, Parfs.
\:x 2.“Nifos jugando”; timpano cerdmico de 11,10 x 3,90 m. Boceto: Primaldo Ménaco, 1959, ubicado
§E en la estacién Boedo de la linea E de Subterrdneos. Buenos Aires.
. 3. “El café de noche” por Vincent van Gogh (1888); 72,4 x 92,4 cm, obra expuesta en la Art Gallery,
8 Yale University.
o 4.“El puente de Langlois” por Van Gogh (1888), 54 x 65 m, obra expuesta en el Museo Kroller
:"‘5;\ Miiller Otterlo.
—
T
e \:_. Y Nos imaginamos situaciones reales que constituyen problemas que podemos solucionar desde la dptica
- --._"-?{ de la fisica y, especificamente, desde la estdtica. Como en el capitulo anterior, el desarrollo de cada

problema estd al final del libro.

_ Problema N° 2.16
“La habitacion de Vincent en Arlés”

| Enunciado

| En la pintura muy conocida de Van Gogh denominada
La habitacion de Vincent en Arlés se observa una serie de
| cuadros colgados sobre las paredes de su habitacién. Se su-
| pone que también son obras suyas.

- | Detrds de su cama se ve un cuadro que estd sostenido en
X la pared por medio de dos cuerdas que cuelgan de un

Jegec2 clavo, tal como se muestra en la figura y en la foto.

‘ La habitacion de Vincent van Gogh,




Suponemos que el cuadro tiene una masa de 10 kg y que los dngulos
que forman las cuerdas con la horizontal son:

o = 135° o, = 45° (Figura 2.47)

;Cudles son las fuerzas en cada una de las cuerdas?

Problema N° 2.17
“Nirios jugando”

Figura 247 )

Enunciado
En la linea E de la estacién Boedo (Ciudad Auténoma de
Buenos Aires) en el extremo del andén oeste se puede ob-
servar un mural cerdmico de 11,10 m por 3,90 m, boceto
de Primaldo Ménaco (1959) y realizado por Cerdmica Vi-
llamayor. j
El boceto representa, en un clima agradable, el candor de los §
nifios jugando, entre los que se encuentra un joven subido a =
una escalera de dos hojas, al parecer arrancando frutas. .
Si la masa de una de las hojas de la escalera es m, = 16 kg y la
masa del chico: m, = 40 kg, ;cudl es la fuerza de friccidn entre
la escalera y el suelo?
fmagen 2.18

*Q'Wi@‘jug@ﬁilo ”; mural de Primaldo Ménaco
Problema N° 2.18 ;
“El café de noche”

Enunciado

El café de noche (1888), de Vincent van Gogh, es un 6leo sobre
lienzo de 72,4 x 92,4 cm que estd ubicado en la Art Gallery,
Yale University.

En el escenario hay algunos parroquianos sentados que con-
versan animadamente; uno de ellos estd frente a una mesa de
billar.

Pensemos por un momento en el juego que se pudo dar en esa
escena.

=
El jugador le aplica una fuerza F a la bola con el taco, y : ."‘g~19

3 = magen 2.
luego, en una segunda jugada una fuerza F,,y en una tercera [ f,%:e L A e Ve e

- -
una fuerza F, y seguidamente en la cuarta jugada una fuerza F

(Figura 2.48).

Supongamos que: -~ = &

F=1N o, = 45° >
F,=4N (e, 205

Si el jugador hubiese tirado de un solo tiro, scudl serfa el valor |-

4 ?
de y del angulo cis Figura 2.48. Grdfico del recorrido de la bola
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Problema N° 2.19

“El puente de Langlois”

Alrededor de las seis de aquella tarde, mi madre y yo estabamos lavando a la
orilla del rio, cerca de una barca medio hundida. E[J;ielo estaba tan sereno que
parecia nata celeste, el arroyo estaba calmo y azul; y de pronto escucho gritar:
jAtencion, estrella de oro, que silbaré!

Miré el puente levadizo, y justo en el medio, alli donde el puente se abre cuando
pasan los botes, vi una calesa, y a aquel guapo muchacho z£nﬂo. Le dije a mamd
con toda desenvoltura:

La ropa lavada llévala til a casa. Yo me voy a la ciudad en coche con aquel mu- !
chacho. Es el sobrino de mi madrina. BTy M S

Ve, ve. Pero, no regreses tarde. S I T s TR )
Mientras subia al puente me sequé las manos. Un momento después estaba en el Tmagen 2.20. El puente de Langlois,
coche junto al muchacho, sacudié las riendas del caballo y nos dirigimos a la ~ éleo de Vincent van Gogh
cindad.

Fragmento de “La noche estrellada — van Gogh” por Pinin Carpi. Coleccidn El arte para los nifios.

El puente levadizo al que hace referencia la escritora es el puente de Langlois que, en el ano 1888
pinté Van Gogh.

El puente apoya en dos muros, y se levanta desde el centro hacia ambas orillas para dar paso a las em-
barcaciones mediante cables que pasan por roldanas. El tablero del puente es de madera.

Por lo que se ve en la pintura de Van Gogh se puede dar una aproximacién de su longitud. Nosotros
consideramos que 1 = 15 m.

Si el peso propio del puente fuera P = 600 kN vy, la sobrecarga debido al paso de los vehiculos y per-
sonas, P; = 450 kN, ;cudles serdn las reacciones de cada uno de los muros sobre el puente?

Epilogo

A través de la resolucién de problemas y de ejercicios, hemos aplicado el procedimiento grafico que
nos permite hallar la resultante de un sistema plano de fuerzas concurrentes en un punto, mediante
la aplicacién de la regla del paralelogramo y/o del denominado poligono de fuerzas y, en forma ana-
litica a través del planteo y resolucién de sistemas de ecuaciones.

Asimismo, hemos desarrollado, en forma analitica, mediante el planteo y la resolucién de propuestas
concretas (resolucién de problemas), el tema del equilibrio de un sistema de fuerzas concurrentes y
no concurrentes.

Esta temdtica cobra fuerza, ya que, como pudimos observar en los problemas planteados, el equilibrio de
las fuerzas lo encontramos permanentemente en nuestra vida cotidiana, de manera especial en problemdticas
relacionadas con el equilibrio de los elementos estructurales de la estructura de un edificio, tal como es el
caso de las vigas.

Hemos transitado ya por diferentes temdticas de la estdtica y de este
modo nos estamos acercando a encontrar la respuesta a nuestra in-
quietud acerca de qué y del para qué se usa la estdtica. En tal sentido,
en este capitulo hemos incorporado un concepto importantisimo que
forma parte de la vida de los seres humanos: el concepto de equilibrio.
Como ya hemos detectado a través de la lectura de estos dos capitulos, continuamos
ampliando y profundizando el concepto de fuerza, que constituye el corazén de la es-
tatica.
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LAS SECCIONES
DE LOS CUERPOS RIGIDOS:
PROPIEDADES

Prefacio

En el presente capitulo desarrollamos conceptos que estdn interrelacionados y que son importantes a
la hora de tener que hallar la resistencia de los cuerpos frente a determinados tipos de esfuerzos, a los
cuales dichos cuerpos estdn sometidos.

Esos conceptos son los siguientes: centros de gravedad; momentos de primer orden; momentos de
segundo orden o momentos de inercia; médulos resistentes y radios de giro, todos ellos referidos a
las superficies planas.

Como en todos los capitulos de este libro, el desarrollo conceptual se acompafia con un desarrollo
matemdtico y con aplicaciones a situaciones reales.

Es posible que el lector no encuentre aplicaciones o desarrollos derivados del concepto central de la
estdtica, el concepto de fuerza y su equilibrio. Pero si bien no estdn dados en forma explicita, la de-
terminacién de las magnitudes anteriormente mencionadas son fundamentales para el dimensiona-
miento o verificacién de elementos estructurales sometidos a diferentes tipos de esfuerzos, temdtica
ésta que no serd tratada en este libro, y que forma parte de la resistencia de materiales, disciplina in-
timamente vinculada a la estdtica.

Los invito a recorrer

Jjuntos este capitulo.
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3.1.- Centro de gravedad de un cuerpo bidimensional

Vamos a la playa, a un lugar donde casi no hay gem‘a Nuestro entretenimiento preferido es el de remontar ba-
rriletes. Ayer fue un dfa de mucho viento. Nuestro ba-
rrilete quedé destrozado. Gran fastidio nos provocd, pero hoy ya estamos decididos a construir uno
nuevo y distinto.

Pensamos en la forma. Tenemos dudas, puede ser romboidal, trapezoidal, circular, cuadrangular,... o
bien sin una forma definida.

Segiin la Fundacion Drachen, ubicada en Seattle, EE. UU., “Un barrilete es una aeronave mds pesada
que el aire que depende del viento para superar la gravedad y poder volar. Todos los barriletes cuentan
con una o mds superficies sobre las que actiia el viento, una brida para sujetar el barrilete a un buen dn-
gulo con respecto del viento, una linea de vuelo para controlar que al barrilete no se lo lleve el viento”.

iCudntos conceptos de la fisica leemos en esta definicién! Un simple y antiguo pasatiempo, como es
construir y remontar un barrilete, nos hace pensar en cuestiones tales como: relacién entre los pesos:
peso del barrilete vs. peso del aire; gravedad, estabilidad, fuerzas de ascenso vs. fuerza de gravedad;
fuerza de arrastre vs. tensién de la linea,...

Decidimos que nuestro nuevo barrilete tenga la forma de romboide, es una forma simple y rdpida
de hacer.
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Los materiales que usamos:

1. dos varillas de palo blanco de seccidn circular. Podemos usar cana tacuara o cualquier otra madera
porosa, liviana y resistente de 6 mm de seccidn,

. hilo de algodén en bobinas o hilo choricero. Este hilo es un hilo de algodén mds resistente que el
comun,

. papel afiche o papel para envolver regalos o el denominado papel barrilete,

. goma de pegar,

. cinta adhesiva,

. tela usada.

[\
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Procedimiento

Nuestro barrilete tendrd forma romboidal. Para dar esa forma debemos definir las dimensiones de

sus diagonales. Si bien no son iguales guardan entre si una proporcién.

Nosotros decidimos que el largo del barrilete sea 4 = 85 cm (longitud

de una diagonal), y el ancho (2 longitud de la otra diagonal) sea tal que : :

cumpla con la siguiente proporcién: a = 4.0,90. Por lo tanto, la otra

diagonal tiene por longitud 2= 85 cm.0,90 = 2 = 76,5 cm. Adoptamos h

a =75 cm (Figura 3.1).

1. Cortamos las varillas de acuerdo a las longitudes definidas. Con ambas
varillas formamos una cruz. El punto en el cual se cruzan lo ubicamos
segtin la siguiente relacién:

a.- en la varilla de 85 cm de largo, el punto de cruce estd del extremo su-

perior, a una distancia: Figura 3.1
x= 85 cm . 0,25
x= 21,25 cm




b.- en la varilla horizontal (75 cm de ancho), el punto de cruce estd en la
interseccién con la otra diagonal, es decir en la mitad.
y=0,5.75cm
y = 37,5 cm

2. Atamos las dos varillas por el punto de cruce, cuidando que los dngulos
que forman las mismas sean rectos (Figura 3.2).

3. Unimos con hilo los cuatro vértices. Este hilo sirve para dar rigidez a
la construccién y para ajustar los dngulos centrales, tratando de que
sean aproximadamente de 90°. Caso contrario, obtendremos una su-
perficie asimétrica respecto de la varilla vertical que no permitird la dis-
tribucién adecuada de la carga que ejerce el viento sobre el barrilete,
por lo cual, éste no tendrd un vuelo adecuado.

4. Construido el armazén, colocamos el papel elegido sobre la mesa de
trabajo y, sobre él, ubicamos el bastidor del barrilete. Fijamos éste al
papel mediante cinta adhesiva en los puntos extremos. Siguiendo la
linea del hilo del armazdn, con un borde de aproximadamente 1 cm,
cortamos el papel. En los vértices eliminamos los dngulos rectos del
papel. Doblamos el papel por los hilos perimetrales, pegando el papel
al marco (Figura 3.3).

. Cortamos flecos que pegamos en todo el perimetro.

. Cortamos un hilo de aproximadamente 80 cm de longitud.

7. Marcamos la mitad del segmento superior de la diagonal vertical:
0,5 x 21,25 cm = 10,625 cm del extremo superior, y la mitad del seg-
mento inferior: 0,5 x 63,75 cm = 31,875 cm (Figura 3.4).

8. Perforamos el papel, pasamos el hilo y atamos fuertemente el hilo a la
varilla en ambos puntos.

9. Levantamos el hilo y con nuestra imaginacién formamos un tridngulo
recténgulo: la hipotenusa y un cateto son lados formados por el hilo, y
el otro cateto es parte de la varilla. Formado este tridngulo hacemos un
nudo que permita, a su vez, hacer un lazo donde se atard la linea que
sirve para remontar el barrilete (Figura 3.5).

10. El equilibrio del barrilete lo conseguimos con la cola, que la armamos
con tiras de tela usada de un ancho aproximado de 3,5 cm. La longitud
de la cola estd en relacién directa con la velocidad del viento. A mayor
velocidad, mayor longitud. ;Cémo sabemos el largo de la cola? Proba-
mos con un determinado largo, si cuando lo remontamos el barrilete
comienza a dar circulos, significa que debemos agregar cola, hasta que
el vuelo sea estable. La cola la atamos en el vértice inferior de la diagonal
vertical del barrilete.

11. Verificamos el tiro del barrilete (tridngulo rectdngulo) (Figura 3.6).

(K ... abora,... a remontar. ’n‘a

A ¥4

PR A

[©X V)]

angulos
rectos

Figura 3.2

Figura 3.3

21,25cm

110,625cm

31,875cm

63,75¢cm

Figura 3.4

Figura 3.5

Figura 3.6
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Volvemos a la playa. Es una zona abierta, sin drboles, sin
cables de teléfono, sin cables de TV, ni de electricidad,
con edificios altos alejados; un lugar ideal, cuando no
hay gente, y propicio para que nuestro barrilete en su
vuelo no encuentre obstdculos que puedan ser peligrosos
(Figura 3.7).

Gastén, nuestro amigo nos ayuda. Yo (Coni) sostengo el
barrilete con la superficie visible enfrentada a la direccidon
del viento. Me alejo, aproximadamente 15 metros, una
buena distancia para comenzar a remontarlo.

15m

Figura 3.7. En la playa remontando un barrilete
Y, mientras disfrutamos de su majestuoso vuelo, pensamos... y, ;por qué vuela?

En una forma simplificada lo explicamos.

Un barrilete vuela porque en su ascenso empuja el aire hacia abajo y hacia afuera, como lo hace
un bote con el agua que empuja para avanzar. El aire pasa por la parte superior y se desliza hacia
abajo. El barrilete recibe el empuje del aire. El viento al incidir sobre el barrilete hace que apa-
rezca una componente perpendicular a la direccién del viento, es la denominada fuerza de sus-
tentacién. Debido a que el aire no es un fluido ideal, el efecto de la viscosidad provoca otra
fuerza en la direccién del viento. Es una componente de resistencia. Ambas fuerzas, la de sus-
tentacién y la de resistencia, denominadas aerodini-

micas, estdn aplicadas en el denominado centro de | Viento Sustentacion
resién (Figura 3.8). N
P g —_— Arrastre
—_— —
La fuerza de sustentacién es la que tiende a elevar al ba- | ————> —_

rrilete, mientras que la de resistencia tiende a arrastrarlo.
Otras fuerzas son: el peso propio del barrilete y el peso
del hilo. El primero estd aplicado en su centro de grave-
dad y el peso del hilo (peso propio mds su rozamiento
con el viento) en el punto de unién de la brida con el
hilo.

Las fuerzas de gravedad son las que se oponen al vuelo,
por eso debemos utilizar materiales livianos en la cons-
truccion. Figura 3.8
Para que el barrilete vuele la fuerza de sustentacién debe vencer a las fuer-
zas gravitacionales. La fuerza de sustentacién puede ser superior a la gra-
vitacional, por ello aparece otra fuerza que compensa esta diferencia; es
la fuerza de tensién del hilo. La fuerza de tensién estd aplicada en el
punto de interseccién de la brida con el hilo y es tangente, en ese punto,
ala direccién que toma el hilo durante el vuelo. La componente vertical
equilibra el exceso de la fuerza de sustentacién y la componente hori-
zontal anula la resistencia del aire (Figura 3.8).

Resulta importante que durante el vuelo todas las fuerzas estén en
equilibrio estable.

La cola es el elemento que permite lograr la estabilidad deseada y
mantener al barrilete apuntando al viento (Figura 3.9).

e, Vela

Linea
de vuelo

...0tr0 de nuestros pasatiempos )

Figura 3.9



Cerca de nuestra casa de veraneo existe un club de acromodelismo. Es otro de nuestros pasatiempos,
pero sélo nos gusta mirar las diferentes competencias.

( Y, ... alld vamos con Gaston.

En la entrada del Club se encuentra una placa con el siguiente texto:

“Un aeromodelo es un aparato mds pesado que el aire, de dimensiones limitadas,
con 0 sin motor, en tamano reducido incapaz de llevar a un ser humano’.
Aeromodelismo es la disciplina que, basada en la utilizacion de técnicas
diversas, se ocupa del diserio, construccion y vuelo de aeromodelos’.

(Definiciones de la Federacion Aerondutica Internacional).
En la pista podemos ver una gran cantidad de modelos preparados
para volar, y en las conversaciones de los acromodelistas oimos ex-

pl'CSiOl’lCS como éstas:

sdénde estd el centro de gravedad?, ;va adelantado o retrasado?

Juanito Laguna y la aeronave, 1978.
Materiales varios sobre madera,
las caracteristicas del vuelo. 210 x 160 cm, Antonio Berni

La posicién del centro de gravedad es importante, ya que condiciona

En forma similar a lo que sucede con el barrilete, cuando vuela un aeromodelo las fuerzas que actian
son las siguientes:

1. la sustentacidn, es la fuerza que impulsa al aeromodelo hacia arriba;

2. la fuerza de la gravedad, que se opone a la anterior y que debe vencer el aeromodelo;

3. la traccién, que estd dada por el impulso de un motor o bien por la velocidad del modelo en el
aire, fuerza que tiende a hacerlo avanzar y;

4. la resistencia al avance que estd dada por el volumen del acromodelo y tiende a frenarlo.

Tal vez una de las cuestiones mds dlgidas, al momento de la construccién de un aeromodelo, para que
el vuelo sea estable, es la ubicacién de su centro de gravedad. Este proceso se denomina balanceo.

Observamos en la pista cdmo los pilotos realizan la operacién de balanceo. Las formas son las siguientes:

1. se sostiene al modelo por los extremos del ala, por la parte inferior (intradds) buscando un equilibrio
estable, sin que el modelo se incline hacia la trompa, ni hacia la cola. De ser necesario se coloca
peso (plomo) en la trompa o en la cola hasta que el punto de sostén coincida con el centro de gra-
vedad marcado en el plano. Este proceso se denomina balanceo estatico;

2. se prueba la estabilidad estando el modelo en vuelo. Este balanceo se llama dindmico.

En los planos, el centro de gravedad se indica con los simbolos que se muestran en la figura 3.10.

sCémo calcula un disefiador de aeromodelos el centro de gravedad? ! AN @

El centro de gravedad se encuentra en el ala y depende de la forma de la misma,

mds precisamente de su perfil, que recibe el nombre de perfil alar. Figura 3.10

i ! Fuente: Federacién Aerondutica Internacional.
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En la figura 3.11 podemos observar la posicién del centro de gravedad segin el tipo de perfil del ala.

Posicidn del centro de gravedad

El ala puede ser rectangular, trapezoidal, en flecha, en doble trapecio, etc.

Un caso sencillo es el caso de un ala trapezoidal.

... Autoestable 20-25%

<N Biconvexo Simétrico 25-28%

Biconvexo Asimétrico 27-30%

‘ Plano-Convexo 30-33%
PTT—— Cdncavo-Convexo 33-35%

Figura 3.11

Para determinar, en este caso, el centro de gravedad realizamos el siguiente procedimiento:

1. dibujamos a escala la planta del ala (planta alar). Trazamos

un segmento con extremos en los puntos medios de las
bases del trapecio (7). Continuamos el trazado segin lo
indicado en la figura 3.12;

. trazamos la recta que pasa por los extremos de las prolonga-

ciones. Obtenemos el punto de interseccién de ésta con el
segmento 77. Por dicho punto y en forma perpendicular a
mn se traza el segmento /i, que recibe el nombre de cuerda
media;

. sobre la cuerda media se determina el 30 % de la misma y por

allf trazamos una perpendicular al eje longitudinal del modelo,

encontrando asf la posicién exacta de su centro de gravedad.

A través de nuestros dos pasa-
tiempos concluimos que resul-
ta valioso conocer la ubicacién
del centro de gravedad, ya sea
del barrilete como del aeromo-
delo, sabiendo que dicho pun-
to es aquél donde se concentra
el peso de cada cuerpo y por lo
tanto, por donde pasa la recta
de accién de la fuerza de grave-
dad, fuerza que debe vencer,
tanto el barrilete como el aero-
modelo.

Imagen 3.2. Sin titulo, 1981, acrilico sobre
tela, 160,2 x 200 cm, Antonio Berni

Ala trapezoidal

Semi

ala derecha

30% de 7 b —
p_| O] Ha
n
Tab d
be=cd
€
Figura 3.12

Ala en flecha

Semiala derecha

Figura 3.13

En el cuadro que se muestra en la figura 3.14 podemos observar la ubicacién de los centros de gra-

vedad de figuras simples:



FORMA X y AREA
h
‘ . h bh
Area triangular IV | T -
bl
2 2
Un cuarto de Ar Ar ar?
area circular I 3 7
4 2
Area semicircular 0 Ar nr
3n 2
Cuarto de Aa 4b nab
area eliptica 3n 3n 4
i ialinti 4b nab
Area semieliptica 0 ﬁ i
i R a \ 3a 3h 2ah
Area semiparabdlica _ T 5
Co--fom- I 77777777777 c [h
y
Area parabélica 0 ‘ 0 0 3h 4ah
p N P a 5 3
a
y=kx?
Extradds parabdlico B h 3a 3h ah
¢ i 4 10 3
o )
=
a
Extradds de y=Fkx" n+1 n+1 ah
forma general \C h n+Z" 4n+ 2 h n+ 1
0 ]
X
Sector circular Zrseno. 0 ar
3a

Figura 3.14. Centros de gravedad de figuras simples

En todas estas figuras es ficil determinar su centro de gravedad. Pero si se presenta la necesidad de
hallar el centro de gravedad de cualquier tipo de figura,

sc6mo se determina la posicién del mismo?

Para dar respuesta a esta pregunta, realizamos un procedimiento matemadtico.
Referimos la figura a un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales (Figura 3.15). Dividimos a
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la figura en 7 elementos pequenos. Las coordenadas de cada uno de esos elementos son
(x1,71)5(X2,¥2)>(X3,¥3) 5. (Xp>¥)> ¥ las fuerzas que la Tierra ejerce sobre los elementos de la figura los
denominamos AP;; AP,; APs;............ AP

Sabemos que todas estas fuerzas tienen una direccién y
sentido hacia el centro terrestre, pero a los efectos de
este razonamiento, utilizamos un artificio y las podemos
considerar paralelas, cuya resultante tiene la misma di-
reccién y con médulo P:

P =) AP, =P=AP;+AP,+AP+........... +ADR,

n=l

Por otra parte, el punto G (centro de gravedad) en el plano
queda determinado por sus dos coordenadas: (xg , yc)- Figura 3.15
Para hallar dichas coordenadas tomamos momentos de P respecto de los ejes x ¢ .

D M} = Pixg = APx; +APyx, +APsx s+t AP, x, (1)

D Mj =Py =Py, +APy .y, +APs s+t APy, (2)

Si estamos considerando una placa homogénea con un espesor uniforme, el médulo de AP podemos
expresarlo mediante la siguiente expresién matemdtica:

AP = g.p.sAF, donde g: aceleracién de la gravedad,
p: densidad de la materia (masa por unidad de volumen),
s: espesor de la placa,
AF: superficie del elemento considerado.
P = g.p.s.E donde F es la superficie total de la placa.

Las unidades son: [] [ H ][][F]
- 25

=——; mm
m’

[ ] newton)

Reemplazamos a P y AP en las ecuaciones (1) y (2)

z M% = gpsFx, = gpsAF . x + g psAF,.x, + g psAF;. x5 +.....+ g psAF, . x,
1

n
Z M; = g.psFy. = gpsAF .y +g.psAF, . y,+ g psAFs. s +.....+ g psAF, .y,
1

Dividiendo a ambos miembros por “g.p .s"
n
F.xg = OF.x+ AFy. 3, + AFs. 3+t AF, 5, = Fuxg = ) AF,. %,
1

n

F.y = ARy + AFy. yy + AF;. 5+t AF, 3, = Fyg = ) AF,. g,
1



Si la cantidad de elementos tiende a infinito, entonces podemos expresar:

n—>oo

n XdF
Fxg = limZAFn.xn:F.xG:J.x.dF = xg :JF ®)
1

n I y.dF
Fycg = l}l_)nlzll AF, .y, = F.y5 = J.y.dF =9 = (4)
J.x.dF )
xG =S abscisa del centro de gravedad G de una placa plana
J y.dF
Ve = ordenada del centro de gravedad G de una placa plana
/2l

Utilizando las dos expresiones matemdticas anteriores podemos encontrar las coordenadas del bari-
centro o centro de gravedad de una figura plana, cualquiera sea su forma.

3.2.- Momento estatico de superficie o de primer orden

Las integrales:

Jx.dF se la denomina momento de primer orden de la superficie F o momento estdtico de la super-
ficie F respecto del eje y. Lo indicaremos con la siguiente notacién: S,

J. y-dF sela denomina momento de primer orden de la superficie F o momento estdtico de la super-
ficie F respecto del eje x. Lo indicaremos con la siguiente notacién: S,

Entonces podemos expresar las coordenadas del centro de gravedad o coordenadas baricéntricas de
una placa homogénea mediante la siguiente expresién matemdtica:

s s,
X(_—}% € }’G=7

La abscisa del centro de gravedad de una placa homogénea es igual al momento estdtico de superficie respecto
del eje y dividido por la superficie total de la placa.

La ordenada del centro de gravedad de una placa homogénea es igual al momento estdtico de superficie res-

pecto del eje x dividido por la superficie total de la placa.

Existen numerosas situaciones en las cuales se hace necesario conocer el centro de gravedad de una
placa plana cuya superficie no es una figura simple, se trata de una placa compuesta.

Si la placa que estamos considerando es homogénea y de espesor uniforme su centro de gravedad coincide
con el centro de gravedad o centroide de su superficie.

El momento de primer orden o momento estdtico de superficie S respecto de cada uno de los ¢jes

109
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x e y lo podemos hallar del siguiente modo:

1. podemos encontrar el valor de S como el producto de la superficie F por la distancia a cada uno
de los ejes. Para buscar el valor de S, multiplicamos la superficie total por la distancia del centroide
de la superficie al eje x.

Y, para hallar Sy, multiplicamos la superficie total por la distancia desde el centroide de la superficie
total al eje y.

En simbolos:

Sx — F.)’G
S}/ = FxG

2. otra forma de encontrar el valor de S es dividir a la superficie total en superficies de figuras simples,
y hallar la sumatoria de los momentos de primer orden de cada figura simple respecto de cada uno
de los ¢jes.

En simbolos:

x

5=). 8,28 =S+ +.tS,
i=1

§5=0.8,=S =S +S +tS,
i=1

El sistema de coordenadas (x , ) lo ubicamos en forma arbitraria. De acuerdo a la posicién de los
¢jes, el momento de primer orden serd positivo o negativo.

Ejemplos

Caso 1 - Figura irregular compuesta por un rectdngulo y un tridngulo

S, S,
Signos xXG Y6 F xq.F  yg. F !
Rectdngulo + + + + + g
o
Tridngulo - + + - + G.—G
X 0 )(IG

Cambiamos la posicién del sistema de coordenadas (x , y), por
ejemplo como se ve en la figura 3.17: P b G



J/ X
Signos xg VG F x¢.F yg. F v
Rectdngulo - + + - -
. N yG
Tridngulo - + + - = G e
X5 xz 0
Como podemos observar en los cuadros anteriores, al variar la po-
sicién de los ejes coordenados, cambian los signos de las coordenadas
y de los momentos de primer orden.
Figura 3.17

Caso 2 - Figura irregular

Se puede presentar una placa compuesta constituida por varias figuras simples (Figura 3.18). Para
hallar la superficie y el momento de primer orden o momento estdtico debemos restar las superficies

y los momentos estdticos.

S}, S,
Y
Signos xGi .yGi Fi FixGi Fl'.yGi F
YGZ- 2 5
Rectédngulo . 0 . + 0 G,
F, g, Xg, X6,
T T T
Tri4 2 ’ © X
ridngulo + . + . . G,
F2 YGS- . F F
3
Tridngulo 3 . _ . . _
F3
Figura 3.18

Para hallar la superficie total y los momentos de primer orden de la
figura F, debemos restar a la superficie de £ las superficies: F3y F),.
Del mismo modo con los momentos de primer orden.

F = F] - F2 - F3

Sy =81y-82,-S3

Sx = Slx - SZx - S3x

Resolvemos el siguiente problema

Realizamos un viaje de estudio. Vamos a Salta

jados por nuestra profe de Historia, decidimos ir a Salta (Argentina).

Después de mucho discutir, entre Bariloche, Trelew,... y otros lugares de la Argentina, y aconse-

En la planificacién que hicieron nuestros profesores para este viaje, figura la visita a varias empresas.

m
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HOJA DE RUTA: Buenos Aires - San Nicolas

km 00:00 h
RN 9

km 22]0:13 h
RN 9

km 35]0:20 h
RN 9

km 53]0:30 h
RN 9

km 70| 0:40 h
RN 9

km 2152:06 h
RN 9

km 245|2:24 h Y
RN 9

@ Buenos Aires

22 km de autopista

O Cruce RN 9y Ramal Tigre

13 km de autopista

Cruce RN9y RN 8

13 km de autopista

Peaje en el km 0.

Nombre del peaje: Campana

Concesionario: Autopista del Sol S.A.

Escobar
17 km de autopista

Campana
17 km de autopista

Desvio a Ramallo
30 km de autopista

San Nicolas
19 km de autopista

Figura 3.19. Hoja de ruta hasta San Nicolds

Los calculistas de la Oficina Técnica tie-
nen que hallar:

- el momento de primer orden respecto

de los ejes x e 3;

- la ubicacién del centro de gravedad de cada

una de las figuras.

En cada uno de los casos, jcudles serdn
esos valores?

Desarrollo

Caso 1 (Figura 3.20)

1. Fijamos el sistema de coordenadas (x, )
En este caso, al eje x lo hacemos coincidir con el lado 2 y
el ¢je y con el lado & de la figura (Figura 3.24).

En todas ellas tenemos que relacionar el trabajo que se rea-
lizan en las mismas con nuestro aprendizaje.

Problema N° 3.1
Enunciado

En el camino a Salta, nos detuvimos en San Nicolds —Pro-
vincia de Buenos Aires— para visitar una empresa familiar
que construye pequefios objetos con latén. Los objetos tie-
nen diferentes formas.

En la Oficina Técnica se encuentran los planos de cada
uno de los objetos.

Una de las tareas para lograr dichos objetos es la de cortar
la plancha de latén segtin la forma requerida.

Algunas de las formas planas las podemos ver en las figuras
3.20; 3.21; 3.22 y 3.23.

Figura 3.20 Figura 3.21
Figura 3.22 Figura 3.23
y
F1
18 cm
6 cm
i Fy

6cm 14 cm

Figura 3.24



Se trata de una figura compuesta por dos figuras simples: dos rectdngulos (Figura 3.25).

y YA YA
F F
18 cm ol Vs, 18 em

6em Yo, |- -------- - E 2 i 6om

Rl ! . | : '
§ 1 B %, X o -

o o 6cm 14 cm
Figura 3.25

- Calculamos las superficies: F; y F,
Fy =bxtr= F, =18 cmx6 cm
F, =108 cm*

F, =l4dcm x 6cm = F, = 84 cm”*

Fy=F + E
F. =108 on’ + 84 em®

Fp=192 cm’

- Calculamos las coordenadas del baricentro de cada figura
Xg =3 cm Xg,=13 cm

I 9 cm )= 3 cm

1 2

- Hallamos el momento de primer orden

a. Respecto del eje y

Sly = xGI.Fl =5y, = 3 cmx 108 cm?
Sly =324 cm’
S, = xGZ.FZ =8, = 13emx 84 cm’

S, = 1.092 cm’

STy = SI}/+ S2y

S 1624 cm’ +1.092 cm’®
&

B
STy =1.416cm

113

Imagen 3.3
Alumnos de 1.7 ano, ciclo superior Construcciones

(E.T. N°34 “Ing. Enrique M. Hermitte”)

Imagen 3.4
Alumnos de 2.2 agio, ciclo superior Construcciones
(E.T. N°34 “Ing. Enrique M. Hermitte”)

N Y. "7
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b. Respecto del ¢je x
S = JG,-F1 = S1x = 9emx 108 cm’

SIN=970, oo’

Sy = )’GZ-Fz =S5, =3cmx 84 cm’
= 252 e’

STx =9 Cm3 + 252 o’

Sy, = 1.224cm’

Hallamos las coordenadas del baricentro

S
ST},= xgxFp = xg = D
T
1.416 cnd®
X =———
192 e
Xg = 7,375cm
STx
Ste= Yo xFr =56 = z
T
1.224 e
1elz 192 e
Jo = 6,375cm

Respuesta
Las coordenadas del baricentro son (x;, y¢) = (7,375; 6,375)
(Figura 3.26).

El momento de primer orden respecto del eje x es Sy, =1.224 cm?
y con respecto al eje y es §7,=1.416 cm’

Caso 2 (Figura 3.21)
Fijamos los ejes de coordenadas (x, y) (Figura 3.27)

La figura estd formada por dos rectdngulos y un cuarto de
circulo (Figura 3.28).

Imagen 3.5
Alumnos y alumnas de 3.7 afo, ciclo superior Cons-
trucciones (E. 1. N°34 “Ing. Enrique M. Hermitte”)

YA

71 N I G(7,375;6,375)
G

6,375

G X
1315
Figura 3.26. Coordenadas baricéntricas de la seccién

YA 6em 6cm

IG cm
22cm
6cm
X

Figura 3.27




A 7 YA /\
G
6 cm VG1~--------11 6cm
' F1
)
22 cm = + +
ol 62
16 cm A
6cm ; ¥, =263\ [6cm
-— - X )‘(G1 X Xéz X Xﬁs X
6 cm 6cm 12 cm 6cm 6cm
Figura 3.28

Con los valores parciales obtenidos completamos el siguiente cuadro:

Coordenadas baricéntricas

Momentos estiticos

Figuras simples Sup erﬁzcies *G; JG; %;-F; ¥6; F;
cm cm cm cm?® cm?®
115
Rectingulo F; 12X 6 =72 6 19 432 1.368
Rectingulo F, 16X 6 =96 3 8 288 768
7 x6° 4x6 4%x6
L Circulo F, 728 - 2826 +6=8.55 =255 241,62 72,06
4 4 X7 3x7
Total 196,26 = @ - | Sy=961,62 S,.=2.208,06
Los momentos de primer orden son:
YA
Sy =2.208,06 cm?
$,=961,62 cm?
El centro de gravedad de la figura tiene por coordenadas
— g A — | G|(4,90;11,25)
& .
961,62 cm’
e = i
196,26 cm

xg =4,90 cm

G X

Figura 3.29. Coordenadas baricéntricas de la seccién

»
- g .
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S

He = Fy
2.208,06 e’
ey~ =
= 196,26 cm?
Je =11,25cm
Respuesta

Las coordenadas del baricentro son: (x , y5) = (4,90 5 11,25)
Los momentos de primer orden respecto del eje x y de y son:

S,.=2.208,06 cm®
Sy= 961,62 cm?

Caso 3 (Figura 3.22)
La figura dada estd constituida por tres figuras simples: un semicirculo; un rectdngulo y un tridn-
gulo rectdngulo. Para una mejor comprensién hacemos el despiece de la figura (Figura 3.30).

/

Y,

)/

17,6 cm Ay 17,6 cm
40 cm = + sz """""" G 2 40 cm +
50 cm
)
| | o 10em
X XG‘\ X XGZ X Xé X
35cm 35¢cm 35cm 5335 cm
_ . Figura 3.30
Completamos el siguiente cuadro con los resultados parciales:
Coordenadas baricéntricas Momentos estiticos
Figuras simples Superficies xG; JG; xg,-F; ¥e;-Fi
cm? cm cm cm? cm?®
2
F _ T .r
Semicirculo b2 17,5 41 50-5743 8.414 27.612,34
F = 4808 3
Rectdngulo F,=1.400 17,5 30 24.500 42.000
Tridngulo F= 175 11,67 6,67 2.042,25 1.167,25
Total F,=2.0558  -—- S, = 34.956,25 S,.=70.779,59



El centro de gravedad de la figura tiene por coordenadas:

S, 34.956,25 cm’

e = g B T e

E, 2.055,8cm
xg=16,99cm = x5 =17 cm
ol 81753043
s Se ) . 70.779,59 cm’ ;
&S F T % 5055,8cm?
¥ =34,43cm

Respuesta :

Las coordenadas del baricentro son: e !
xg=17 cm Figura 4.31. Coordenadas baricéntricas de la seccion
Jo = 34,43 cm

Los momentos de primer orden respecto de los ejes x e y son:

S,.=70.779,59 cm®
S,=34.956,25 cm’

Caso 4 (Figura 3.23)
La figura estd compuesta por dos rectdngulos, uno lleno y otro hueco con una forma circular.

Hacemos el despiece de la figura compuesta en figuras simples (Figura 3.32).

V) / Y, /

\; - + -
10cm 40 cm Lo
40 7Y I i | S — S
" Q 10cm G L GZ e Sy 10 ch @FS
10em X 12
X )(‘1 X X X X X
40 cm 5cm10cmbem .#» .ﬁ. 10‘_603[’71
Fi BISY
Con los resultados parciales completamos el siguiente cuadro: S
Coordenadas baricéntricas Momentos estdticos
Figuras simples  Superficies xg, Y6, %g;-F; ¥e;-F;
cm’ cm cm cm’ cm?®
Rectingulo 1  F, = 1.600 20 20 32.000 32.000
Recténgulo2  Fy= 600 50 15 30.000 9.000
Circulo F= 78,5 50 15 3.925 1.177,5

Fr=F;+F,-F3 Sy=S1y+S2y-S3  Sx=Spx* Sax-Szy

e Fp=21215 — = — $,-58.075  S,-39.822,5
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Llegamos a la ciudad de Salta (Argmtimz))
)

El centro de gravedad de la figura compuesta tiene por coordenadas:

G(27,37;18,77)

o 58075cm’
& F T T 2.1215em y
Xg = 27,37cm
_Se 398225’

B ¢ 5 D5 %
Yo =18,77cm

Respuesta

Las coordenadas del baricentro son:

Xc= 27,37 cm

Y= 18,77 cm

Los momentos de primer orden respecto de los ejes x e y son:

S,.=39.822,5 cm’
Sy= 58.075 cm?

3.3.- Momentos de inercia de superficie

iCudnta historia hay en sus calles! Cuando
empezamos a recorrerla nos encontramos con
una arquitectura colonial que nos fascing,
sobre todo sus hermosos balcones de madera.
En ese recorrido nos detuvimos frente a una
casa que estaban restaurando: se vefa uno de
sus balcones. El arquitecto a cargo de la obra
nos explicé que, con los afios, todo este tipo
de construccién, como cualquier otra, re-
quiere de un mantenimiento, de manera es-
pecial la madera. Ese balcén tenfa una viga
que habfa flexionado mds de lo previsible y
temfan por su vida ttil.

Imagen 3.6. Ciudad de Salta.

Figura 3.33

Imagen 3.7. Una calle de Salta

con sus balcones

Para que ustedes comprendan bien el proceso, tienen que entender cémo funciona esa viga de madera,
comentd nuestra profe, que es ingeniera y nos acompafié durante todo ese viaje.

De regreso a Buenos Aires, la profe nos dio una clase sobre el tema. Nos explicé que la viga de un
balcén tiene un extremo, totalmente, inmovilizado (empotrado) y otro libre.

Se dice que la viga estd en voladizo.

Para hacer la explicacién bien simple, nos dijo: supongamos que la viga estd cargada en el extremo
libre con el peso de su baranda (despreciamos el peso propio de la viga): P (Figura 3.34). Por accién



de esta carga el eje de la viga se deforma,

pasa de ser un eje recto a uno curvo. Esta
deformacién se llama eléstica y, la ordenada -
méxima de la eldstica, es lo que se deno-

mina flecha.

=

longitud de la viga

Consideramos una seccién de la viga a una
distancia x del extremo libre (Figura 3.35).
El efecto de giro provocado por la carga res-
pecto de esta seccién o, de cualquier otra,
estd dado por un momento: M = P . x.
Frente a este efecto, internamente, el mate-
rial también reacciona, con un giro de igual
magnitud y sentido contrario. Las secciones
se deforman, si son rectangulares pasan a ser
trapezoidales; sélo conservan su espesor en
el plano medio. Se producen alargamientos
crecientes sobre este plano y decrecientes
debajo del mismo. Estos alargamientos y
acortamientos nos estdn diciendo que, in-
ternamente, la viga sufre esfuerzos internos
de traccién y compresion (desarrollamos
este tema en el capitulo 5).

flecha

R

flecha

Figura 3.34

Estas fuerzas internas, en cualquier seccién,
son fuerzas distribuidas.
La resultante de todas las fuerzas elementa-
les que actian sobre el eje neutro (7°) y la Figura 3.35
resultante de todas las fuerzas elementales que actdan debajo del eje neutro (C) forman un par de fuerzas,
cuyo valor es el momento M interno = 7z o M interno = Cz.
El mddulo de la resultante de las fuerzas elementales que acttian en toda la seccién completa se obtiene me-
diante la siguiente expresién matemdtica:

AP = KydF
que corresponde a una fuerza interna distribuida en un pequefio elemento AF, donde K'es una cons-
tante de proporcionalidad, 4F es una superficie elemental e y es la distancia al eje x que pasa por el centro
de gravedad de la seccién considerada. Este eje recibe el nombre de eje neutro o fibra neutra de la seccién,
ya que no sufre ninguna deformacién.

Haciendo el /z’mz Ky.dF obtenemos el mé-

1
dulo de la resultante de las fuerzas elementales que
actdan en toda la seccién.

lz’mi Ky.dF = jK.y.dF

R:KIy.dF

Imagen 3.8. La casa del Alcalde. Salta (prmclplo del siglo XIX
Léonie Matthis)
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La integral | y.dF es el momento estdtico o momento de primer orden de la seccién respecto del eje

x. Recordamos la expresién matemdtica indicada en (pdg. 109), J y.dF = yg.F.
El valor de y5.F = 0, ya que el centro de gravedad de la seccién estd ubicado sobre el eje x.

Entonces R = K| y.dF A | y.dF = 0= R =0. Si la resultante del sistema de fuerzas es cero, el

sistema se reduce a un par de fuerzas (como lo hemos expresado en el capitulo 1).

El médulo del momento de este par (en el capitulo 5 veremos que se trata de un momento flexor) es

igual a la suma de los momentos de las fuerzas elementales.

AMy = y.AP =AM, = K.y>.AF
M =lim Y K.yzAF:jK.yzdF
1

M:](J'yzdF

La integral yzdF recibe el nombre de momento de inercia de segundo orden o momento de

inercia de la seccidn de la viga con respecto al ¢je x.

3.4.- Médulo resistente

En el capitulo 5 explicaremos en detalle el trabajo de la viga de un balcén. Por ahora podemos decir
que el pasaje del eje recto al eje curvo, cuando la viga estd cargada, se denomina flexién.

Es légico pensar que esa flexidn tiene que tener un limite para evitar que la viga se rompa por flexién.
También debe ocurrir que la méxima ordenada de la deformada, a la que llamamos flecha, tenga un
limite.

Aqui, aparece una propiedad importante de la forma de la seccién en funcién del trabajo a la flexién:
el médulo resistente (W). 2
Si la seccién es rectangular el médulo resistente es: W= —
su altura.

, donde 4 es la base de la seccién, 4 es

Ejemplo
Se desea colocar una viga de madera de seccién rectangular que tiene una seccién F= 600 cm? (20 x 30 cm),
scémo conviene ubicarla?

La misma seccién puede ser:

b=20cm
a=30cm

b=20cm



El médulo resistente de cada una toma los siguientes valores:

Para la seccién 1

W, - b.a* W, - 20 cm .(30cm)?
6
W, =3.000 om® Figura 3.36 a. Viga de madera de
canto
Para la seccién 2
W, - a.b? =W, - 30 cm . (20 em)?
6 6
3

W, = 12.000 c77 = W, = 2.000 G Figura 3.36 b. Viga de madera apo-

yada sobre el lado mayor de la seccion

La seccién de mayor mddulo resistente es la que soporta mejor el
trabajo de flexidn, porque es la que mids resiste dicho esfuerzo.

Conclusién (Figura 3.36) [
| 4

. ; p . 4 Tt NO sl
1. En piezas flexionadas, el médulo resistente nos estd diciendo la

importancia que tiene la altura frente al ancho de la seccién, Figura 3.36. Dos vigas metdlicas doble T
2. La forma de colocacién conveniente es la denominada de canto.  (una colocada de canto)

3.5.- Relacién entre el momento de inercia
y el médulo resistente

Como hemos visto en los ftems anteriores, tanto el momento de inercia como el médulo resistente forman
parte del problema de la flexién. Entonces debe existir una relacién entre los mismos.

Consideramos el momento de inercia de una seccién rectangular y para la misma seccién el médulo
resistente.

_bh’
12
b.h?
6
Para establecer la relacién entre ambos, dividimos miembro a miembro las expresiones anteriores.
b
12
b.h?
6

W=

J_k
w2

S~

Esta expresién matemdtica nos dice que:

La relacion entre el momento de inercia y el médulo resistente de una seccion rectangular con respecto al
mismo plano de flexion es igual a la mitad de la altura de la seccion, o bien es igual a la distancia desde el
eje neutro a la fibra mds alejada.
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En el cuadro que se muestra en la figura 3.37 expresamos las férmulas de los momentos de inercia,
ubicacién del centro de gravedad y el momento resistente de las secciones mds comunes.

SECCIONES VARIAS
Seccién Distancia del eje de Momento de Modulo resistente
gravedad "e" inercia J W=Jle
1 2.
h bxh? bxh?
1) e= - -
_ - - ) e 9 nJ 1 nw 6
@ ® _H _b oy _b e
2)e 7 2)J 12(Hh) 2w 5+H(Hh)
b b
3. " 3
- _a & _a
l 3)9—2 3)J 12 3)W—6
® _4a . _a _ 3
3 4) e= 2 N2 4 J 12 4) W=0,1179xa
5. 6.
L \ 5) e=0,866%r 5) J-05413t | §) W-2-r'-06250
@ @ 6) e=r 6) J=0,5413xr* 6) W=0,5413xr°
&,
1. «»
I 7) e=0,924xr 7) J=0,6381xr* 7) W=0,6906xr
8 9 bxh? bxh?
=2 Wy =2
< Ao’ 8) e=%h 8) 36 8) X4
® ® Jy=hit? Wy = hab?
{// \\} 9) e=0,5778xb 48 2
9) J=0,018xh* 9)W=0,0313xb*
"
g _mxrt _quxd?
10) e= 7 10) J= 4 10) W= 32
_D =T (D*-d*)
-— M) J= a_ge _ mx(D*~d*)
1) =7 ) J=gz D=dY | 11 w=T
| >
s _ _ 4
s s &1=0,2234xr Js=0,0075xr* Ws, - 0,02275Xr
@ 90° ey=0,7766xr Jx=Jy=0,137xr =0,00966xr*
x —x
. Js=0,055xr*
& e1=0,4244xr Jx=Jy=0,19625x* Ws=0,1296x°
"X s Momento centrifugo
t / &y=0,5756xr ny:%’ Ws=0,0956xr°
X a = X Jss=0,0165xr*

Figura 3.37. Momentos de inercia y médulos resistentes
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Llegado a este punto ya podemos esbozar algunas hipétesis del porqué estaba vencida la viga del
balcén de Salta.

:Cudles pueden ser dichas hipétesis?
Hipétesis posibles

1. Por una deficiencia en el disefio, la viga se colocé con la menor dimensién de la seccién en forma
perpendicular a su eje. De este modo, la resistencia a la flexién es menor que si se la hubiese colo-
cado con el lado mayor de la seccién en forma perpendicular a su eje. Es decir, tiene menor mo-
mento de inercia y menor médulo resistente, y ante cualquier incremento de la carga se produce
una considerable flexién que puede llegar al colapso.

2. Se sobrecargd la viga con una carga mayor a la que se us6 para el cdlculo. Es una situacion frecuente, de
manera especial cuando se trata de construcciones viejas, cuyos planos no son conocidos y, por lo tanto,
no se sabe nada de la carga mdxima con la cual se la calculé. La viga se puede romper por flexién.

3. La viga soporta la flexidn, pero la méxima ordenada de la deformada (eldstica) supera a la admisible.
Es decir el valor de la flecha es mayor que la mdxima permitida. Entonces la viga puede colapsar

por flecha.

3.6.- Teorema de Steiner

En el ftem 3.5 desarrollamos el momento de inercia de una seccion referido a sus ejes baricéntricos.
En algunos casos se hace necesario conocer el valor del momento de inercia con respecto a ejes no
baricéntricos.

El denominado Teorema de Steiner, nos resuelve esta problemdtica.

Consideramos una seccién cualquiera (4F) referida a un sistema de coordenadas (x, y) (Figura 3.38).

El momento de inercia de dicha seccién con respecto a un eje baricéntrico, por ejemplo xi, como
vimos en el item 3.5, es:

Jo = J.)’G *dF
El momento de inercia respecto de un ¢je x paralelo al eje x¢; estd dado por:
Jo= [ydF =], =[(y5+d)*dF
Jo= [0} +29c.d+dVdF=> ] = [y dFs [y d)dF s [d*dF
Jo=Jo + 2d[yodF+ & [dF

La segunda integral es el momento de primer orden de la seccién
con respecto del eje baricéntrico. Es igual a cero. Por lo tanto, el
momento de inercia con respecto a un eje X no baricéntrico es

iguala: /.= Jo+ F.d?

0 % | Esta expresidn matemdtica nos dice que:
“El momento de inercia con respecto a un eje paralelo a uno ba-
ricéntrico es igual al momento de inercia de la seccidn con respecto

' X a ese eje baricéntrico mds el producto de la superficie de la seccion
: por la distancia al cuadrado entre los dos ejes”.

Figura 3.38
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3.7.- Radio de giro de una superficie

Consideramos una seccién plana (SP) de superficie F (Figura
3.39). Su momento de inercia respecto de un eje x s /..

Por un momento nos imaginamos que toda esta superficie se con-
centra en una faja delgada paralela al eje x, el momento de inercia
de esta faja es igual al momento de inercia de la seccion total.
Por lo tanto, tendrd que estar ubicada a una distancia tal que,

]
2 X
- F = - =X
]x V2 2l F

La distancia Jyp se denomina radio de giro de la seccién res-
pecto al eje x.

En forma similar, consideramos que la superficie F se con-
centra en una faja paralela al eje y, entonces expresamos el
radio de giro de una seccién respecto del eje y

f]
2

= F= - =L
Jy=xq X

También, para el caso del radio de giro de una seccién cir-
cular (Figura 3.40), tomando una franja circular a una dis-
tancia 4, del centro de gravedad, es:

d, = =0
F
En general al radio de giro lo designamos con la letra 7. La
expresién matemdtica del radio de giro se escribe asi:

= 1/;—", radio de giro respecto del eje x
B radio de giro respecto del eje y

ATENCION!

I\

do,

ary
C

Figura 3.40

El radio de giro de una seccién plana (SP)
de superficie F respecto de un eje lo expre-
samos como la distancia 7 al eje desde el
punto donde supuestamente se concentra
la superficie F.

En el cdlculo del momento de inercia / respecto del eje x, la distancia que se debe considerar a dicho

¢je es la ordenada y.

En el cdlculo del momento de inercia / respecto del eje y, la distancia que se debe considerar a dicho

eje es la abscisa x.

3.8.- Resolvemos el siguiente problema

Problema N° 3.2

M; y en Salta, ;qué hicimos? )

-

Como entre los alumnos que participamos del viaje de estudios a Salta existen varios compaferos que



siguen la carrera de Construcciones, los profe organizaron una visita a una obra.
Enunciado

En la Oficina Técnica, un ingeniero revisa la memoria descriptiva del dimensionamiento de las vigas
y columnas del entrepiso de un galpén.

Las vigas y las columnas son perfiles de acero.

Observamos en los planos que los perfiles son de seccién doble T, Ly U (Figura 3.41).

13 cm 4 mm

-~

HZ cm 11 em

2cm Tcm
- |- 30 cm 45 mm — <~ 22cm

$2 em 14 mm I1 tm

-+ B S E—
12,5¢cm 41 mm 10 cm

Figura 3.41
El calculista de estructuras revisa los siguientes cdlculos:

1. coordenadas del baricentro de cada seccién de los perfiles;
2. momentos de inercia baricéntricos: ] ]yG;

radios de giro: b3 by 59
3. & > Ve / ' \
(Nosotros estamos en condiciones de ayudar al calculista. Veamos cémo.

Desarrollo

Caso 1

i @ W

La seccién del perfil doble T la consideramos constituida por tres figuras rectangulares: dos rectingu-
los, que son las alas y otro rectdngulo, que es el alma.

Presentamos el despiece de la seccién (Figura 3.42).

) y v Y
Lt ‘ ‘ |
tZ eml |- { --------- . G K
i A
2cm &
- ~ 30 cm = : 29 cm + [ +
15 cm
|{2em R B R D s B3 Ry Ve,
DT —— X - > > ~
12,5¢cm 6,5 cm ~65om “65om

Figura 3.42
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Completamos el cuadro con los valores parciales obtenidos

Coordenadas baricéntricas

Figuras simples Sup :::izcies :rc:{ i’ g;
Rectdngulo 1 (ala) F; =26 6,5 29
Rectdngulo 3 (ala) F =25 6,5 1
Rectdngulo 2 (alma) F,=52 6,5 15
Total Gl I I

FT = 103

a. Célculo de las coordenadas del baricentro de la seccién doble T

S 669,5 cm’
Y 067, 5cmr

.= L=y = X. = 6,5cm
& ¢ 103cm’ ¢
1.559 cm’
==y S = 9. =15,14cm
e T e °

b.Célculo de los momentos de inercia ]xc ; ]y .

Momento de inercia Momento de inercia

baricéntrico al cuadrado
cm* cm*
]x1 8,66 4.994,59
]x3 8,33 4.998,49
]x2 2.929,33 1,019
]xc :]x1 +_[x2 +]x3 2.946,32 9.994,10
Iy 366,17 0
])’3 325,52 0
]},2 17,33 0
]}’G :]}'1 +]72 +]y3 709,02 0
c. Célculo del radio de giro i, e i,
xh 1294042 cm? i —1121em
103 cm”?

/709 02cm* = j - 2,62cm
103cm’

Superficie por distancia

Momentos estiticos

xGI..F,- JYG; 'Fi
cm’® cm?
169 754
162,5 25
338 780
5y=51y+52y+53y Sy =S+ Sox + S35
S,= 669,5 Se=1.559
¥ Figura 3.43
1

15,14} -- G|(6,5;15,14)

65 X

Momento de inercia
respecto del ef'e baricéntrico
de toda la seccién

5.003,25
5.006,82
2.930,35
12.940,42

366,17
325,52

17,33
709,02



Respuesta
Los cdlculos que estd revisando el calculista correspondientes al perfil doble T, tienen que dar los si-
guientes resultados:

« coordenadas del baricentro: x_ = 6,5 cm ; y, = 15,14 cm

o momentos de inercia: [, . = 12.940,42 cm®; Sy = 709,02 cm*

« radios de giro: z'xG =11,21cm; z'),G =2,62 cm

Caso 2
La seccién del perfil L la conside- 1y Y, Y Figura 3.44
ramos constituida por dos figuras 3
rectangulares.
Presentamos el despiece de la sec- fnm = | G [som  +
cién (Figura 3.44).
I4mm 2 F 14 mm
Completamos el cuadro con los | —FfF—— X e B e
valores parciales obtenidos
Coordenadas baricéntricas Momentos estdticos
. . Superficies xg, V6 xg,-F; ye: -F;
Figura simple m? o s s s
Rectingulo 1 (ala)  F, = 180 2 22,5 360 4.050 -
Rectdngulo 2 (ala) F, =148 22,5 2 3.330 296
S,=S,,+S Se=S;+ S
T F _ 2 __________ y Iy 2y X Ix 2x
otal r=328 $,=3.600  S,=4.346
a. Cdlculo de las coordenadas del baricentro de la seccién L K Figura 3.45
Coordenadas baricén-
S 690 3 tricas de la seccién
X=X = xg =mez = X, =11,25mm
/g 328 mm
3 13,25} ===} -~ 6111,25;13.29
S 4.346 1
Yo = :>)/G=7mmz:>)/c‘=l3,25mm
fr 328 mm s X

b.Célculo de los momentos de inercia Jeo3 D

Momento de inercia Momento de inercia  Superficie por distancia Momento de inercia
baricéntrico de cada fi- al cuadrado respecto del eje baricéntrico
gura simple mm* mm* de toda la seccién mm*
]x1 30.375 15.401,25 45.776,25
]x2 197,33 18.731,25 18.928,58
]xc =]x1 +]x2 30.572,33 34.132,5 64.704,83
]y1 240 15.401,25 15.641,25
]y2 16.884,33 18.731,25 35.615,58
]yc :]y1 +]y2 17.124,33 34.132,5 51.256,83
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c. Célculo del

radio de giro iy e iy

]X‘ =4 G iz’ i, =14,05 mm
T 328 mm”’ '
]M /5125683mm s, 212,50 mm
F, 328 mm* ‘
Respuesta

Los cdlculos que estd revisando el calculista correspondientes al perfil L tienen que dar los siguientes
resultados:

o coordenadas del baricentro: xg = 11,25 mm ; y = 13,25 mm

o momentos de inercia: /. = 64.704,83 mm*; ] =51.256,83 mm*

« radios de giro: s, = 14,05 mm ; iy, = 12,50 mm

Caso 3
La seccién del perfil U la consideramos constituida por tres figuras rectangulares.
Presentamos el despiece de la seccién (Figura 3.46):

— |~ 2em

Figura 3.46

Completamos el cuadro I’ o 405em
con los valores parciales 10em * h
obtenidos
Coordenadas baricéntricas Momentos estiticos
" . Superficies X, Y6 xg..F; ve:-F;
Figura simples om? o o B P
Rectdngulo 1 (ala F =10 5 21,5 50 215
Rectdngulo 2 (alma) F,=20 0,5 11 10 220
Rectdngulo 3 (ala) F=10 5 0,5 50 5
Total Fped0d e e S, =110 S. = 440
a. Célculo de las coordenadas del baricentro de la seccién U , Figura 3.47
Coordenadas baricén-
S 110 3 tricas de la seccion
U 7 S, ]
% 40 cm
1 G(2,75;11)
e By 440 cm’ » " |
Je = E, Je= 40 om? Jo=11cm )

2,75



b.Célculo de los momentos de inercia /, .5 /, .

Momento de inercia Momento de inercia  Superficie por distancia Momento de inercia
baricéntrico de cada al cuadrado respecto del eje baricéntrico

figura simple cm* cm? de toda la seccién cm*
_[x1 0,83 1.102,5 1.103,33
]x2 666,67 0 666,67
]x3 0,83 1.102,5 1.103,33
]XG =]x1 +]x2 +]x3 668,33 2.205 2.873,33
]71 83,33 50,63 133,96
_/']2 1,67 101,25 102,92
]},3 83,33 50,63 133,96
]}’c =]},1 +]y2 +]y3 168,33 202,51 370,84

c. Célculo del radio de giro i, e i,

287333cm — j = 8,48 cm 5
40 cm’

/ 370,84 cm* i\ < 3,04 cm
40 cm® '

Respuesta
Los cdlculos que estd revisando el calculista correspondientes al perfil C tienen que dar los siguientes
resultados:
o coordenadas del baricentro: x¢ = 2,75 cm 5 yg = 11 cm
« momentos de inercia: /. =2.873,33 cm*; ] =370,84 cm*
. - 5G . JG
o radios de giro: Iy, = 8,48 cm ; By = 3,04 cm

Para pensar y resolver

Proponemos los siguientes problemas para pensar y resolver, aplicando todos los conocimientos dados
en el presente capitulo.

Al final del libro, encontrardn el desarrollo y la solucién a cada actividad planteada.
Intenten resolver cada uno, sin mirar su desarrollo y su resultado.

En nuestro viaje a Salta nos llamé la atencién una serie de torres de transmision.
Uno de nuestros profes,

frente a nuestro asombro, nos explicé el tipo de estructura que tienen todas estas torres. Nos dijo que,
a diferencia de una viga de alma llena, las torres tienen una estructura que se denomina de alma calada,
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Imagen 3.9

Torres de

transmision

San Bernardo

Imagen 3.10. Torre Eiffel

Figura 3.48

178 mm

22 mm

22 mm 22 mm

200 mm 200 mm

Imagen 3.11
Convento de

Imagen 3.12. Procesion en Salta - Saliendo del convento
de San Bernardo. Pintura de Léonie Matthis

similar a la de otra majestuosa torre, que
cumple una funcién diferente a las torres
de transmisién, estamos nombrando a la
emblematica Torre Fiffel (Parfs - Francia).

Problema 3.3

Enunciado

La estructura de alma calada de una de
las torres de alta tensién estd formada
por una serie de reticulados, cuyos ele-
mentos son perfiles de acero. Una de sus
barras estd constituida por dos perfiles

L.

Suponiendo que las dimensiones de la sec-
ci6n de cada perfil son las indicadas en la
figura 3.48, ;cudles serdn los valores de:

XG> G ’]"G’]J’G , i"c 3 i)’c de la barra en su
conjunto?

Problema 3.4

Antes de partir para Buenos Aires, visi-
tamos el sector del Convento de San
Bernardo, en la misma ciudad de Salta,
donde venden productos artesanales rea-
lizados con madera. Querfamos com-
prar algunos recuerdos para nuestras fa-
milias: portarretratos tallados; paragiie-
ros, portaldpices, maceteros pequefios,
tapas para archivo de revistas, tapas para
dlbumes, etc. Como era de esperar, cada
uno compré un souvenir para los suyos.
Pero nuestros profes, que siempre apro-
vechan toda ocasién para buscar alter-
nativas de aprendizaje, al ver tanto tra-
bajo interesante, solicitaron una visita
guiada al lugar de fabricacién.

Y,... hacia alli fuimos.

Enunciado

Visitamos la Oficina Técnica; llena de
planos, croquis, libros y, también recor-
tes de madera. Los profesionales calcu-
laban, en ese momento, los siguientes
valores: xg, yG » ]xc’ ]},G de esos recortes.
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Los trozos de madera tenfan las formas indicadas en las figuras:

0
P—: | 1ﬂcm1
20 cm' 50 om IlUcm
15cm 20 cm 50cm 10cm
R E—
30cm 1[]ch
-
0 cm

3
Figura 3.49 Figura 3.50 Figura 3.51
Caso 5 Caso 1 Caso 2

Figura 3.52
Caso 3

20 cm

30cm

10cm 20cm 10cm

Figura 3.53

Nosotros también podemos realizar esos cdlculos, o sea sabemos Caso 4 20cm

hallar los valores de:
10cm

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 10cm 20cm
xG’)’G’]xG’]yG XG> JG XG> JG XG> JG xG’}'G’ij>]yG »

10cm

Entonces ja calcular!

Vigas compuestas

Para determinadas construcciones metdlicas se utilizan perfiles de acero construidos con perfiles
normales (cuyas dimensiones estdn tabuladas), y chapas agregadas. Esta situacién, por lo general,
se da cuando el perfil normal no es suficiente para resistir determinada carga y, el que le sigue en
tamafio es demasiado grande, por lo que no resulta econémico.

Los siguientes son algunos modelos de vigas construidas con perfiles normales y chapas. Se utilizan
distintos medios de unién: soldadura, bulones, etc. para unir el

perfil y la chapa. MODELO1 MODELO2  MODELO 3

Cada una de las chapas que se agregan recibe el nombre de pla- | ==

tabandas. ﬂ-F;: -H._l_'
e, ST ‘

I S \ -
Ejercicio N° 3.1 5
Figura 3.53 Figura 3.55 Figura 3.56
Un perfil normal doble T tiene agregadas dos platabandas. 55
Las dimensiones son las que se indican en la figura 3.57. e J
<
;Cudles son las coordenadas del baricentro? —J114.4 mm S
sCudl es el valor de ]XG ? PNI 40
"15,5x1
Figura 3.57
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Epilogo

Hemos recorrido juntos este capitulo que, como el lector pudo apreciar, es totalmente distinto a los
capitulos 1y 2, en cuanto al tipo de conceptos que hemos incorporado.

Conocer la ubicacién del baricentro de la seccién de un elemento estructural es fundamental, porque
en él se concentra el peso del cuerpo y, por lo tanto, constituye el punto por donde pasa la recta de
accion de la fuerza de gravedad. Resulta muy importante saber las coordenadas de este punto, porque
una mala distribucién de las cargas puede provocar excentricidades que, si no se las consideran, ni en
el disefio, ni en el cdlculo, llevardn seguramente al desequilibrio del elemento estructural.

Por una incorrecta distribucién de las cargas, un barco carguero puede, frente a fuerzas externas como,
por ejemplo un fuerte oleaje, dar una vuelta campana y desaparecer en el mar.

La ubicacién del centro de gravedad se hace mediante la determinacién de sus coordenadas. Nosotros
trabajamos con superficies, es decir con objetos bidimensionales, por lo tanto las coordenadas son
(%6 o)

El valor de las coordenadas del baricentro se halla mediante la expresién matemadtica que vincula a di-
chas coordenadas con el denominado momento de primer grado o momento estdtico de superficie.

Por otra parte, el momento de segundo orden y el médulo resistente de una seccién, contenidos que
también desarrollamos en este capitulo, son magnitudes que dependen de la geometria de la seccién.
Estos valores referidos a figuras simples son conocidos y, por lo general aparecen en la literatura espe-
cifica. No sucede lo mismo cuando se tienen que hallar esos valores, pero correspondientes a secciones
compuestas. En este caso, cobra importancia el denominado Teorema de Steiner ya que nos permite
determinar el valor del momento de inercia de una seccidn con respecto a un eje no baricéntrico.

Ademis de los conceptos mencionados: centros de gravedad, momento de segundo orden, médulos
resistentes, aparece el famoso radio de giro que, para muchos constituye una simple operacién mate-
mdtica. Sin embargo, el radio de giro es una distancia virtual. Es la distancia desde un eje al punto
donde habria que ubicar la totalidad de la su-

perficie para obtener el mismo momento de
inercia con respecto a dicho eje: / = Fi Los invito a continuar...

El préximo capitulo nos espera.

Los problemas planteados, cuya accién
transcurre en escenarios reales, favore-
cen la realizacién de un éptimo apren- )

dizaje de temdticas que, si bien son (/'\‘ ‘.
simples, en algunos casos, no son féciles de comprender.

Al término del capitulo, y siempre de la mano de nuestros amigos Coni y
Gastén, dejamos problemas para pensar y resolver, cuyos desarrollos y solu-
ciones se encuentran al final del libro.



Susana Noemi Ibafiez

LA ESTATICA EN EL UNIVERSO
QUE NOS RODEA: &
LA NATURALEZA

Prefacio :
R
En los capitulos anteriores hemos visto los principios de la estdtica y sus aplicaciones en las diferentes
instancias de la vida cotidiana. En este capitulo nos aproximamos a la estdtica en la naturaleza a través
de su aplicacién en el estudio de la estabilidad de los drboles. {

Temas que abordamos en este capz’tu/o.)

1. La diversidad en las plantas: las plantas en su reino - Morfologia de las plantas - Tejidos mecdnicos [
o de sostén - Morfologfa y anatomia del cormo - El 4rbol - Cortinas y barreras forestales - Los 4r- |
boles en los medios urbanos. )

2. Estdtica de los 4rboles: una aproximacién a la estdtica de drboles - Estabilidad del arbolado - Una
aproximacién matemdtica de la estabilidad del arbolado forestal - Momentos criticos de fractura -

Algunas relaciones entre factores ambientales y la caida de los drboles - Diagnéstico de riesgos -
Métodos para la identificacidon de riesgos en drboles urbanos.

3. Casos con historia: el Ceibo jujefio de Alvear (Erythrina falcata Benth) - El Drago (Dracaena dra-

co) - Riesgo de caida del Drago - Algunas verificaciones 77 situ y primeros resultados.

Inicialmente, se efectda una descripcién muy sintética de las plantas en general. En este desarrollo
vemos que todos los vegetales en el curso de su filogenia han adquirido particularidades estructurales
que le permiten vivir bajo determinadas condiciones externas. /

El reino vegetal se puede estudiar desde muy distintos puntos de vista: por un lado el reconoci- -
miento de estructuras y formas y por el otro, el andlisis de procesos vitales, de funciones y de fe-

némenos de desarrollo. ‘ ~

En las temdticas vinculadas a la estdtica de los drboles podemos observar que estas plantas, como .
estructuras fisicas vivas, estdn sujetas a factores que condicionan su vitalidad y a factores que afec- o
tan su estabilidad.

El desarrollo de los contenidos permite comprender la importancia de la relacién del 4rbol como sis- ke
tema en equilibrio dindmico, a nivel fisiolégico, mecdnico y estructural, y también del equilibrio con .
el ambiente que lo rodea. .
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Nos introducimos en...)

4.1.- La diversidad en las plantas

4.1.1.- Las plantas en su reino

El mundo actual presenta una gran diversidad de seres vivos. Entre esas formas vivas, los vegetales
constituyen un reino sumamente diverso y versdtil que cuenta con innumerables adaptaciones a los
medios en que se encuentra.

Un vegetal es un ser vivo capaz de elaborar materia orgdnica a partir de sustancias como el di6xido
de carbono y el agua, impulsado por la energfa luminica. Como subproducto de esta reaccién se libera
oxigeno, que es utilizado por todos los organismos de respiracion aerdbica durante los procesos de
oxidacién biolégica.

Las plantas son organismos fotosintéticos pluricelulares de reproduccién sexual que evolucionaron a
partir de las algas verdes y presentan enormes diferencias que se expresan en la diversidad de sus
formas y funciones.

Para clasificar las plantas se tiene en cuenta, entre otros, la presencia de vasos conductores y su dis-
posicién en el tallo, y la presencia o ausencia de flores.

En funcién de esto se las divide en tres :

grandes grupos: las bridfitas son plan- Reino Plantas

tas sin vasos conductores (los musgos); i

las pteridéfitas son plantas vasculares

sin flores (los helechos), y las esperma-
téfitas son plantas vasculares, con flo-
res y semillas. Este grupo se divide en
gimnospermas y angiospermas, y estas
tltimas se subdividen en dicotiledé-
neas y monocotileddneas.

I 1 ]
[Bridfitas| [Pteridéfitas|  |Espermatéfitas|
Ej.: musgos Ej.: helechos

[Angiospermas| [Gimnospermas|

[Dicotiledoneas| [Monocotiledéneas|

Figura 4.1. Reino plantas

Los bidlogos, a través del tiempo han considerado diferentes modelos para clasificar las diferentes formas de vida.
La primera organizacion de las entidades de la naturaleza, atribuida a Aristoteles, se realizd en los siguientes
reinos: animal, vegetal y mineral.

Posteriormente, Carlos Linneo diseiia un sistema con tres reinos, que los subdividia en clases y en drdenes.
Estos en géneros y en especies.

En 1969, la clasificacion se realizd en cinco reinos: Animal, Plantas, Hongos, Protistas y Monera.

En 1977, se dividid el Reino Monera en Archeobacterias y Eubacterias lo que resultd en un sistema de cla-
sificacion de seis reinos.

Una nueva organizacion se presenta en 1990, considerando un Sistema de Clasificacion de tres dominios:
Eukarya, Bacteria, Archaea.

Las bridfitas son los vegetales que primero conquistaron el medio terrestre y que al carecer de vasos con-
ductores y estructura tipica del cormo (raiz, tallo y hojas) viven en ambientes himedos y sombrios.

Las pteridéfitas (helechos) forman un grupo incluido dentro de las corméfitas, pues tiene tejidos
diferenciados. Han desarrollado una serie de adaptaciones que les permiten una mejor adaptacién
al medio terrestre.

Los vegetales con semillas pertenecen al grupo de las plantas vasculares, como es el caso de las es-
permatoéfitas.

Las espermatdfitas, cuyo nombre cientifico proviene del griego sperma, que significa semilla, y firon
que significa planta, se traduce como plantas con semilla.



En éstas encontramos las que poseen semillas desnudas (sin estar recubierta por el fruto) gimnosper-
mas, y las que tienen semillas cubiertas (encerradas por los frutos) las angiospermas.

a) Angiosperma (del griego aggcion, vaso, y sperma, semilla):
los miembros de esta divisién constituyen la forma de vida vegetal dominante y son la fuente de la
mayor parte de los alimentos en que el ser humano y otros mamiferos basan su subsistencia, as
como de muchas materias primas y productos naturales.
Pertenecen a este grupo casi todas las plantas arbustivas y herbdceas, la mayor parte de los drboles,
salvo pinos y otras coniferas, y plantas mds especializadas, como suculentas, epfifitas y acudticas.

Las Angiospermas presentan dos clases:

Liliosida (anteriormente denominada monocotiledoneas)
Magnoliopsida  (anteriormente denominada dicotiledéneas)

b) Gimnosperma (del griego, gymno, desnudo, y sperma, semilla):
son plantas lefosas, casi siempre arbéreas, a veces arbustivas o de biotipo palmeroide.

El término gimnospermas es arin utilizado para referirse a los siguientes cuatro taxones de plantas:

Coniferophyta - las coniferas

Ginkgophyta - con una sola especie viviente, Ginkgo biloba

Cycadophyta - las cicadas

Gnetophyta - con tres familias, cada una con un sélo género, Gnetum, Ephedra, Welwitschia.

4.1.2.- Morfologia de las plantas

El reino vegetal se estudia desde muy distintos puntos de vista: desde las moléculas y las células, pa-
sando por los tejidos y los 6rganos, hasta los individuos, las poblaciones y las comunidades vegetales.
En general, todas esas direcciones de estudio se basan en el andlisis comparativo de los fenémenos
particulares y de su variabilidad, para llegar a una generalizacién y al reconocimiento de las relaciones
regulares que unen dichos fendmenos entre si'y a los cuales siempre deben asociarse los métodos es-
tatico y dindmico: por un lado reconocimiento e interpretacién de estructuras y formas, por el otro,
andlisis de procesos vitales, de funciones y de fendmenos de desarrollo.

La Morfologia boténica, es la teorfa general de la estructura y forma de las plantas, ¢ incluye la Ci-
tologfa y la Histologfa.

Sintetizando podemos concluir que la Cirologia y la Histologia juntas son necesarias para comprender
la Anatomia de las plantas, o sea, su constitucién interna y la Organografia o Morfologia, en sentido
estricto, tratan de la forma externa.

4.1.2.1.- Los niveles morfoldgicos de organizacién

Segin la altura de organizacién morfoldgica se pueden distinguir tres niveles: los protdfitos, los taldfitos
y los cormdfitos.

Se consideran protdfitos todos los vegetales unicelulares, asi como los que estdn formados por agregados
de células, apenas diferenciadas en el sentido de una divisién de trabajo.

135



Capitulo 4 | La estatica en el universo que nos rodea: la naturaleza

La Estatica en la vida cotidiana

136

Los taldfitos, son vegetales pluricelulares, diferenciados a base de una divisién del trabajo, por ejemplo,
distintas estirpes de algas y hongos de organizacién superior.

Los cormdfitos, se caracterizan por la formacién de tejidos diferenciados que complementan la funcién
del tejido fundamental o parénquima, en distintas misiones, por ejemplo, la proteccién superficial,
la toma de agua, la conduccidén y cesién de la misma, la funcién de sostén.

Como cardcter diferencial externo mds importante respecto a los taléfitos, se pueden citar la diferen-
ciacién del cuerpo vegetativo en raiz, tallo y hojas.

Los tejidos en los corméfitos, son sistemas de tejidos, conjuntos morfolégicos-fisiolégicos, compuestos
por distintos tipos de células. Desde el punto de vista ontogenético pueden reunirse en dos grandes
grupos: los tejidos embrionales o meristemas y los tejidos definitivos o adultos.

4.1.3.- Tejidos mecdnicos o de sostén

En los tejidos adultos encontramos los tejidos mecdnicos o de sostén. La mayoria de las plantas
deben su solidez y elasticidad a la posesién de tejidos mecdnicos especiales, formados por células
dispuestas en masa compacta y con la membrana fuertemente engrosada en parte (colénquima) o
en su totalidad (esclerénquima).

El colénquima, tejido capaz de crecer y dilatarse fuertemente, estd presente en las partes vegetales
que todavia manifiestan crecimiento activo.

El esclerénquima, seglin tenga que resistir a la compresidn o la traccién, consta de diferentes células
pétreas de gruesa pared o fibras de esclerénquima, alargadas y de membrana mds o menos engrosada

La resistencia a la compresidn de la dura y quebradiza cdscara de nuez, se debe en general, a los tejidos de
células pétreas.

La facultad de curvarse de los tallos y de muchas hojas, la rigidez columnar de los troncos, asi como la resis-
tencia a la traccidn propia de las raices, hay que atribuirlas a los tejidos de fibras esclerenquimdticas.

Las células y fibras esclerenquimadticas, se forman aisladas o en grupos y, generalmente, se disponen
en cordones, bandas, vainas o revestimientos carentes de espacios intercelulares, que se ordenan de
modo que puedan desempefar su cometido de comunicar a los érganos la necesaria resistencia con
ayuda de material de sostén.

4.1.3.1.- Ordenacidén de los elementos de sostén

La ordenacién de los elementos mecdnicos de colénquima y esclerénquima en los 6rganos del vdstago
se observan en la figura 4.2. en Fy G.

Las funciones que realizan estos tejidos se pueden comprender mejor con el siguiente ejemplo:
En la construccién con hormigén armado, el armazén de las barras de acero se fija dentro de la
masa de relleno en los lugares expuestos a mayor accién mecdnica (figura 4.2., D). En las plantas
la ordenacién de colénquima y esclerénquima se pueden comparar a este sistema de construccién
(figura 4.2, F, G) y en lugar de la masa de relleno encontramos el parénquima, que se caracteriza
por sus propiedades eldsticas.

Asimismo, el peligro de rotura de los elementos estructurales es mayor cuanto mds periférico o alejados
de la fibra neutra se hallan. Entonces, la disposicién de los elementos mecdnicos en aristas salientes
puede ser favorable para una mayor resistencia a la flexién (figura 4.2., H).

ilE. Strasburger, E Noll, H. Schenck y A. E W. Schimper. 1974. Trataco de botdnica. Editorial Marin. Barcelona. Espafia.



Principios de ordenacion de los tejidos mecanicos

A

Principios de ordenacion de los tejidos mecanicos. A y B efectos de curvatura en una viga: traccion, de
lado convexo, acortamiento (compresion) del concavo; la «fibra neutra» (n) Gnicamente se curva, pero no sufre
ningtin cambio de longitud. C soporte en doble 7 (St nervio, F alas). D cilindro hueco con las paredes reforzadas
por soportes en doble 7. E chimenea de fabrica construida en hormigén armado: la armadura se limita a ocho pares de
varillas de hierro. F seccion transversal del tallo de Trichophorum germanicum; |a posicion de los refuerzos y de
los huecos es exactamente la misma que en E. G seccion transversal del tallo de Molinia coerulea (poacea),
(Sk esclerénquima, £ haz conductor, Ass parénquima asimilador). H seccion tranversal del tallo de Lamium album,
Ko las cuatro aristas de colénquima que protegen el tallo cuadrangular, £ haces conductores, £ parénquima
cortical, Mh cavidad medular. (E y F segin Rasdorski; G x 25, H x 10).

(Fuente: E. Strashurger, 1974)

Figura 4.2. Principios de ordenacién de los tejidos mecdnicos

4.1.4.- Morfologia y anatomia del cormo

Los érganos funcionales bdsicos que forman parte de todas las plantas superiores terrestres son: un
véstago orientado hacia la luz, provisto de 6rganos asimiladores planos del mayor tamano posible, y
un sistema que fije la planta en la superficie o en el interior del sustrato, 6rgano que va a servir, a la

vez, para la absorcién del agua (Figura 4.3).
4.1.4.1.- El vdstago

El véstago consta del #allo, que es el eje del mismo y, en
su forma tipica, se presenta como un cuerpo cilindrico con
aspecto de varilla, y de hojas, que son apéndices laterales
del ¢je que de ordinario presentan crecimiento limitado.
La ramificacién del vdstago puede producirse de dos ma-
neras: por bifurcacién de un eje madre en dos ejes hijos o
por formacién lateral de ramas hijas en un eje madre que
prosigue su desarrollo, es decir, por ramificacion lateral.
Cada sistema de ramas tiene su aspecto propio, su hdbito,
determinado por: el nimero de los érdenes de ejes latera-
les que se desarrollan (grado de ramificacién), la disposi-
cién de las ramas laterales en los ejes madres, la intensidad
de crecimiento y la orientacién de las ramas laterales.
Muchos de estos vegetales, de larga vida aumentan la solidez
de los tallos y raices, mediante la formacién de grandes can-
tidades de tejidos de sostén fuertemente lignificados y, por
ello, rigida y dura. Del tallo primario blando resultan fuertes
troncos y ramas. Estos vegetales lefiosos se denominan 4rbo-
les o arbustos, segin la simetria de su ramificacién.

Esquema general de los drganos de una planta

A: Vastago — B: Raiz

Yema apical
Primordio foliar

[ Tejidos de conduccion
Yema axiliar
Cotiledon

Nivel del suelo

amificacién

Zona pilifera
Meristema apical
Cofia

Figura 4.3. Partes de las plantas
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4.1.4.2.- Las hojas

Son primordios foliares que aparecen en el dpice caulinar a manera de protuberancias laterales. A di-
ferencia del tallo, con muy raras excepciones, poseen crecimiento limitado.

En casi todos los vegetales lefiosos las hojas tienen una vida mucho mds corta que los tallos que las
han producido. Las plantas cuyas hojas vegetativas se conservan durante varios periodos de vegetacién
se denominan perennifolias o de hoja persistente, en oposicion a las caducifolias o de hoja caediza, en
las que las hojas sélo son activas durante un dnico periodo vegetativo.

4.1.4.3.- La raiz

Las raices son drganos que crecen, por lo general, por debajo del nivel del suelo (raices epigeas) y
hacia la profundidad del perfil, aunque unas pocas especies presentan raices aéreas. Pueden tener o
no ramificaciones y carecen de hojas, nudos y entrenudos, presentan simetria radial y al principio tie-
nen aspecto filamentoso.

Las raices sirven para fijar la planta al suelo (raices fijadoras) tomar de éste, agua y sales, y transportarlas
al sistema caulinar (raices nutricias), y también sirven para el almacenamiento de productos de reserva
(raices reservantes). Por lo general, realizan simultdneamente varias de dichas funciones.

4.1.5.- El 4arbol

El 4rbol” es una planta lefiosa que se caracteriza por poseer un tallo principal erguido llamado tronco
o fuste, que crece ascendentemente y se ramifica en altura.

Cada 4rbol se sostiene en su tronco y termina en una copa; ésta se forma por las ramas que nacen del
tronco y que se subdividen en ramas mds finas, donde nacen las hojas.

Cuando no existen ramas —como en el caso de las palmeras, que s6lo lucen una corona de grandes
hojas—, no se habla de tronco sino de estipe.

4.1.5.1.- Tamano de los irboles

Se refiere a las dimensiones aproximadas que adquiere un 4rbol cuando es adulto. Por ejemplo un
plétano (Platanus acerifolia) a los 15 afios puede alcanzar 20 m de alto y 10 m de ancho en la copa.

Los siguientes datos de alto y de ancho permiten clasificar a los drboles en tres categorfas: pequefios,
medianos y grandes.

Tipo Altura Anchura
PEQUENOS Menos de 6 m Menos de 4 m
MEDIANOS Entre 6y 15 m Entre 4y 6 m

GRANDES Mis de 15 m Mis de 6 m

4.1.5.2.- Principales formas de 4rboles

Se distinguen tres categorias principales: los llorones, los erguidos, y los de copa en forma de bola
mds o menos aplastada.

2La palabra zree (drbol en inglés) deriva del sdnscrito deru que significa firme o sélido.
El drbol es una planta perenne, de tronco lignificado, y elevado, que se ramifica a cierta altura del suelo. Fuente RAE.
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Arboles de porte esférico, de bola o redondeados Arboles de porte conico o piramide

Arboles de porte fastigiado con forma de aguja
(adoptan una copa mas o0 menos estrecha y muy vertical)

Figura 4.4. La forma de los drboles
4.1.5.3.- Funciones de los 4rboles

Son muchas las funciones que cumplen las plantas y en particular los drboles, dentro de ellas, encon-
tramos que albergan y protegen a muchas especies de animales y plantas. Las raices de los drboles
protegen los suelos, mientras que las copas, impiden la erosién que producen los fuertes vientos, dis-
tribuyendo las precipitaciones de manera lenta y uniforme, para no dafiarlos. Evitan inundaciones.
Contribuyen al mejoramiento del clima, moderador de los efectos del sol, del viento y la lluvia, pu-
rificacién del aire, etc.

A. Los drboles fuera del bosque: la FAO? ha definido la categoria de drboles fuera del bosque con re-
ferencia a drboles y sistemas arbéreos que ocupan tierras distintas de las definidas como bosques y otras
tierras boscosas.

Los 4rboles fuera del bosque (AFB o TOE por sus siglas en inglés Trees Outside Forest) incluyen
entre otros a drboles en tierras agricolas, urbanas y periurbanas: drboles a lo largo de la infraestructura
humana como carreteras, canales, al margen de rios o riachuelos, dentro del paisaje agricola; drboles

i 3 FAO. 2002 Los drboles fusera del bosque: hacia une mejor consideracién. Guia FAO Conservacién, 35. FAO. Roma.

>

139

WAL R 24



Capitulo 4 | La estatica en el universo que nos rodea: la naturaleza

La Estatica en la vida cotidiana

140

en galeria; drboles en parques y huertos; y también drboles en tierras naturales donde la cobertura ar-
bérea es tan escasa que la vegetacién no cumple con la definicién de bosque.
Entre otras caracteristicas, los drboles fuera del bosque satisfacen muchas necesidades familiares y
estdn integrados en las estrategias de produccidn, consumo y obtencién de rentas de las poblaciones.
Proporcionan productos de primera importancia a nivel alimentario, tanto para el hombre como para
el ganado (frutos, semillas, nueces, forraje, etc.) o no alimentario (farmacopea, madera de construc-
cidn, de trituracién, de leha y para uso doméstico, fibras, hojas, etc.).
Algunos productos y servicios que brindan los drboles como aporte potencial para satisfacer las nece-
sidades humanas bésicas®.
* Alimentos humanos cosechados de los drboles (frutas, nueces, hojas, aceites, hongos, etc.).
* Alimentos para animales (hojas, frutas, nueces, vainas, corteza, raices, madera).
¢ Fertilizantes (producto de las podas, de la hojarasca, de la muerte de las raices).
* Aportes a la condicién nutricional de los cultivos mediante:
a) fijacion de nitrégeno;
b) acceso a un mayor volumen de nutrientes de los suelos por medio de los drboles de raices profundas;
¢) mejor disponibilidad de los nutrientes y materia orgdnica.
* Conservacidn del suelo y del agua, regulan la escorrentia y erosién, ayudan en el mejoramiento del
drenaje y en el control de inundaciones.
* Mejoramiento del microclima asociado con la colocacién de los drboles en tierras de cultivo y de
pastoreo (barreras de proteccion, cortavientos, drboles de sombra).
* Energia: lena, carbén de lefa, astillas, aserrin, briquetas, etc.
* Materiales de construccidn: palos, postes, tablones, madera aserrada, madera elaborada, techos de
material vegetal, madera para pisos, durmientes, etc.

Ademis, los drboles fuera del bosque, al igual que los drboles de los sistemas forestales, prestan mul-
tiples servicios directos (calidad del medio ambiente, conservacién de los ecosistemas, sombra, etc.)
e indirectos, como la creacién de empleo, el desarrollo de sectores industriales y artesanales.

B. El 4rbol en dreas boscosas. En 4reas de bosques, la boveda de hojas la copa de los drboles, inter-
cepta y redistribuye gradualmente la precipitacién, que de otro modo podria causar inundaciones y
erosién. Una parte de la precipitacidn fluye por la corteza de los troncos, el resto se filtra a través de
las ramas y el follaje.

Esa distribucién mds lenta y poco uniforme de la lluvia asegura que el suelo y el agua no sean arras-
trados de forma inmediata. Ademds, las raices de los drboles y las otras plantas sujetan el suelo e im-
piden inundaciones y el enturbamiento de rios y arroyos. Los bosques también pueden aumentar la
capacidad de la tierra para capturar y almacenar reservas de agua y mantener un flujo constante de
agua en rios y arroyos en tiempos de fuertes precipitaciones o sequias.

Los bosques fijan 2,5 toneladas de CO, (didxido de carbono) por hectdrea y por aro, y liberan 6,67 tone-
ladas de O, (oxigeno) por hectdrea y por asio.

C. El 4rbol como modificador del ambiente urbano. Las ciudades con sus construcciones constituyen
un medio de tipo rocoso muy buen conductor del calor. Los edificios aumentan la refraccion y la ab-
sorcién de la radiacién. Por esto las ciudades se transforman en acumuladores de calor, su capacidad
de generar calor aumenta con la actividad socio-econémica, son islas de calor con temperaturas mds
elevadas y menor humedad relativa.

La mayorfa de los drboles y arbustos en las ciudades se plantan para dar belleza y sombra. Sin embargo,
los drboles sirven para muchos otros propésitos y funciones.

£ 4 FAO 1996. Caracteristicas socioecondmicas de los drboles y de las prcticas de plantacién forestal. John B. Raintree. FAO. Roma.



al. Rehidratacidn de la atmdsfera. Tarea realizada por los drboles (y todas las plantas) mediante la
transpiracién. Mediante este proceso, las plantas entregan vapor de agua a la atmdsfera a través de
aberturas en la epidermis de las hojas (los estomas).

Se estima aproximadamente que una hectdrea de Raulies del sur argentino, transpira de 3.000 a
5.000 m? de agua por ano.

b2. Refrescamiento del aire. Mediante la transpiracién del agua y las superficies sombreadas, los
drboles reducen la temperatura del aire (Nowak, 1995). Las plantas toman del aire el calor necesario
para llevar el agua del estado liquido al gaseoso y asi evaporarlo al aire mediante la transpiracién.

Por este mecanismo puede llegar a disminuir 6° C la temperatura ambiental en época de calor en una zona
cubierta por la vegetacion.

Si la cubierta vegetal es de un 30% la disminucion de la temperatura puede llegar a 4° C.

Este beneficio es muy claro en el verano cuando las personas se acercan a plazas y parques.

c3. Intercepcién de la radiacidn solar. Los drboles interceptan la radiacion solar en cantidades que
dependen en verano, del tipo de copa (ligera, densa, extra densa) y, en invierno, de la condicién de
desnudez de la misma.

Comparando la cantidad de sol que atraviesa la copa en dos especies urbanas: Plitano y Fresno en in-
vierno (1) y en (V) verano.
- Las dos especies se encuadran dentro del tipo caduco (es decir pierden las hojas en invierno)

La cantidad de sol que atraviesa la copa (en porcentaje):
Pldtano 41% (1) / 9,8% (V)

Fresno 70% (1) / 16,2% (V)

Si comparamos los valores de invierno, el Pli-
tano presenta la particularidad de que las
hojas secas permanecen en la copa en el perio-
do invernal por lo que no deja pasar tanto el
sol como el Fresno.

En verano los valores demuestran una copa
mds densa para el Platano y mds ligera en el
Fresno.

o lanli, _ Gl
Enfriamiento durante el verano

En las ilustraciones siguientes se pueden
observar algunas de las funciones de los 4r-
boles, que fueron citadas precedentemente.

Moderador de la fuerza del viento

[

4.1.5.4.- Cortinas y barreras forestales

Obstruccion del viento Desviacion del viento Filtracion del viento La accién del viento como fuerza extrema,
Fuente: Guia para el Avalo de Plantas, ISA, 2002 SObI‘C Cl bienestar de 13.8 personas y dC lOS
animales suele ser un severo problema en

Figura 4.5. Funciones de los drboles |os espacios abiertos que estdn desprovistos
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de vegetacién vegetal, también el viento puede en muchos casos llegar a ser una limitante para el cre-
cimiento de algunas plantas.

Las cortinas cortaviento reducen los efectos negativos del viento y estin conformadas por varios tipos
de estructura. Las forestaciones que se plantean como barrera o cortinas incorporan més de una linea
de drboles.

Las avenidas de drboles mitigan los efectos del viento pero no conforman estrictamente una barrera forestal.

La eleccién de la cortina se efecttia de acuerdo al tipo de cultivo u objeto a proteger. Una clasificacién
estd basada en la porosidad:

Permeabilidad o porosidad

Estd dada por la capacidad de la cortina forestal para interceptar mayor o menor proporcion de viento libre.
Esta caracteristica estd determinada por diferentes distanciamientos (entre hileras y entre plantas) y com-
posiciones (plantas de diferentes especies).

Cortinas Densas con una porosidad menor al 15%, es utilizada para proteger casas, ganado, inverndculos.
Cortinas Semipermeables con una porosidad de 15 a 45%, es utilizada para proteger cultivos, pas-
turas sensibles.

Cortinas Permeables con una porosidad mayor a 45%, es utilizada para proteger cultivos poco sen-
sibles a la accién del viento.

Barrera para el viento. Al oponerse una barrera a la libre circulacién del viento, se producen turbu-
lencias, que consisten en remolinos de grupos de moléculas de aire con componentes perpendiculares
a la direccién del viento, tanto vertical como horizontal. Esta turbulencia es afectada por la densidad
o porosidad de la barrera en forma directamente proporcional, y al elevarse por encima de la copa de
los drboles, ofrece un mayor obstéculo al viento, aumentando la accién de la barrera. Es decir, que el
fin de la cortina no es detener el viento, sino provocar que éste pase de un régimen turbulento a uno
laminar de menor velocidad, reduciendo el dafio que podria ocasionar a su paso.

El escalonamiento desde arbustos grandes hasta arboles de ) 100
gran porte permiten el ascenso suave de los vientos y aumenta
la efectividad de las cortinas. Hay una zona de turbulencia, se crea detras de la cortina

El area protegida por el sotavento, puede llegar hasta 450m.\

Hay una disminucion paulatina de la intensidad del viento Se obtiene una ligera proteccion, hasta 50m por el lado del barlovento.

Figura 4.6. Barrera para el viento




Algunos beneficios de las cortinas forestales

e disminuir la erosién del suelo, evitando la pérdida de fertilidad de los suelos protegidos;

* otorgar proteccién y mejorar la productividad de los cultivos;

e incrementar el peso y sobrevivencia de los animales protegidos en los meses de invierno, al disminuir
la velocidad del viento y aumentar la temperatura;

* otorgar proteccién a cursos de agua, y aumentar la biodiversidad;

* proteger galpones, corrales, casas y otras infraestructuras;

e disminuir los requerimientos energéticos de los hogares protegidos, abaratando los costos de calefaccién;

e producir productos forestales, como madera, postes, lefia y productos forestales no madereros (PFnM);

* aumentar la rentabilidad del predio, al ser consideradas como una mejora ambiental y productiva.

Cortinas Cortavientos y de Proteccién

Entre las consideraciones que se deben tener presente al establecer una cortina cortavientos estin

* el efecto de la altura, dado que determina el 4rea que protege la cortina: el drea de mejor proteccion
flucttia entre 3 a 5 veces h (altura). La altura va a depender de la especie utilizada, el manejo realizado
y la edad de la cortina.

o efecto de la densidad: si una cortina tiene una densidad baja, el viento pasard a través de los 4rboles
sin oponer mayor resistencia y su velocidad no disminuird en forma importante; si la cortina tiene
una densidad muy alta, el flujo de aire se eleva rdpidamente, pero al traspasar la cortina, provocard
fuertes turbulencias detrds de ésta, en lugar de dar proteccién. La densidad de una cortina se calcula
como el porcentaje de cobertura de ésta en relacién a su drea total, y estd determinada por la(s) es-
pecie(s) y el distanciamiento entre los drboles y arbustos.

e efecto de la orientacién: una cortina cortaviento serd mds eficaz, mientras més perpendicular a la
direccién del viento se establezca. Generalmente la direccidn de los vientos varfa dependiendo de
la época del ano, sin embargo al disefiar una cortina cortavientos se debe tener en cuenta de qué
direccién viene el viento mds predominante y perjudicial, tanto para los animales, cultivos o edifi-
caciones. Si en el lugar, hay mds de una direccién de viento que provoca dafio, es necesario disenar
cortinas en forma de “L”, “T”, o perimetrales.

El principal objetivo del establecimiento de una cortina forestal es proteger las dreas proximas a ésta, ya sea
para disminuir la velocidad del viento, entregando proteccion a los cultivos, ganado o construcciones, para
proteger el suelo disminuyendo la erosion y, para proteccion de las riberas de cursos de agua. La finalidad de
la cortina puede ademds contribuir al embellecimiento del predio, evitar la dispersién del polvo de los caminos
interiores o de acceso, aislar visualmente algunos sectores del predio como casas, galpones y otro tipo de in-
fraestructura, y generar dreas para el desarrollo de la vida silvestre y aumento de la biodiversidad.

Aspectos relevantes en el disefio de una cortina cortaviento
Para obtener el maximo provecho de este sistema, se debe identificar antes de establecer la cortina el sector
que se desea proteger y, planificar la disposicién y la longitud que tendrd la cortina cortaviento en ese lugar.

Aspectos, entre otros, a considerar para el disefio de una cortina:

¢ Distanciamiento: usualmente el espaciamiento entre plantas en la hilera varfa entre 1,5 a 2,5 metros,
y entre hileras 1,5 a 3,0 metros, dependiendo de la densidad que se desee obtener para cortar el
viento o, para proteger el suelo o curso de agua. Se debe considerar la velocidad del viento, la pen-
diente y que se desea proteger (cultivos, ganado, edificaciones, curso de aguas, otros).

* Especies: la eleccion de una especie se hace en funcién del tipo de suelo, los requerimientos de agua, ve-
locidad de crecimiento, susceptibilidad a plagas y tipo de cortina a construir. Las especies forestales tam-
bién se pueden combinar con arbustos, para mejorar la intercepcién del viento y proteccién del suelo.

* Numero de hileras: el nimero de hileras a establecer en una cortina dependerd de los sectores a
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proteger, de la velocidad del viento, y de la topografia del lugar. Usualmente varfan entre 1 a 4,
siendo las cortinas mds comunes de dos a tres hileras.

Clasificacidn de las especies para la formacidn de barreras rompevientos
Los 4rboles para las barreras rompevientos se pueden clasificar segtin la persistencia de sus hojas y
seglin su porte.

Segtin la persistencia de las hojas:

* de hoja caduca: son los drboles que en otono pierden sus hojas;

* de hoja perenne, son los drboles que "no voltean" las hojas en otofio. Estas especies son las més
usadas en virtud de que durante todo el afio brindan proteccidn.

Segtin su porte o altura:

¢ tipo 1 - de gran porte: eucaliptos, dlamos, fresno blanco, 4drbol del cielo;

* tipo 2 - frondosos de porte mediano: pldtanos, moreras, grevillea, pinos;

* tipo 3 - arbustos o drboles pequenos: tamarisco, aguaribay, acacia saligna, olivo de Bohemia;

* tipo 4 - arbustos muy pequenos para frenar el aire que se cuela por entre los drboles de mayor porte.

Teniendo en cuenta que el objetivo es elevar el aire por encima de la masa forestal, una disposicién
adecuada de las especies serfa, por ejemplo: drboles de tipo 3, luego los de gran porte tipo 1 y una ter-
cera hilera de porte mediano tipo 2, pudiendo o no colocar otra cuarta hilera de arbustos tipo 4.

En la tabla siguiente puede observarse que existe predominio de las especies latifoliadas (planta de
hoja ancha) sobre las coniferas. Ello se debe a que el més rdpido crecimiento de esas especies hace fac-
tible obtener la proteccién buscada en un tiempo menor.

Latifoliadas Persistencia de las hojas Posicién en la cortina
Acacia negra Gleditsia triacanthos Caduca Intermedia

Acacia blanca FRobinia pseudo - acacia Caduca Intermedia

Acacia visco Acacia visco Caduca Intermedia

Olmo siberiano Ulmus pumila Caduca Intermedia

Olmo americano Ulmus americana Caduca Intermedia

Paraiso Melia azedarach Caduca Intermedia

Sofora de Japon Styphnolobium japonicum Caduca Intermedia

Eucalipto Eucalyptus sp. Persistente Central

Aguaribay Schinus molle Persistente Central

Casuarina Casuarina sp. Persistente Central

Maclura Maclura pomifera Caduca Intermedia

Morera blanca Morus alba Caduca Intermedia

Morera negra Morus nigra Caduca Intermedia

Arbol del cielo Ailanthus altissima Caduca Intermedia

Higuera Ficus carica Caduca Intermedia
Membrillero Cydonia sp. Caduca Exterior

Granada Punica granatum Caduca Exterior

Olivo Oleae europea Persistente Exterior o Intermedia
Duraznero Pronus persica Caduca Intermedia

Acacia australiana Acacia melanaxylon Persistente Intermedia

Acacia hoja larga Acacia longiolia Persistente Intermedia
Tamarisco Tamaix sp. Caduca Exterior

Arce 0 acer Arce negundo Caduca Intermedia

Olivo de Bohemia Eleagnus angustifolia Caduca Exterior o Intermedia

Tabla 1. Especies indicadas para la formacion de cortinas rompevientos



Coniferas

Ligustro Ligustrum sp. Persistente Intermedia
Pino de Alepo Pinus halepensis Persistente Intermedia
Pino maritimo Pinus pinaster Persistente Intermedia
Pino pofionero Pinus pinea Persistente Intermedia
Ciprés horizontal Cupressus sempervirens var. horizontales Persistente Exterior o Intermedia
Ciprés de Monterrey Cupressus macrocarpa Persistente Exterior o Intermedia
Tuya Thuja sp. Persistente Exterior o Intermedia
Cedro deodora Cedrus deodara Persistente Exterior o Intermedia

Tabla 1. Especies indicadas para la formacion de cortinas rompevientos

4.1.5.5.- Los efectos del viento en la vegetacién

Los efectos del viento sobre la vegetacién constituyen un indicador indirecto del potencial edlico
local. Entre los factores que afectan la respuesta de la vegetaciéon como indicador de la potencia del
viento en un lugar determinado, estdn el tiempo de exposicidn, el dngulo de inclinacién de la defor-
macion resultante, y el tipo o especie de drbol o arbusto.

Los distintos indices de deformacién del viento
Existen cinco indices de los efectos del viento sobre los drboles. Cada indice brinda un acercamiento
de las caracteristicas del viento responsable del efecto sobre los drboles:

La excentricidad (E). Es un indicador de la desviacién de la circularidad del tronco de un 4rbol.
La excentricidad se define como E donde:

E- (2A - 2B) 2A = eje mayor del drbol

B A 2B = eje menor del drbol

El indice de forma (S). Es una medida de la influencia relativa del viento sobre el radio y extensién
del crecimiento del tronco. La relacién es calculada al dividir la circunferencia del 4rbol en 1,5 m
por su altura.

Relacién Grigg — Putnam del tipo de deformacién (G). Es una escala subjetiva de clasificacién
parecida a la que desarrollé Putnam (1948). A cada 4rbol se da una clasificacién con base en las
caracteristicas de su deformacién edlica.

La relacién de deformacién (D). Es un indicador del grado de viento que induce a deformar un
drbol. Se calcula una relacién entre el dngulo o (dngulo entre la copa y el tronco del lado del so-
tavento del drbol) y el 4ngulo B (dngulo entre la copa y el tronco del lado de barlovento del 4rbol)

La relacién de compresién (C). Es un indicador de la influencia del viento sobre la deformacién
de la madera de reaccién. La relacién es calculada al tomar el incremento anual de crecimiento del
tronco sobre el lado del sotavento del drbol y dividirlo por el incremento de crecimiento del lado
de barlovento del 4rbol.

Indice Grigg — Putnam

El indice Grigg — Putnam es el primer indice de los efectos del viento en la configuracién de los 4r-
boles. Este indice es una escala subjetiva basada en el grado de respuesta del drbol hacia el viento.

145



Capitulo 4 | La estatica en el universo que nos rodea: la naturaleza

La Estatica en la vida cotidiana

146

El indice se divide en ocho clases:

¢ Clase 0 — Ningtin efecto: un examen cuidado de agujas, ramitas y ramas indican que el viento no
ha tenido ninguna influencia notable en el 4rbol.

* Clase I — Efecto peinado: las ramas pequefias y agujas aparecen inclinadas en la direccién predo-
minante del viento. La copa del drbol debe aparecer ligeramente asimétrica.

¢ Clase II — Ligeramente abanderado: las pequefas ramas y extremos de las ramas mds grandes se
doblan por el viento, déndole a la copa del 4rbol una notable asimetria.

¢ Clase III - Moderadamente abanderado: se doblan las ramas grandes hacia los bordes de sotavento
del 4rbol, lo mismo ocurre en los laterales de la copa.

* Clase IV — Fuertemente abanderado: todas las ramas estdn a sotavento y el tronco estd a descubierto
del lado de barlovento. El 4rbol parece una bandera.

¢ Clase V — Parcialmente inclinado: el tronco del drbol estd parcialmente inclinado, asi como las
ramas se doblan al reparo del mismo. El tronco se inclina en forma céncava o convexa, se acrecienta
el grado de inclinacién del drbol, acercando la copa y el tronco al suelo.

* Clase VI - Completamente inclinado: el drbol crece casi paralelo al suelo por el predominio de la direccién
del viento. Las ramas mds grandes se extienden del lado de sotavento, mds alld del extremo del tronco.

* Clase VII — Efecto alfombra: el viento es muy fuerte y estd acompanado de condiciones muy severas,
por ejemplo las heladas, tomando el drbol forma de arbusto. Se pierde el desarrollo del drbol en forma
simétrica; es predominante el crecimiento lateral, a ras del suelo. La copa crece sobre la tierra como
un postrado arbusto.

Indice de deformacién indice Grigg - Putnam
Vientos prevalecientes

La relacién de deformacién (D) mide el nivel 0 I
de asimetrfa de la corona y la desviacién del ,_I_< Sn + Peinada
leformacion y ligero
efecto bandera

tronco principal. Este indice puede calcularse
mediante dos metodologias distintas. La pri-

mera se puede realizar en forma manual me-

diante la medicién de los distintos dngulos de )_I_( !ilgem »_e‘ ,u'! b
deformacién sobre las fotografias tomadas. La electo iy
segunda consiste en la digitalizacién de las fo-

tograffas para corroborar los posibles errores de

medicién mediante Autocad y Cad. IV Vv
Para el cdlculo del Indice de Deformacién (Re- é Efecto S Parcialmente

.y g . bandera barrido
lacién Grigg - Putnam) se debe considerar que acentuado

para las coniferas y las casuarinas, o es el dngulo

formado por el borde de la copa y el tronco del

lado del sotavento, 3 es el 4ngulo formado por == VI —_— Vil

1 b Completamente Aplastada
el borde de la copa y el tronco del lado de bar- =" barito ——— odltmbrada
lovento, y es el dngulo promedio de la desvia-
cién del tronco hasta el borde de la copa. Fuente: Ponce, 6. y Roberts, G; 1996

Figura 4.7. Efectos del viento en la configuracion de los drboles



La ecuacién para el indice de deformacién es:

>

A
D)
45°

Para 4rboles de copa esférica la relacién de deformacién es dada por:
A

4 p®
= — +

B 45°

donde A es la distancia media del perimetro de la copa del lado de sotavento, B es la distancia media
del perimetro de la copa del lado del barlovento, y § es el 4ngulo medio del perimetro de la copa y
el tronco, a sotavento.

>

4.1.5.6.- Los arboles en los medios urbanos iy iy .
La relacion de deformacion para arboles

de porte piramidal y arboles de copa esférica

En el paisaje urbano las condiciones de desarrollo de las plantas son
diferentes de las del paisaje rural. La pavimentacién y los edificios ca-
racterizan a la ciudad, en la que disminuye la velocidad del viento -
con un incremento de los golpes de viento-, aumentan las temperaturas
y precipitaciones, se reduce la humedad, y el sombreado es comin en
muchas calles estrechas y de paredes altas. Las condiciones de desarrollo
pueden ser también dificiles debido a los usos recreativos. (Kjell Nils-
son, Thomas B. Randrup y Tilde Tvedt, 1997).

Los 4rboles en los medios urbanos, ubicados como arbolado publico
o conformando espacios verdes ayudan a mantener frescas las ciudades B A,
y actian como filtros naturales y como factores de absorcién del ruido;
ademds, mejoran el microclima y sirven para proteger y elevar la calidad
de los recursos naturales: suelo, agua, vegetacién y fauna. Los 4rboles
contribuyen en medida considerable al atractivo estético de las ciuda-
des, permiten admirar su belleza a la vez que transmiten serenidad,
descanso y paz. Se dice que "¢/ tamario, fuerza y resistencia de los drboles Figura 4.8
les da una calidad similar a la de una catedral. Debido a su potencial de vida larga, con frecuencia se plantan
como monumentos vivos"®

El arbolado urbano es considerado y tratado como “arbolado funcional”, cumpliendo determinadas fun-
ciones concretas: regulacién ambiental, atenuacion de ruidos, depuracién del aire, aportacién de humedad

y sombra, influencia psicoldgica, etc.”

Q
=™
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Fuente: Ponce, G., Roberts, G.; 1996

Kaplan & Kaplan (1989) han formulado una teoria sobre la interaccion entre la atencion del hombre y
el entorno circundante. Esto significa que la vida urbana, con vebiculos rdpidos, seniales de nedn destellantes
y colores fuertes, ocasionan un estrés constante. La investigacion indica que la vegetacion y la naturaleza
refuerzan en las personas la atencion espontdnea, permiten que el sistema sensorial se relaje e infunda
nuevas energias. Las visitas a las dreas verdes relajan y aguzan la atencidn.

En el disenio urbano, la plantacién de drboles puede ser aislada, formando pequenos grupos, grandes masas o
formando alineaciones en calles. En cualquiera de los casos serd importante el conocimiento de las particula-
ridades y las limitaciones de las especies que pueden ser utilizadas, asi como el entorno donde serdn ubicadas.
Frecuentemente, la plantacién se realiza con poco aprecio y atencién hacia las caracteristicas y calidad
de las condiciones de desarrollo bajo la superficie del suelo y sin considerar las limitaciones de espacios

i 5 Krishnamurthy L. y J. Rente Nascimento, (Eds.). 1997. Areas Verdes Urbanas en Latinoamérica y el Caribe. 39 - 81 pp. - D.R. ©

1997 Banco Interamericano de Desarrollo. Impreso en México. CAPITULO 3. by

{ 0 Traduccién al espafiol: Luis A. Moreno, biélogo — arbolista de Zaragoza, Espafia. Disponibles a través de ISA Hispana-Sociedad

_ Internacional de Arboricultura- www.isahispana.com/treecare/articles

i 7 Tguifiiz Agesta, G. 2002: Apuntes de Plantacion, Poda y Gestion Estructural de Arbolado Urbano. Asociacién Espafiola de Ar- . F
boricultura. Cuadernos de Arboricultura N°1. www.arbolonline.org
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impuestas, sobre todo a lo que se refiere a la anchura de la acera disponible. Lo deseable serifa selec-
cionar especies cuyo porte y desarrollo natural, con las intervenciones minimas, no entre en conflicto
con las edificaciones.

Cuando se indica el tamafo de un drbol generalmente se hace referencia a su altura, quedando incom-
pleta la informacién sobre el didmetro de su copa. Ambos pardmetros son importantes para establecer
el tamafio de un ejemplar. Es importante diferenciar el tamano del 4rbol en un momento concreto de
su vida y el tamafio que adquirird en estado adulto. Estos datos permiten orientar la plantacion de las
especies mds apropiadas en funcién de las construcciones, el ancho de la vereda y de la calle.

En la siguiente tabla se sintetiza las caracteristicas de tamario y crecimiento de especies arboreas empleadas
en veredas de calles urbanas.

Nombre Género y especie Medidas al momento Medidas 10-15 Medidas con més de
de la plantacion afios después de 20 afos después de
la plantacion la plantacion
Altura Digmetro  Altura Didmetro Altura Didmetro
enm enm enm enm enm enm
Acacia bola Robinia pseudoacacia 1,5-2 1 3a4d 2-3 5a7 4ab
Aguaribay Schinus molle 1,5-2 1 5 2-3 6a10 8a10
Alamo plateado piramidal Populus alba 2-3 1 7-8 4-5 20a30 3ab
Braquiquito Brachychiton populneum 2-3 1 ® 5 8a12 8a10
Catalpa Catalpa bignonioides 25 2 5-6 4-5 8a15 8a10
Fresno americano Fraxinus americana 25 15 4 3 20a25 10a20
Jacaranda Jacaranda mimosifolia 2 1,5-2 5-6 4 8a12 5a10
Lapacho Tabebuia avellanedae 2 15 4-4.5 49 8a10 8a10
Liquidambar Liquidambar stryraciflua 2 1 3-4 2-3 5a20 8a10
Platano Platanus hybrida 254 1 6-8 5-6 25a30 10a20
Roble sedoso Grevillea robusta 25 1,5 5 3-4 25a30 8a10
Tilo Tilia moltkei 25 1 7 6 10a20 10a20

Tabla 2. Dimensiones de tamasio y crecimiento de especies arbéreas

Mf Qb squé es la estdtica de los drboles? veamw...)

~

AN

/m '\ 4.2.- Estatica de arboles

4.2.1.- Una aproximacidn a la estdtica de arboles

Hemos visto que los principios de la Estdtica se aplican ampliamente a todos los aspectos de la vida
del ser humano, a lo que podemos agregar que una aplicacién de la estdtica es la Estdtica de drboles.



El término Estdtica de los Arboles se introdujo a comienzos de los anos 80, cuando L. Wessolly, ingeniero
que llevaba adelante el proyecto “Construcciones ligeras en la Naturaleza” y G. Sinn, arquitecto pai-
sajista, trabajaron en un método que permitiese determinar la seguridad de los drboles causando el
menor dano posible.

La estdtica de los 4rboles trata del riesgo de caida o rotura del tronco, lo que indica el potencial de
anclaje del sistema radicular.

Del equilibrio entre las fuerzas externas e internas, resulta la estabilidad del drbol en relacién con la
caida o la rotura.

Riesgo de caida o rotura del tronco

Los drboles soportan las cargas de los vientos, de la nieve, del . i
hielo, de los frutos, as{ como su propio peso permanente. Silueta de los drboles
Los drboles ramificados desde la base, tienen una estructura 5

que durante un vendaval soportan mejor las oscilaciones, mien-
tras que los drboles con tallos delgados y copas pequenas estdn
mds expuestas a los balanceos, por lo que aumenta el riesgo de
caida. Por su parte, las hojas y las ramas amortiguan la amplitud
de balanceo de los drboles.

Recordamos que aquellos drboles ramificados desde la base,
ante una fuerza externa, el peso de la fuerza cae dentro de la
base de sustentacién (equilibrio estdtico estable). En cambio
en los ejemplares que poseen un tronco delgado la fuerza peso,
ante una fuerza externa como la del viento, cae fuera de la base
de sustentacion (equilibrio inestable).

Pire (2007)%, consigna que la parte aérea de los drboles trabajan
como grandes velas al embate de los vientos, y en las ciudades,
carreteras y bordes de alineaciones o bosques, este problema se
ve agravado por los afectos asociados a los vortices creados por
los otros drboles, edificios y/o construcciones, que modifican
el clima de los vientos de una manera mds répida que la capa-
cidad de los ejemplares para adaptarse.

A mis altura del drbol, mayor es el efecto vela, mds carga se

Fuente: C. Mattheck
desarrollardn durante una tormenta y se transmitirdn al tronco. 2° Encuentro Itemacional de Arboricutura Urban.

i r . Bogota D.C. Colombia
A medida que el tronco se balancea, sus fibras periféricas ex-

tienden el lado de traccién y acortan el de compresion. Figura 4.10

Para conocer mds

Podemos comprender las condiciones mecdnicas que debe reunir un vegetal, si se considera, por ejemplo,
que el tallo hueco de un centeno de 1,5 m de altura, que lleva ademds en su extremo la pesada carga de la
espiga, apenas alcanza 3 mm de didmetro en su base, y que en el esbelto tronco de las palmeras se insertan
no sélo los frutos, de gran peso, sino sobre rodo las hojas, que actiian a manera de velas en los dias de viento
y que en algunas especies de Raphia alcanzan 15 m de longitud, con la anchura correspondiente.

El cuerpo de la planta no sélo goza de tal solidez, sino que posee, ademds, una notable elasticidad; la larga
cana del centeno cuando hace viento inclina, transitoriamente, su extremo, con la espiga hasta el suelo, sin
romperse, para volverse a elevar eldsticamente acto seguido.’

i 8 Pire, E. E (2007) Publicacién cuatrimestral de la Facultad de Ciencias Agrarias de la Universidad Nacional de Rosario — ISSN
- 16698584 — N 22 — 8/2007 y N 23 — 12/2007.
i 9 E. Strasburger, E Noll, H. Schenck y A. E W. Schimper. 1974. Tratado de botdnica. Editorial Marin. Barcelona. Espafia

Figura 4.9

149



Capitulo 4 | La estatica en el universo que nos rodea: la naturaleza

La Estatica en la vida cotidiana

150

4.2.2.- Estabilidad del arbolado

En la valoracién de riesgo de rotura de los drboles, los principios generales de sustentacién indican que:
1. un 4rbol en condiciones sanas resiste la fuerza del viento;
2. un érbol con la presencia de defectos y lesiones estructurales, disminuye esa resistencia.

El tridngulo de la estdtica

En las situaciones que se necesita calcular la resistencia de un drbol para soportar las cargas —de los

vientos, la nieve, el hielo, los frutos, asi como su propio peso—, se tienen en cuenta:

¢ la geometria de la estructura que lleva la carga (forma del tronco que aguanta la carga);

* las propiedades de los materiales (propiedades de la madera verde);

* las fuerzas que se aplican (carga o fuerza efectiva del viento). Tridngulo de la estatica
Carga (viento)

En el tridngulo de la estdtica se observa la interaccién entre los compo-

nentes mencionados' '’

Para una aplicacién especifica en drboles se estudian cada uno de los com- t
ponentes:
. . , Geometria Material
a. La geometria bdsica de la estructura del drbol. Las estructuras huecas | delaestructura Pmpl;dades ge la
madera verae

no son necesariamente inseguras. Para tener una estructura estable ha
de encontrarse un punto éptimo entre la capacidad de carga y el gro-  Figura 4.11. Tridngulo de la estatica
sor de la pared del material.

La resistencia de drboles ha sido tratada en Mattheck & Breloer, (2003), para prevenir el colapso manguera
y el pandeo de la corteza. Consideran que el espesor de la pared residual no puede ser inferior a un tercio
del radio del tronco (t >= 1/3 R).

Por otro lado Wessolly & Erb (1998) proponen y aceptan espesores infinitamente minimos de pared residual.
Para ello emplean la teoria de la flexion de un tubo hueco.

Los drboles en su estructura soportan su propio peso y el empuje del viento. Su anatomfa interna estd rela-
cionada con su capacidad para soportar cargas mecdnicas, su solidez y elasticidad estd referida a la posesién
de tejidos mecdnicos especiales, formados por células dispuestas en masa compacta, con una membrana en-
grosada en parte (colénquima) o en su totalidad (esclerénquima)*2.

La pérdida de capacidad mecdnica que implican los huecos en los troncos, la presencia de defectos estruc-
turales, sumado a condiciones meteoroldgicas adversas, suelen ser determinantes para que se produzca la ro-
tura del tronco. El tipo, el tamano y la localizacién de estos defectos, son criticos en la evaluacién de la
peligrosidad de caida o rotura, para ello se estudia la seccién de la estructura del 4rbol a diferentes alturas.

Para conocer mds

Se han desarrollado diversos métodos para la inspeccion de los drboles con el objeto de minimizar el
peligro de caidas.

El'modelo CODIT (A. L. Shigo, 1985) explica uno de los mecanismos de defensa del drbol. Con este modelo
la arboricultura tomo un nuevo punto de partida que consistia en la mejora de las condiciones de crecimiento
y evitar de esta manera que el drbol se debilite e infecte por agentes patdgenos.

El método V.T'A. (Maltheck & Breloer, 1995) presenta las reacciones y defectos que conducen a la
catda de un drbol.

El método inclino-Elasto (Wessolly & Erb, 1998) propone que se someta el drbol a una simulacion de la

i 10 E, Brudi, 2001. Conferencia sobre biomecénica de la ISA, 2001. Savannah.

i 11 Sterken, P 2005. Una Hipétesis sobre el Diagndstico de Estabilidad de Arbolado. International Society of Arboriculture,
www.isahispana.com

i 12 E. Strasburger, E Noll, H. Schenck y A. E W. Schimper. 1974. Tratado de botinica. Editorial Marin. Barcelona. Espafia.



carga del viento, ofreciendo una vision de la estabilidad del drbol.

El mérodo I.B.A. (Reinartz & Schlag, 1997), describe la interaccion de micologia, vitalidad y estabi-
lidad del drbol.

El método SIA (Wessolly & Erb, 1998) estima la resistencia a la fractura de un drbol hueco.

P, Sterken, (2005) combina componentes de los distintos métodos sobre la estabilidad del arbolado, para
llegar al diagndstico de los problemas".

b. Las propiedades estructurales del material. Los datos de muchos estudios que tratan la resistencia
material de diferentes maderas que se utilizan en estructuras de diferentes elementos, estdn refe-
renciados a maderas secas.

En lo que hace al comportamiento de las maderas verdes se realizaron estudios cuyos resultados se
conocen como el Catdlogo de Stuttgart, donde se determina las compresiones y las resistencias al
corte o cizallamiento, en diferentes secciones anatémicas.

Especies E-médulo de Fuerza de compresion Limite de Coeficiente aerodi-
elast. en kN/cm? en kN/cm? elasticidad en % namico propuesto

Abies alba 950 1,5 0,16 0,20

Acer pseudoplatanus 850 25 0,29 0,25

Acer negundo 560 2 0,36 0,25

Acer campestre 600 2,55 0,43 0,25

Acer saccharinum 600 2 0,33 0,25

Acer sacharum 545 2 0,37 0,25

Aesculus hippocast. 525 14 0,27 0,35

Ailanthus altisima 640 1.6 0,25 0,15

Betula pendula 705 2,2 0,31 0,12

Chamaecyparis law. 735 2 0,27 0,20

Cedrus deodara 765 15 0,20 0,20

Fagus sylvatica 850 2,25 0,26 0,25-0,30

Alnus glutinosa 800 2 0,25 0,25

Fraxinus excelsior 625 2,6 0,42 0,20

Picea abies 900 2,1 0,23 0,20

Picea omorika 900 1,6 0,18 0,20

Carpinus betulus 880 1,6 0,18 0,25

Castanea sativa 600 2,5 0,42 0,25

Cercis siliquastrum 1,5 0,20

Larix decidua 535 1,7 0,32 0,15

Liriodendron tulipifera 500 1,7 0,34 0,25

Pinus pinaster 850 1.8 0,21 0,20

Pinus sylvestris 580 1,7 0,29 0,15

Platanus x hybr. 625 2,7 0,43 0,25

Populus x canescens 605 2 0,33 0,2-025

Populus nigra “Italica” 680 1.6 0,24 0,30

Populus nigra 652 2 0,31 0,2

Populus alba 640 2 0,31 0,2

Pseudotsuga menziesii 1000 2 0,20 0,20

Pyrus communis 580 1,7 0,29 0,30

Quercus robur 690 2.8 0.41 0,25

Quercus rubra 720 2 0,28 0,25

Robinia pseudoacacia 705 2 0,28 0,15

Robinia monophy 520 2 0,38 0,15-0,20

Tabla 3. Cazdlogo Stuttgart. Propiedades materiales de la madera verde

i 13 Sterken, P 2005. Una Hipdtesis sobre el Diagndstico de Estabilidad de Arbolado y Protocolo para el andlisis de estabili-

dad de arbolado mediterrineo. International Society of Arboriculture, www.isahispana.com
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&
Especies Madulo de elasti- Fuerza de compresién Limite de Coeficiente aerodi-
cidad en kN/cm? en kN/cm? elasticidad en % namico propuesto
é Salis alba 700 1,6 0,21 0,20
E Salis alba Tristis 455 1,8 0,23 0,20
= Sequoiadendron gig. 645 2 0,40 0,15
= Sophora japénica 600 1,6 0,31 0,25
o Sorbus aria 450 1,7 0,27 0,25
E Tilia x hollandica 700 1,75 0,38 0,25
a8 Tilia euchlora 835 2 0,25 0,25-0,30
z Tilia tomentosa 800 2 024 025
2 Tilia platiphyllos 830 2 025 025
2 Tilia cordata 570 2 0,24 0,25
§ Ulmus glabra 775 16 0,35 0,20
=
% Tabla 3. Catdlogo Stuttgart. Propiedades materiales de la madera verde
k]
g En la tabla 3 se puede observar que: “El limite de elasticidad es la mdxima tension que un
3 material puede soportar para después volver a su
& * la variacion de las propiedades de ma- Jforma original. Segiin la ley de Hooke, la tension crea-
2 dera verde varian desde 1,4 kN/cm? da en un material eldstico es proporcional al esfuerzo,
E (Castano de Indias, Aesculus hippcasta- dentro del limite de elasticidad” "
S num) a 2,8 kIN/cn? (Roble, Quercus
152 robar); T A
g * muchas especies de drboles cuentan con 2,25 kiljom? /;a'”;”; ;y/mm L
= s 2 / .
= fuerzas de compresion de 2,0 kN/cm?. ; .
.E El limite de elasticidad en la madera lo en- 14 KNjom? 2 Y
} - contramos definido como fuerza de com- /
E presién / médulos de elasticidad. ’,’I Ausculus hippocast
s El valor eldstico es muy constante en cada /
g drbol, cuando se supera ese limite las fibras Py FST——————
'-E permanecen deformadas, este punto se de- A-Puntosin retormo s fias comienzan romprse
= nomina “rotura primaria”. Wdeformacidn parmanente}=Rotura priaria
Siala estructura deformada se le aplica una Figura 4.12. Diagrama Tension - Deformacion: limite de elas-
traccién mayor las fibras se romperdn. Este ticidad de la madera.

punto se denomina “rotura secundaria’.

El objetivo, para el cuidado del arbolado,
es evitar el punto donde el material se
dobla y comienza a romperse. Este princi-
pio se tiene en cuanta cuando se aplican los
distintos métodos de diagnéstico, por
ejemplo durante las pruebas de carga con
el Elasto — inclinémetro, se tracciona el
drbol dentro de estos limites.

Newton (N)
IN=1kgm/s?

=5 e L e i
Imagen 4.1. Ejemplo del limite de elasticidad de la madera.*

i 14 B.L.Worsnop y H.T.Flint (1994). Curso superior de fisica practica. Eudeba. Buenos Aires.

i " Fotograffa: Luciana Parano / Ramiro G. Naya

EE



c. La carga que actiia sobre la estructura. El empuje o carga que ejerce el viento sobre el drbol
es complejo.

Por ejemplo, en el caso de la copa del

drbol, podemos observar que no se trata Resistencia al viento de las copas de los arboles y el factor aerodindmico
de una estructura plana y rigida, y que du-
rante las tormentas las hojas y las ramas se r—
doblan hacia atrds, y la superficie expuesta ‘
al viento se reduce disminuyendo la en-
trada de energfa al tronco y al sistema ra-
dicular, entonces se hace necesario utilizar
principios y conceptos aerodindmicos.
La presion que el viento hace sobre la su- Cq -
perficie del 4rbol (la superficie variable 0.3 a%?gfiliﬂgmiﬁu
en funcién del viento, factor aerodind- -

mico), depende de la forma de la copa, Fuerza del viento “mis

de la aspereza de la superficie, de la can-

tidad de hojas y de lo unidas que s€ €N~ Figura 4.13. Resistencia al viento de las copas de los drboles y el factor aero-
cuentran entre ellas. dindmico. Fuente: Handbuch der Baumastatik, Wessolly 1998.

Superficie expuesta

En la figura 4.13 se representa el factor aerodindmico (valor Cd) de una especie de drboles (robles) que
afectados por numerosas tormentas descendio hasta 0,3.

Los drboles, a una velocidad del viento de 64 km/h, habian alcanzado su mdximo punto de elasticidad y
la superficie de exposicion no se reduce mds.

4.2.3.- Una aproximacién matemadtica de la estabilidad del arbolado forestal

Las ecuaciones matemdticas que se presentan permiten orientar en la evaluacién de la estabilidad de
un 4rbol que presenta dafios producidos por las acciones edlicas. Desde el modelo se simula el com-
portamiento mecdnico de arbolado forestal y permite predecir la velocidad critica del viento, a la que
los drboles pueden derribarse o fracturarse.

La carga critica del viento

a) La carga critica del viento en la copa causando el abatimiento mecdnico, Ferit, se obtiene dividiendo
el momento critico Mcrit por la distancia e o brazo de palanca, siendo el momento mecdnico el
producto de la carga del viento en el 4rbol y la palanca:

M F

crit = Terie - €

Donde:
M = el momento de flexién (kN m)
e = distancia (m) o brazo de palanca
F = la fuerza del viento en la copa (kN)

Para los momentos de flexién, e es la distancia entre la seccién transversal estudiada y el centro de la
carga en el drbol. De acuerdo con AENORY (1998) se asume que el centro de la carga estd a 0,55
veces la altura de la copa simétrica.

i 15 AENOR 1998. Eurocédigo 1: Bases de proyecto y acciones en estructuras. Parte 2-4 Acciones en estructuras. Acciones
del viento. Asociacién Espafiola de Normalizacion y Certificacion. Madrid. Espana.
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writ torsion S€ obtiene dividiendo el momento
por la distancia o brazo de palanca de torsién e,

b) La carga critica que causarfa fractura por torsién F

critico de torsidn M corsion o
Esta se calcula asumiendo que una rifaga de viento puede impactar en el d4rbol no de manera uniforme
y centrada, incluso cuando éste presente una simetria aparente, e torsién se expresa de la siguiente

manera (AENOR, 1998).

copa
Ciorsion = 4
Donde
Corsion = 12 distancia o brazo de palanca de torsién (m)
Ehoe = el didmetro de la copa (m)

Momentos criticos de fractura

La resistencia a la fractura se expresa en funcién del médulo resistente y la resistencia a la compresién
de la madera. El momento que iguala o excede esta resistencia se considera como el momento critico.
Asimismo, el primer paso es calcular el momento critico para la seccién transversal estudiada, des-
contando el espesor de la corteza.

Momento de flexién critico para el tronco libre de defectos estructurales
El momento de flexién critico M, que causaria que la tensién de compresion excediera la resistencia
de la madera, para un tronco libre de defectos estructurales, se representa en la siguiente férmula
(Tyler & Hicks, 2005)
Por la ecuacién fundamental de la flexién:

critico

w

O =

siendo w el mddulo resistente que para el caso del tronco cilindrico es

z.d’
32

3
M. = z.d O-comprcsién
crit 32

w =

Donde:
M_,;, = el momento de flexién critico que causarfa que la tensién en compresién exceda la resistencia
de la madera (kN m)
d = didmetro de la seccién (cm)

c = la resistencia a la compresién de la madera verde (kN cm2)!¢

compresién

Momento de flexidn critico para el tronco hueco
El momento de flexién critico M.
Para la pared residual se representa por la siguiente ecuacién'’

(z [d3 - (d =2 t)3 ] Ocompresién

Mcrit hueco = ~ 32
Donde:
Mt hueco = €l momento de flexién critico que causaria, en la pared residual, que la tensién en com-

presién exceda la resistencia de la madera (kN m)
t = el grosor de la pared residual (cm)

i 16 Lavers, 1983; Wessolly & Erb, 1998.
i 17 La ecuacién concuerda con la de Wessolly & Erb, (1998) para el espesor requerido de pared residual.
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4.2.4.- Algunas relaciones entre factores ambientales y la caida de los drboles

El suelo. El sistema radicular de un 4rbol tiene por funcién elemental su anclaje o sujecién, la nutri-

cién, provisién de agua y almacenamiento de reservas. Un sistema radicular sano y vigoroso es im- »
portante porque incide directamente en la capacidad de nutrir al 4rbol y, en consecuencia, de brindarle ]
la méxima estabilidad. Y
En los suelos donde existen horizontes densos y, en algunos casos, limitaciones por napas y/o compacidad 4
de los mismos, la falta de oxigeno hace que el desarrollo de la mayor parte de las raices estd fuertemente é

condicionado a explorar los primeros horizontes o solamente el superficial, esto reduce considerablemente
la capacidad de anclaje que poseen los ejemplares.

El conjunto de raices y su cohesién con el suelo,  Copesign: se define como la propiedad fisica de atraccion entre
en el que se encuentran, dan por resultado su re-  parsiculas lp que da tenacidady dureza a un suelo, haciéndolo re-
sistencia al vuelco. Las raices superficiales actdan sistente a ln separacion de sus elementos 0 a la penetracion de las
como tensores. Las raices profundas refuerzan el | herramientas de corte.

anclaje. (Lell, 2006)."

En este sentido, Pire (2007), sefiala que se debe Detalle de las fuerzas que actian durante la caida del arbol

tener en cuenta que las raices no solo son el sistema A
de obtencién de nutrientes del suelo, sino que Peso del apua
constituyen la estructura natural de sostén. La parte | yigng,

aérea de los ejemplares trabajan como grandes velas | Sueste o
al embate de los vientos, y por ello no se deben cor-
tar las raices periféricas que como riendas trabajan
ala traccidn y le sirven de anclaje, y cuando esto es
ineludible por dafios severos superficiales debe re-
estructurarse el ejemplar colocando las riendas o
tensores correspondientes (del mismo lado en que
se cortaron las rafces) para evitar riesgos. [ Centro de gravedad desplazada
La estructura radicular depende de las especies; |
en lineas generales las especies se pueden clasifi- | Puntodoopoy
car en dos grupos, uno con raices superficiales “
(radiales o en cabellera), y otro con rafz principal
profunda (pivotante).

En los 4rboles arraigados, superficialmente, cuan- Traccién Compresidn
do por la humedad el sustrato pierde cohesidn,
permite que las raices escurran por el mismo y sur-
gen asi problemas de estabilidad o puede suceder
que el pan de tierra se despega e invierte en un
chablis, o puede acontecer ambos procesos com-
binados (Pire, 2007)."” (Figura 4.14 B - a).

Gaps o chablis, se refiere a una serie de hechos
que son desencadenados por la caida de un drbol:
la caida misma del 4rbol, la apertura del dosel
que permite la entrada de luz directa hasta el Chabiis
suelo, la exposicién del suelo mineral provocada
por el levantamiento de raices, la acumulacién
de materia orgdnica en el lugar donde cae la copa
y la presencia de diferentes intensidades de luz,
dentro del 4rea de influencia del impacto.

155

e
palanca

[
Erazo -
[

Fuente: Facultad de Ciencias Agrarias, URN, 2007

Figura 4.14. Detalle de las fuerzas que actiian durante la caida del drbol

i 18 Lell, J. (2006) Arbolado urbano. Implantaciin y cuidados de drboles para veredas. Orientacién Grifica Editora SRL. Buenos Aires
i 19 Pire, E. E (2007) Publicacién cuatrimestral de la Facultad de Ciencias Agrarias de la Universidad Nacional de Rosario — ISSN
16698584 — N 22 — 8/2007 y N 23 — 12/2007



©
N
2
[
]
=
2
®©
=
=
©
(%]
=]
(=]
e
2]
=]
=
-t}
=
=
[~
w
2
[
2
=
=
s
=
1)
-3
(X}
=
\C
%
-1
-
—
=
2
=
=
=5
-]
(%]

La Estatica en la vida cotidiana

156

Chablis: término acuniado por Oldeman (1978) que comprende tanto la caida del drbol y el claro resultante
en la boveda del bosque, el debris (detritos o detritus) acumulado y los disturbios en el suelo.

La luz. En cuanto a los factores luminicos el desarrollo de la copa de los drboles es desparejo y estd
directamente relacionado con la provisién de luz, en condiciones normales la radiacién varfa con la
latitud, en la llanura pampeana (hemisferio sur) la mayor radiacion la reciben las ramas ubicadas al
Norte lo que hace que la mayorifa de los ejemplares tengan su centro de gravedad desplazado levemente

en esa direccion (Pire, 2007). (Figura 4.14 A - b)

La luz puede tener intensidad, composicion y distribucion —diaria y anual— muy diversa, segin la parte
que corresponde a la radiacion directa y a la difusa, segin la altitud sobre el nivel mar y la latitud, segiin
la absorcion selectiva en el aire y en el agua, etc.

En las ciudades el factor luminico natural es alterado por las construcciones, los colores reflectantes o las
zonas que sombrean en las distintas épocas del ano.

Lugares muy sombreados pueden forzar desarrollos desbalanceados que terminan afectando la estabilidad
final de los ejemplares.

Los vientos y las tormentas. Los vientos dominantes de la regién son de los cuadrantes norte y sur,
siendo estos tltimos los que provocan mayores dafios en el arbolado ya que los primeros son célidos
y tienden a secar la fronda.

Los vientos del sur, que se producen con lluvias, fluidifican el sustrato haciéndolo menos tenaz e in-
crementan notablemente el peso de la biomasa aérea por la provision de agua.

El viento norte corre el centro de gravedad que fue desplazado por el crecimiento diferencial por la
luz, ubicdndolo en su lugar. Mientras que el viento sur agudiza el problema generado por ese creci-
miento diferencial.

La mayoria de los ejemplares suelen flexionarse lateralmente y retomar su postura original luego de
una fuerte rifaga, pero en algunos casos cuando el peso de ese centro desplazado, multiplicado por el
brazo de palanca del largo del tronco, ejerce mucha presién sobre la zona de anclaje se puede inclinar
el fuste. Por este motivo se puede observar en parques y jardines que hay muchos ejemplares con una
leve inclinacién del fuste hacia el norte.

Imagen 4.2. Fotos mostrando drboles caidos con las raices que han arrancado el pan de tierra

Se puede entender al drbol como a una estructura cuyas ramas y hojas actdan frenando la accién de
los vientos, estas grandes velas tienen un mdstil que estd implantado en el suelo (el tronco), y su brazo
de palanca depende de la altura del mismo.

La estructura de las hojas, ramas y el tronco tienen una elasticidad que les permite resolver los pro-
blemas instantdneos que le producen las rifagas de viento, pero esta misma elasticidad influye en el
corrimiento del centro de gravedad del ejemplar. (Figura 4.14 A - ¢)

A este hecho hay que sumarle los componentes del desplazamiento natural del centro de gravedad



debidas a la latitud y el efecto del peso de las ramas y el follaje mojado, brazo de palanca que pivotando
en las raices a sotavento arrancan las raices tractoras de barlovento.

A veces cuando la fuerza es muy grande y no logran desprenderse las raices, arrancan el pan de tierra
completo y en casos extremos, cuando la base resiste, el tronco o sus partes se rompen.

Follaje mojado: las distintas especies tienen distinto peso y diferente nivel de mojado de acuerdo al tipo y
madurez de las hojas ramas, etc.

4.2.5. Diagnéstico de riesgos
4.2.5.1. Métodos para la identificacidn de riesgos en drboles urbanos

Los 4rboles en el medio urbano estdn expuestos a distintas tensiones (vibracién, reverberacién solar del
asfalto o de los edificios, compactacion del suelo). El sistema radicular tiene serias limitaciones tanto por
la falta de espacio, como por la poca profundidad y por las excavaciones que se realizan a su alrededor.
La estabilidad del 4rbol no depende, solamente, del desarrollo de su sistema radicular. Es importante
la densidad de colonizacién y la cohesion entre el suelo y las raices, ademds incide la superficie expuesta
(parte aérea), tamafio, estructura, elasticidad, densidad, simetria, etc. También, la dindmica de esfuer-
zos a que es sometido y la resistencia de los elementos que lo componen.

Considerando las particulares situaciones en que se encuentran los drboles en un medio urbano,
resulta relevante la evaluacion preventiva de riesgos para reconocer los drboles que implican peligro-
sidad, esto mediante el diagndstico y la determinacién de las medidas correctivas.

Dentro de los procedimientos desarrollados en los tltimos afios se pueden mencionar los siguientes
métodos de diagndstico® para determinar la estabilidad del arbolado urbano?!:

1. Método Inclino - Elastémetro.

2. Método IBA (Integrierte Baum Analyse) (Reinartz & Schiag).

3. Método SIA (Statisch Integrierte Abschatzung der Baumsicherheit) (L. Wessolly).
4. Método VTA (Visual Tree Assessment).

1. Método Inclino - Elastémetro o Elasto Inclinémetro

Una vez que un 4rbol es considerado peligroso, en una evaluacién visual, puede probarse su estabilidad
con una prueba de tensién estdtica también conocida como prueba de traccién.

El proceso se enfoca en dos importantes tipos de fallo:

a. la seguridad de fractura en el tronco, se obtiene registrando la tensién ejercida en sus fibras (Elastémetro),

b.la seguridad contra el vuelco, puede ser determinada analizando la inclinacién de las raices con la
aplicacién de una carga (Inclinémetro).

El Inclino-Elast6metro, permite determinar la seguridad en la fractura y la caida de un 4rbol al estirarlo me-
diante un cable de acero y una polea, registrando su reaccién bajo una carga mensurable. (Brudi E. 2001)

Las prucbas de carga estdtica son un proceso comiin en ingenieria, cuando la estabilidad de una estructura
quie tiene que soportar una carga no puede ser determinada solo con el diserio de la construccion. Esto tam-
bién se aplica en los prototipos de aeroplanos que tiene que sufrir pruebas de carga. La carga es aplicada a
sus alas y la deformacion del material es medido con un calibre de alta sensibilidad a la traccion.

i 20 Sterken, P. 2005. Una Hipdtesis sobre el Diagndstico de Estabilidad de Arbolado y Protocolo para el andlisis de estabilidad de
arbolado mediterrineo. International Society of Arboriculture, www.isahispana.com

i 21 Villagrdn, J. 2000. Avances cientificos y tecnologicos para evaluar la mecdnica del drbol. Conferencia Congreso Nacional de Ar-
bolado Publico. San Salvador de Jujuy. En www.arbolado publico.com.ar/Articulos
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En la prueba de traccién, Iguifiiz Agesta (1992) describe este método como Pulling Test — test de
traccién, el drbol es sometido a una carga sustitutiva y su reaccién es medida con sensores de alta re-
solucién para la tensién en las fibras marginales del tronco (elastémetro) y la inclinacién de las raices
(inclinémetro).

Para analizar la estdtica de un 4rbol concreto, el “Pulling — Test” recoge primeramente una serie de
datos del 4rbol, y de su entorno: especie, dimensiones, forma y densidad de la copa, exposicién al
viento, puntos potencialmente débiles, etc. Con esto se hard un cdlculo, lo mds exacto posible, de la
carga o empuje real del viento sobre la copa del drbol*.

A continuacién se buscan los puntos débiles, y los puntos donde se aplicardn los elastémetros. Segui-
damente, se sujeta en la parte alta del tronco un cable de acero. Este cable se tracciona desde el suelo
mediante un “tractel” al que se incorpora un dinamémetro.

Se sujetan al tronco del drbol dos tipos de aparatos:

* varios elastémetros, que van a medir el estiramiento y la compresién de las fibras exteriores de la
madera del tronco. Los elastémetros se colocan a las alturas del tronco donde se evidencien o se
sospechen debilidades estructurales,

* uno o varios inclinémetros, que se colocan en la parte mds baja del tronco, tocando casi el suelo, y
van a medir el 4ngulo de vuelco del sistema de anclaje (base y raices de anclaje).

Las lecturas de estos aparatos se realizan en sendos lectores digitales.

Finalmente, el tractel empieza a traccionar, y se van anotando a intervalos cortos la fuerza de traccién
y la lectura de los inclinémetros y de los elastémetros. Se termina el test antes de que las lecturas al-
cancen valores cercanos a los limites de rotura.

ometro Ng < ’
Dinamdmetro
Inclinémetro
Figura 4.15. Método Inclino — Elastémetro Imagen 4.3. Elastometro

2. Método IBA (Integrierte Baum Analyse)

Una pared residual muy fina, o una cavidad extensa en el tronco de un drbol, no siempre significan
que éste se encuentra en riesgo de estabilidad, depende mucho de las reservas estdticas de las que dis-
pone el drbol.

Es decir, depende mucho del equilibrio entre carga (por viento o peso propio), material (propiedades
de la madera verde) y geometria (forma de la estructura que transfiere la carga), como hemos visto en
el tridngulo de la estdtica.

El Anilisis Integrado de Arbolado parte del hecho de que un drbol vigoroso es capaz, en la mayoria

i 22 Tguifiiz Agesta, G. 1992: Valoracion de la Estdtica Arbérea; Pulling Test y SIA. Cuadernos de Arboricultura (25.10.2002).
www.arbolonline.org




de los casos, de establecer un equilibrio entre formacién de madera de compensacion y destruccién
de material por parte de hongos xil6fagos.

Este es un método visual y combina tres bases de diagnéstico: la biologfa, la micologia y la estdtica.
Este método se complementa con el andlisis de carga.

El diagndstico se acompana con instrumentos de alta tecnologfa, tales como el Picus que es un 7o-
mdgrafo Sénico.

Imagen 4.4. Tomdgrafo Sénico

El Tomdgrafo Sénico es un aparato de testaje de estructura de drboles. Se opera determinando el
punto o la altura del 4rbol donde va a realizarse la lectura y allf se clavan, atravesando un poco la cor-
teza, unas pequefias puntas metdlicas, normalmente entre 10 a 12 (Figura 4.4 A).
Cada punta va unida, mediante una cabeza magnética y un cable, a un sensor (Figura 4.4 B).
Todos los sensores estdn unidos entre si, y estdn conectados a una unidad central, que a su vez se co-
necta a un ordenador portétil (Figura 4.4 C).
Cuando todo el sistema estd conectado aparece en la pantalla del ordenador la gréfica de la seccién,
con la forma general y la ubicacién de cada una de las puntas.
A continuacién comienza la emisién y recepcion de ondas sénicas. Para ello, se da un ligero golpe en la primera
cabeza magnética. El resto de cabezas recibe la sefial, y el aparato registra los diferentes tiempos empleados.
La unidad central procesa la informacidn, y asigna a cada punto de la seccién del drbol un color en
funcién de la velocidad de transmisién de los “rayos” que pasan por ese punto o por sus cercanfas.
Se obtiene una seccién coloreada, donde los colores significan el buen o mal estado de la madera
(Figura 4.4 D).

* marrén oscuro: madera en perfecto estado,

* marrén claro: madera ligeramente alterada,

e verde: estado intermedio,

* rojo: madera muy alterada,

* azul: cavidad.

3. Método SIA

Este sistema relaciona la estructura y la capacidad de resistencia a la carga como base para establecer

un Factor de Seguridad.

Este sistema fue desarrollado por L. Wesolly y su equipo, y basaron sus cdlculos en la ingenieria aplicada
para valorar la estabilidad de estructuras diseniadas para soportar cargas.

La estdtica del drbol considera tres principales componentes: carga, forma y material.
Los drboles estén sometidos a cargas, ante todo por el viento y este es una de las causas mds comunes
de sus fallos.
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La forma y el didmetro de tronco junto con el grado de pudricién identifican la forma en que la carga
acttia sobre la estructura.

El disefio de evaluacién, se basa en si la carga del viento causa o no, deformaciones criticas en las
fibras exteriores de los troncos o en el sistema de anclaje de las raices.

Factor de Seguridad

El Coeficiente de Seguridad se calcula en base a dos factores:
1. la resistencia del tronco para no fracturar bajo una cierta carga,
2. la presion del viento ejercida en la copa durante rdfagas mayores a 100 km/h.

1. La resistencia a la flexion de un tronco se calcula considerando:
* la geometria que transfiere la carga (didmetro de tronco y grado de darios o cavidades),
o propiedades de la madera verde (resistencia a la compresion y médulo de elasticidad).

2. La presion ejercida por el viento en la copa se calcula considerando:
* la velocidad del viento,
* densidad del aire,
* temperatura,
* coeficiente aerodindmico de la copa,

* irregularidad del terreno.

Una vez determinado el coeficiente de seguridad con este valor se califica la resistencia a la fractura del
tronco. En general se encuentra que:

* un drbol se considera seguro ante fractura cuando la resistencia que opone es mayor que la carga del viento,

* los troncos esbeltos de drboles altos son mds propensos a fracturarse,

* un 4rbol con un grueso tronco en comparacién con la copa, tiene un Factor de Seguridad elevado
v, puede estar hueco hasta un cierto punto, sin influir en su seguridad.

La relacion entre el valor correspondiente del didmetro minimo del tronco requerido para soportar la es-
tructura de la copa y el del didmetro real, permiten calcular el coeficiente de sequridad y eventualmente la
necesidad de reduccion de algunas partes de la copa.

4. Método VTA (Visual Tree Assessment)

En este método encontramos dos fases:

1.FASE VISUAL, conocida como EVA (Evaluacién Visual del Arbol).

Se realiza sin instrumental, y consiste en una primera seleccién visual de ejemplares problemdticos.
Se observa principalmente los sintomas exteriores que presenta un 4rbol que pueden responder a
la presencia de anomalias en la madera interior.

2.FASE INSTRUMENTAL, conocida como FRC (Clasificacién de Riesgo de Fallo).

Se desarrolla con instrumental y se clasifican ejemplares problemdticos, por categorfas, desde nulo
hasta alto riesgo.




1.FASE VISUAL — Evaluacién Visual del Arbol (EVA)

1 > Etapa
En esta etapa se estudia en forma visual el ejemplar a partir de:
e biologia: salud del 4rbol,
* mecdnica: estabilidad (deteccién de primeros riesgos),
* estructura: disposicién y proporcién entre cuello, tronco y ramas, inspeccién del estado de las
raices, base, cuello, tronco y copa,
e estudio de la relacidn drbol — entorno: natural o urbano.

2 > Etapa
Luego del estudio visual se agregan los siguientes estudios:
* estado bioldgico temporal: fase, ciclo anual, vitalidad, edad ontogénea, otros,
* estado fitopatoldgico: plagas y enfermedades, hongos xiléfagos, otros,
* entorno, aspectos condicionantes: alteraciones, circulacion, pavimentacion, edificaciones. Clima. Suelo.

3 > Etapa
* Registro de los datos: el registro de todos los datos de campo se realiza mediante:
anotaciones, grabaciones, filmaciones, fotografias, base de datos, hoja de cdlculo, soporte geo-
referencial, software de gestion.

1.FASE VISUAL — Evaluacién Visual del Arbol (EVA)
Deteccién de defectos y anomalias

Las particulares situaciones en que se encuentran los drboles en general y en particular en los dmbitos
urbanos, determinan que es relevante el diagnéstico, la evaluacion preventiva y la determinacién de
las medidas correctivas, de los drboles que implican peligrosidad de caidas o roturas.

Para detectar eventuales casos de riesgo es recomendable la evaluacién periddica y sistemdtica. Debe
considerarse ademds que las situaciones son dindmicas, por ello la evaluacién debe hacerse como mi-
nimo dos veces al afio.

Podemos realizar algunas descripciones sintéticas de las principales caracteristicas de defectos y ano-
malfas que se pueden detectar en la evaluacién visual:

* troncos con pudricién por el ataque de hongos. Algunas pudriciones avanzan desde el centro a la
periferia y se hacen evidentes recién en estados avanzados. En estos casos debilitan la resistencia
mecdnica de la madera y la pérdida de resistencia mecdnica estard en proporcion a la madera sana;

* troncos con desarrollo hiperpldsico como consecuencia de podas que dejaron mufiones y dieron
lugar al desarrollo de yemas gemiferas;

* drboles estructurados sobre dos 0 mds ramas sobre las que se han desarrollado varios tallos. En
estos casos resultan nocivos los esfuerzos de traccién y de torsién;

* la base del cuello con formacién de timulos de tierra en el 4rea de las raices, aparicién de fructi-
ficaciones de hongos, orienta a que la raiz del drbol esté danada;

* debilitamiento de la copa, inclinacién del tallo, tiene importancia en el esfuerzo que debe soportar
el tronco y la raiz;

* 4rboles con estructura compuesta por bifurcaciones o de tallos multiples, si bien integran una unidad,
generalmente tienen un ciclo de oscilacién propia no necesariamente coincidente con el del conjunto.

Estos ejemplares presentan en la unién de las bifurcaciones puntos de resistencia mds débiles y alli
pueden presentar fracturas y roturas.




La debilidad en el 4rea de las bifurcaciones y la diferencia en las oscilaciones explican por qué los 4r-
boles bifurcados o los de hébito de crecimiento simpodial sufren roturas con mds frecuencia que los
que poseen la ramificacién sobre un solo tallo.
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Imagen 4.7. Base del cuello. Cortes y heridas, cavidades y aberturas, pudriciones, alteracion del nivel original

" Fotograffa: Luciana Parano / Ramiro G. Naya




Imagen 4.10. Copa. Deformaciones, asimetria, ramas muertas

" Fotograffa: Luciana Parano / Ramiro G. Naya
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2.FASE INSTRUMENTAL - Clasificacién de Riesgo de Fallo (FRC)
Instrumental derivado para el VTA
Martillo de impulsos sonoros

El martillo de impulsos sonoros, es el primer instrumento que se utiliza para de-
terminar la medida de la velocidad de propagacién del sonido en el interior de
una seccién del drbol.

Cuando la madera estd libre de defectos, la trayectoria seguida por la sefial emi-
tida es recta, mientras que si la madera presenta defectos, la trayectoria de la sefial
se aparta de la linea recta, ya que debe rodear el hueco o la madera en pudricién,
que transmite por el sonido.

Al existir defectos la sefial tarda mds tiempo en cubrir la distancia que separa el trans-
misor del receptor, obteniéndose valores més altos en el instrumental de testificacién.  Figura 4.16 a

Estos valores son proporcionales a la extensién del defecto: a mayor pudricién o~ Martillo de impulsos
cavidad, mayor es el tiempo de paso de la sefal. e

Sin embargo no se puede medir el dafio interior o el espesor de la porcién sana residual del tronco,
que resulta determinante para la estabilidad.

Para esta determinacidn se utiliza el resistografo.

Resistégrafo

Mediante el resistografo se inserta una aguja en la madera y mide la resistencia
a la perforacién cuando gira de forma continuada a la velocidad de 1500 r.p.m.
La madera descompuesta o en via de descomposicidn, se evidencia por medio de
los perfiles de densidad. Los decaimientos de densidad causan una reduccién de la
resistencia mecdnica a la perforacion.

En el perfil del resistdgrafo se puede leer: en las abscisas los milimetros de perforacién
y en las ordenadas la resistencia a la perforacion expresada como densidad.

Estas mediciones tienen la funcién principal de cuantificar y posicionar eventuales

dreas danadas: en el tronco, en zonas por debajo del cuello y en ramas principales.  Figura 4.16 b
Resistégrafo

Fractémetro

El aparato se divide en una parte fija superior y una parte mévil inferior. Entre
estas dos partes se encuentra un muelle mecdnico de espiral, que mediante unos
movimientos giratorios, se carga hasta la rotura.

Las mediciones realizadas permiten averiguar:

- la resistencia a la flexion y a la presién de la madera,
- la evaluacién de la madera podrida con la determinacién de la rigidez y la
resistencia a la rotura. Figura 4.16 ¢
Fractometro
Los valores obtenidos permiten efectuar la evaluacién de las propiedades mecd-
nicas de las fibras de los 4drboles.
Los valores del fractémetro son caracteristicos para las diferentes especies.




jQué interesante! Veamos algunos casos que tienen bistoriﬂ.)

4.3.- Casos con historia
4.3.1.- El Ceibo jujefio de Alvear Erythrina falcata Benth

La Plaza General Lavalle? se destaca por su historia y sus magnificos y nota-
bles drboles. Caminando por Tucumédn hacia Talcahuano, casi sobre el cordén
de la vereda, llama la atencién un 4rbol torcido y ahuecado, se trata del Eryth-
rina falcata Benth* (Ceibo jujefio), o mds comtnmente llamado drbol jujerio.
Es un "drbol histérico” plantado en 1878 por Torcuato de Alvear.

La especie tiene una altura de 12 m y 4 m de circunferencia de tronco.
Estd inclinado, posee tutores y es sometido a tratamientos especiales de man-

tenimiento, por su edad; es corpulento y florece antes de echar las hojas, con ~ Figura 4.17. Ceibo jujeiio de Alvear,

racimos de hermosas flores rojas. Para preservarlo, estd sostenido por postes. 7 thrina |

La planta ha sido atacada por hongos, formdndose en su tronco una gran cavidad®, presentando el
tronco un hueco donde se puede entrar, se procedid a rellenar la cavidad con revestimientos de hor-
migén, acoplado a la forma del tronco.

Kla ©

Imagen 4.11. Arbol histérico de Plaza Lavalle - Ceibo jujeiio de Alvear - Erythrina falcata Benth

En las imdgenes podemos observar la estructura compacta del 4rbol y el peso de las ramas con
sostén que, actian en gran medida contra la fuerza del viento que lo harfa caer, sin embargo,
puede suceder que en la época de floracidn o de fructificacion la parte final de algunas ramas bajo
la accién del viento o por la disminucién de la presion celular debido al peso adicional del fruto,
tenga una carga excesiva y se parta. Para evitar esto serfa propicio activar y favorecer los mecanis-
mos de autoayuda propios del drbol.

Es importante también, configurar las condiciones del entorno y el emplazamiento del 4rbol de tal
modo que no se le perjudique, sino al contrario que mejore su actual vitalidad. Sobre todo, se deberfan
evitar intervenciones en los alrededores del drbol.

Se deberfa dedicar un especial cuidado a las partes dafadas del tronco. Aunque la solucién del empaste no
es de ningtin modo ideal para el crecimiento de la planta, los revestimientos de hormigén, que estdn estro-
peados en algunas partes, deberfan taparse. Ademds habria que comprobar 77 situ en qué medida se puede
rellenar desde el hueco del tronco, la parte de las raices de la pared del tronco, con tierra que esté bien aireada.
Mediante los controles y las pruebas fitopatolégicas, se debe evitar que el resto de la pared primaria
del tronco se pudra, realizando posteriormente las medidas correctivas adecuadas.

i 23 La Plaza General Lavalle se encuentra emplazada en la zona oeste de la Ciudad Auténoma de Buenos Aires, en el bartio de San
Nicolds de Bari, y posee un 4rea de tres manzanas de largo.

i 24 Eyythrina fulcata Benth, es una especie propia de la argentina subtropical. Es originario de Tucumén y Salta, en el Noroeste del pafs.

25 En la cavidad del tronco pernoctaba un linyera que llegé a prender fuego con graves consecuencias para el drbol. g

=

_Fotografia: Luciana Parano / Ramiro G. Naya i i
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Una estampilla argentina recuerda al histérico “Ceibo jujerio de Al-
vear’, centenario ejemplar de la especie Erytrhina falcata Benth, que
Sfuera plantado por Torcuato de Alvear en 1878, en la Plaza General
Lavalle (Buenos Aires), casi sobre el cordén de la vereda por Tucumdn
hacia Talcahuano.

4.3.2.- El drago

El drago (Dracaena draco) es una especie vegetal tipica de la islas
aledafias a las Islas Canarias, asi como del oeste de Marruecos.
Existen especies muy cercanas en el este de Africa y en algunas
islas del Océano Indico.

El ejemplar de drago canario mds famoso es el llamado drago
milenario de Icod de los Vinos en Tenerife. Actualmente se estima
que su edad real oscila entre los 500 y los 600 arios.

Otros ejemplares muy conocidos son el drago de Pino Santo en
el municipio de Santa Brigida (Gran Canaria), el de Siete-
fuentes en Tenerife.

En la isla de Garfia (La Palma) se encuentra la mayor concen-
tracion de dragos del archipiélago.

Para los antiguos aborigenes este drbol tenia propiedades mdgicas.
En la antigua Roma y en la Edad Media era considerado un
drbol mdgico. Su savia, que se transforma en roja en contacto
con el aire (‘Sangre de drago’), se comercializaba debido a sus
propiedades medicinales y a su uso en tintes y barnices.

Figura 4.18. Dracaena draco. Familia:
Ruscaceae (Dracaenaceae). Género: Dra-
El drago: es una planta de lento crecimiento (puede tardar una caena - Especie: Dracaena draco L

década en crecer 1 m). Se caracteriza por su tallo tnico, liso en la

juventud y que se torna rugoso con la edad.

El tallo no presenta anillos de crecimiento, por lo que su edad solamente se puede estimar por el
ndmero de hileras de ramas, ya que se va ramificando después de la primera floracién, aproxima-
s damente cada 15 afios.

El drbol estd coronado por una densa copa en forma de paraguas con gruesas hojas coridceas de color
entre verde grisdceo y glauco, de 50 a 60 cm de longitud y unos 3 6 4 de anchura. Puede alcanzar
mds de 12 m de altura.

e Las flores, que surgen en racimos terminales, son de color blanco. Los frutos carnosos, de entre 1 a
1,5 cm, son redondos y anaranjados.
[
o Riesgo de caida del drago de Icod de los Vinos
F
| Un antiguo ejemplar del Drago de Icod de los Vinos estaba en peligro
R de caer y presentaba serio deterioro en la parte inferior de su tronco por
E o hongos y muchos tipos de infecciones. Fueron realizados varios estudios
‘E,_ ; s y se hicieron pruebas de carga, de material, y de estructura. A
| oy Segun los mapas geodésicos, el drbol mide unos 17 m de altura. El Figiond. 19, Do il Ala
K e o didmetro de la copa fungiforme alcanza aproximadamente 20 m. El de Icod de los Vinos
S 3
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y ) g hendido tronco principal, termina a una altura aproximada de

i 8 m y se divide en este punto, como un candelabro, en siete
troncos secundarios que se bifurcan en unas 288 ramas fuerte-
mente articuladas. La parte més joven lleva un copete de hojas
lanceoladas y, en algunas partes, flores y frutos en baya.

Una caracteristica peculiar son las raices aéreas que brotan de la parte
baja de las ramas. Varias de estas raices sirven de soporte para algunas
ramas, el resto crece hacia abajo en forma de cuerda o cordén, pe- %

? . : Imagen 4.12. Ramas laterales del drago con
gadas al tronco y reforzéndolo de este modo. En la cavidad del in- raices adreas en da pareeinfo g R
terior del tronco también se encuentran raices aéreas de diferente 2
longitud. Algunos cordones se han enclavado en el suelo, realizando asi funciones estéticas.

En 1984 el drbol mostraba una enorme cavidad en el tronco y
existia peligro de que se quiebre. Luego de un detallado estudio,
el especialista en plantas estadounidense Kenneth Allen propuso
construir un soporte de acero en el interior del tronco.

En 1994 en la Universidad de Stuttgart, se realizaron distintos es-
tudios para la conservacién del histérico ejemplar del drago.

El Prof. Giinter SINN con la colaboracién del ingeniero H.P STO-
EHREL y el estudiante R. CANTERS, realizaron distintos andlisis S
y estudios en el Instituto de Estdtica de Modelos de la Universidad ===

de Stuttgart (Institut fiir Modellstatik der Universitiit Stuttgart). Figura 4.20. Corte longitudinal del drago con
el soporte de acero que planed Allen

b

En investigaciones in situ:

® se descubrid parte de las raices, se tomaron prucbas de raices en varios lugares cerca del tronco, se inspecciond
la cavidad del interior del tronco,

* se tomaron pruebas superficiales de la madera (hasta aproximadamente 1 cm de profundidad), esto
permite tener alguna indicacion sobre la vitalidad del drbol,

o s examind visualmente el ramage de la copa del drbol,

e se contaron las ramas para calcular su peso,

* se realizaron pruebas de traccion para determinar la estabilidad de los dragos en otros ejemplares,

® se efectuaron pruebas de resistencia a la rotura en ramas partidas de otro drago, de mds de 100 anos,

* se realizaron estudios en cortes transversales y se tomaron pruebas de madera para examenes bioldgicos y fisicos,

* se hicieron pruebas de carga hasta quebrar una rama baja,

e se realizaron mediciones y pesajes de cada parte de dicha rama,

* se tomaron pruebas de la madera para determinar valores tipicos del material y caracteristicas anatémicas.

En investigaciones posteriores:

* se midid la chimenea (un tubo en el interior del tronco) y la cabeza del tronco (silla de montar) para de-
terminar el grosor de la cabeza del tronco,

o se comprobd la posible invasion de plagas en la chimenea,

® se examind los empastes de hormigdn al pie del tronco en relacion a su estado y a su capacidad de carga,

* se compard las medidas reales del tronco con los dibujos de las secciones que se realizaron con los cdlculos
de tension.




En investigaciones en el laboratorio:
* se examinaron en el laboratorio las partes de la rama quebrada en la prueba de carga.
o se realizaron los cdlculos de tension producida por el propio peso y por el viento.

* se evalud la resistencia a la rotura.

Para comprobar la firmeza de los materiales,
sobre todo la resistencia a la traccién y a la pre-
sién de la madera, asi como la densidad de ésta,
se examinaron en el laboratorio las partes de la
rama quebrada en la prueba de carga.

Estas investigaciones sirvieron de base para los
cdlculos de tensién producida por el propio peso
y por el viento, teniendo en cuenta el momento
de resistencia de cada corte vertical.

Los cdlculos de tensién permiten, a su vez, sacar
conclusiones sobre la resistencia a la rotura.

Raices adventicias

Revestimiento
Caverna del tronco

Piedras

Figura 4.21. Corte longitudinal de una parte daniada del tronco

Algunas verificaciones in situ 'y primeros resultados

Una caracteristica peculiar estudiada son las raices aéreas que brotan de la parte baja de las ramas. Va-
rias de estas raices sirven de soporte para algunas ramas, el resto crece hacia abajo en forma de cuerda
o cordén, pegadas al tronco y reforzdndolo de este modo.

En la cavidad del interior del tronco también se encuentran raices aéreas de diferente longitud. Algu-
nos cordones se hallan enclavados en el suelo, realizando asi funciones estdticas entre otras.

En el interior, el tronco estd parcialmente hueco y abierto hacia el este, de tal modo que se puede en-
trar. La parte oeste también tiene una gran superficie abierta, provista de un empaste de hormigén.
La cavidad estd formada irregularmente y termina hacia arriba en forma de chimenea, es decir, en un
tubo natural con un didmetro interior de entre 30 y 40 cm.

EI comportamiento de crecimiento del drago

Se verific6 que, el armazdn sustentante del drbol por si mismo hace que la estdtica sea dptima.

La madera sometida a torsién falla en primer lugar en el terreno de la presién, puesto que la resistencia
a la presién es considerablemente menor que la resistencia a la traccién. La resistencia a la presién del
drago supone solamente un tercio de la resistencia a la traccién.

Los troncos secundarios y las ramas del drago muestran, en la parte expuesta a la presion, hinchazones
voluminosas que se han formado con capas de pulpa de madera y constituyen un sostén natural.

La rigidez es ideal. Debido a esto, no es necesario, por ejemplo, construir sistemas de seguridad en la
copa del drbol. Se puede observar la estructura exterior e interior del drbol y cémo consiguen las
ramas, a través de un crecimiento adaptativo, optimizar la estdtica.

Las caracteristicas de crecimiento y de los materiales son decisivas a la hora de estudiar la capacidad
de carga de las construcciones naturales.




La adapracion es un proceso por el cual los seres vivos logran adecuarse a las condiciones que les impone un

ambiente determinado.
La estética del drago de Icod de los Vinos

Caracteristicas de la estructura del drbol: la
forma del drbol es similar a la de un hongo.
La copa con forma de sombrero es muy es-
pesay extensa. El ancho de la copa (unos 20
m) supera la altura del drbol (unos 17 m).
El tronco principal tiene forma de cdliz, estd
hendido varias veces y en gran parte es
hueco, se divide a unos 8 m de altura en
siete troncos secundarios que se separan for-
mando un dngulo de unos 30° hacia afuera.
De los troncos secundarios crecen numero-
sas ramas laterales que alcanzan una longi-
tud de 6 a 8 m. Las ramas estdn inclinadas
de diferente forma. Al este se nota una in-
terrupcion en, la linea superior de la copa.
Al oeste y al norte la base de la copa es casi
horizontal y ligeramente colgante.

Los cortes transversales de las ramas late-
rales y de los troncos secundarios han cre-
cido con forma de sustentacién para so-
portar la fuerza. La ancha parte inferior y
la relativamente delgada parte superior re-
parten las fuerzas de presién y de tension
de una forma ideal.

La cabeza del tronco tiene forma de unasilla
de montar arqueada que absorbe las fuerzas
de tension de los troncos secundarios y, de
este modo, del total de la copa del 4rbol.
En lo que a la estdtica se refiere, la cabeza
del tronco y los grandes orificios en la cor-
teza son el punto débil. En la zona de la ca-
beza del tronco aparecen las mayores ten-
siones. Por esto, se debe evitar por todos los
medios que la parte final de la chimenea del
interior del tronco se pudra.

La estructura compacta del drbol, el peso
enormemente elevado a consecuencia de la
acumulacion de agua y las fuerzas de arraigo
de las raices, actdan en gran medida contra
la fuerza del viento que lo harfa caer.

La seguridad de que el tronco no se parta,
es calculada a partir de los dibujos de los
cortes transversales del tronco y resulta, su-
ficiente.

L 3 I.'-.}l_. J Y ; ?
Imagen 4.13. Parte final del drago Imagen 4.14. Ramas que se elevan
con forma de botella en el interior de la copa

Fuerza del viento 69,5 kN E(Ice';ricidad 05m
= 17,00 m
1
Superficie atacada por el viento 105,30
1
1 :
Punto principal
: ra la superficie

Brazo de palanca de la
fuerza del viento 5,89 m.

Corte tr: I N°36

YYYYVYVYVYVYYVYYY

Altura del corte
tranversal 6,00 m.

it SEEEEE

DIAGRAMA DE CARGA Y DE TENSIONES
A NIVEL CORTE TRANSVERSAL N° 36

CORTE TRANSVERSAL N° 36

fEFHFE}  Por el propio peso 20,19 Nicm? ]

D}Vdﬂj Por el viento 45,05 Njcm?
W,A Por excentricidad 43,49 Njcm?

Presidn

diagrama
de carga

diagrama
de tensiones

Tension TOTAL 108,73 Nicm?

Tension

Figura 4.22. Diagrama del cdlculo de la resistencia a la rotura del drago, ejem-
plo del corte transversal n° 36



fuerza del viento en el drago P LSS,
V. e A AR
ﬁ : _ﬁ;e.rza del viento que actua sobre los drboles es un factor muy importante, que influye en la ésfa.-‘::"‘ .
ilidad y en la resistencia a la rotura. La fuerza que ejerce el viento sobre un cuerpo se averigua me-
iante la siguiente ecuacion: !

- F=cw. q.4
cw es el coeficiente de resistencia al aire.

En los drboles depende de la forma de la copa, de la aspereza de la superficie, de la cantidad de
hojas y de lo unidas que se encuentran entre ellas.
Para el drago se trabajé con 0,7 para el tronco y 0,6 para la copa. De este modo, se eligi6 la posi-

bilidad mds desfavorable.
q es la presién dindmica.

La presion dindmica es una funcién compuesta por la densidad atmosférica y por la velocidad del
viento. La presién dindmica puede disminuir o aumentar debido a la situacién geografica, a la to-
pografia del terreno, a los alrededores del drbol y a las rdfagas de viento.

Esto se tuvo en cuenta en los cdlculos de la fuerza del viento, haciendo los planteamientos apropia-
dos. También se tuvo en cuenta la altura del lugar.

A es la superficie soplada por el viento, el tronco y la copa.

En los cdlculos de la fuerza del viento que actda sobre los drboles también hay que tener en cuenta
las caracteristicas de las oscilaciones.

Para el drago un corte seccional, sirvié de base para calcular la superficie del tronco y de la copa so-
plada por el viento.

Los resultados de estos cdlculos fueron 32,82 m? para la superficie del tronco y 93,40 m? para la
de la copa.

Con estos valores, y teniendo en cuenta la topografia y los alrededores del drbol, es decir, la distancia
de avance del viento, se obtiene un momento de carga por el viento, para la altura del drago, de

575,25 kNm.




En este capitulo desarrollamos el concepto de estdtica aplicado, especificamente, a los drboles.

- Para este estudio se tomaron en cuenta los factores que afectan la estabilidad de los mismos y hasta
qué limites llega su resistencia.

p En busca de poder dar al lector la posibilidad de una mirada comprensiva se explicitaron caracteristicas
{1, de las plantas en general. Vimos que la anatomia interna de los vegetales estd relacionada con su ca-
d pacidad para soportar cargas mecénicas.

7
/ Recorrimos, brevemente, algunos usos y caracteristicas de los drboles, tal como los observamos en la
vida cotidiana. En la ciudad, los drboles integran el paisaje cotidiano en calles y plazas. En el campo
T se distinguen como importantes barreras forestales, como refugio o en el uso de la madera con fines
industriales. i

Esta presencia cotidiana nos recuerda que ademds de sus procesos dindmicos, los drboles sufren la ac-
cién de elementos que condicionan su vitalidad y su estabilidad.

El nucleo del capitulo fue, justamente, el andlisis de estabilidad del arbolado forestal, los momentos
criticos, las posibilidades de fractura. Para ello se consideraron, ademds, algunas relaciones con factores
ambientales que los afectan y pueden provocar su caida.

Se realizd, en base a las consideraciones efectuadas, un breve diagnéstico de riesgo y se describieron mé-
todos sencillos para identificar el riesgo en el arbolado urbano. Vimos también cémo algunos de estos
procedimientos requieren del uso de instrumental de testificacion para detectar deficiencias internas.

El habitante de la ciudad puede apreciar cuando transita cotidianamente, por las calles y plazas, drboles
|4 nuevos y pujantes, y también anosos ejemplares, algunos sélidos, otros en decadencia, maltratados
por el ambiente y por el hombre.

Para una mejor comprension se agregaron algunas historias de arbolado urbano; pudimos observar
en esta breve, e incompleta cita, ejemplares centenarios en riesgo, pero ain arrogantes. De su estudio
y del deseo de preservarlos surgieron importantes aportes para el estudio y andlisis de las fuerzas es-
tdticas en este aspecto de la vida cotidiana.

... y llegamos a nuestro hdbitat
jsigamos!
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Haydeé Noceti

LA ESTATICA
EN NUESTRO HABITAT

Prefacio

En los capitulos 1, 2 y 3 hemos desarrollado los conceptos fundamentales de la estdtica referidos, en
general a problemdticas de los sélidos rigidos. En el capitulo 4 analizamos el comportamiento de la
naturaleza visto desde los principios de la estdtica. En este capitulo trabajamos esos mismos conceptos,
pero vinculados, especificamente, a cuerpos rigidos relacionados con las estructuras edilicias.

Esta especificidad, hace que debamos incorporar conceptos nuevos que tienen que ver con las dife-
rentes formas de vinculacién y con lo que le sucede al material internamente, cuando estd sometido
a fuerzas externas.

Los temas que desarrollamos en este capitulo son:

1. las estructuras: concepto y finalidad. El equilibrio, la resistencia y la estabilidad de las estructuras
y de sus elementos constitutivos,

2. cargas actuantes sobre una estructura,

3. tipos de apoyos. Cargas activas y reactivas,

4. esfuerzos caracteristicos: momento flexor, esfuerzo de corte y esfuerzo normal,

5. relaciones entre carga, momento flexor y esfuerzo de corte,

6. esfuerzos de traccién y de compresién. Estructuras de flexién. Andlisis de casos.

Como en los demds capitulos, los contenidos tedricos
siempre son acompafiados por ejercicios y/o problemas
de aplicacién. Las actividades las presentamos con una
dificultad gradual y creciente: de lo mds simple a lo mds
complejo, de lo mds ficil a lo més dificil.

...Jos invito a recorrer
los contenidos de este
interesante capitulo

Al término del capitulo, tal como lo hicimos con los
anteriores, planteamos problemas y ejercicios para pen-
sar y resolver. Si bien el lector encontrard al final del libro el desa-
rrollo de dichos problemas y ejercicios, creemos que cada uno hard el
esfuerzo para intentar resolverlo solo. Por otra parte, si el lector necesita leer el
procedimiento que conduce al resultado debe saber que dicho procedimiento es
un modelo de resolucién, que no es Ginico, y que resulta valioso ensayar otro mo-
delo para llegar al resultado solicitado.

-
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5.1.- Las estructuras: concepto y finalidad

La totalidad de los elementos que conforman el Universo tienen una determinada organizacién y
orden, cada uno en su contexto. El orden y la organizacién son los determinantes que hacen resistentes
a dichos elementos frente a diferentes tipos de esfuerzos.

Imagen 5.1. Diferentes estructuras: de drboles de un camino de Newweinstein (A); de la Galaxia Omega Centauri (B); de la
telarania mds grande del mundo (Parque del Lago Tawakoni - Texas) (C); de las floves del jarrén, obra pictérica de Odilon Redon

Una lejana estrella, una particula molecular, el reticulado de una telarana, el conjunto de musculos y
huesos del cuerpo humano y de los animales, las raices, el tronco y las ramas de los drboles,..., todos
disponen de una conformacién que les permite soportar cargas sin romperse frente a cargas admisibles.
Esa conformacién es lo que se denomina estructura.

Llevando este concepto a los edificios, también en ellos la estructura constituye una parte, tal vez po-
driamos decir, la mds importante. La estructura se define como el conjunto de elementos que permite
soportar y transmitir las cargas que actiian en el edificio. Pero decimos que forma parte de él, pues
la estructura no es lo tnico que un edificio posee. Un edificio tiene otras partes, ademds de la ante-
dicha, con finalidades especificas y diferentes. Claro est4, que existen finalidades, algunas esenciales
y otras accesorias.

Una posible clasificacion de las finalidades funcionales primarias de cualquier construccién edi-
licia es la siguiente:

1. soportar y transmitir al suelo cargas fijas y méviles;

2. soportar empujes horizontales: empujes de tierras, aguas, 4ridos, etc.;

3. aislar un determinado volumen del exterior; es decir defender ese volumen de agentes naturales
exteriores: viento, lluvia, nieve, ruidos, temperaturas extremas, vistas de otras personas,... y se-
parar ambientes.

Para cumplir con cada una de las finalidades, existen diferentes elementos constructivos:

1. entrepisos; losas de locales de edificios, de viaductos, de pasarelas...; vigas; columnas; pérticos;
bases, etc., constituyen elementos que permiten resolver la primera finalidad;

2. paredes de depésitos y silos; muros de contencién son algunos de los ejemplos que conducen al se-
gundo caso;

3. muros y cubiertas dan solucién a la tercera finalidad.

Cualquier tipo de construccién edilicia debe, obligatoriamente, asegurar la inmovilidad total y parcial,
esto significa el mantenimiento estdtico de las formas en el transcurso del tiempo. Si bien la funcién
estdtica es esencial, no es la dnica. Ademds de esta funcién, al momento de proceder a pensar en el




disefio y ejecucién de una obra constructiva, debemos considerar otras cuestiones, tales como: exi-
Y

gencia estética y econdémica. Entonces el problema de las finalidades lo podemos plantear desde estas
cuatro premisas’:

1. finalidad utilitaria;
2. estructural o estdtica;
3. exigencia estética;

4. exigencia econémica.

Lograr cada una de ellas implica determinar soluciones que dependen del material; del tipo estructural;
forma y dimensiones, y del proceso de construccién. Esto implica pensar, de manera simplista que,
la finalidad utilitaria estd vinculada estrechamente a los materiales; la funcién estdtica al tipo de es-
tructura; la estética a la forma y dimensiones, y el proceso de construccién y disefio a la exigencia
econémica. Decimos simplista porque en realidad, todas estdn estrechamente relacionadas, esto sig-
nifica que las finalidades, como las soluciones no se dan en forma independiente, sino que, entre
todas, existen interrelaciones, ya que el conjunto constituye un sistema.

Si asimilamos esto a una funcién matemdtica podemos expresar esta funcién en forma de tabla de la
siguiente forma:
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= X (variable independiente) f(x) (funcion) (variable dependiente)
:'-'74 Material Utilitaria

;_‘-:_ 5 Tipo estructural Estética

e E Forma y dimensiones Estética

%E Proceso de construccion Econémica

La finalidad utilitaria estd vinculada al material que se use. En una estructura pueden usarse diferentes

-,

o
e tipos de materiales. La eleccion depende de varios factores: existencia en la zona, econdmicos, estdticos,
s , fundamentalmente, que responda al tipo de esfuerzo estructural.
g o
7

LY e
B : ; 2 57 . ; . :
i La funcidn estdtica estd directamente relacionada con el tipo de estructura. El tipo de estructura tiene
e que ver con la funcién que debe cumplir cada elemento estructural del edificio. Asi podemos decir

: ue, una losa o bien una viga, son elementos estructurales que trabajan a la flexién; una columna puede

S 1 b | tos estructural trab lafl | d

trabajar a la compresion pura o a la ﬂexo-comprensién, un tensor a la traccién,...

La funcién estética también debe ser considerada estructural pues, estd intimamente vinculada a las
formas y dimensiones de cada uno de los elementos que conforman la estructura.

B La funcién econémica tiene una intima relacidn con el proceso de construccién.

= Cada una de las funciones descriptas implica el planteo de diferentes situaciones problemadticas a re-

; 2y solver. La busqueda de solucién a cada una y la eleccién de la solucién éptima implica la interrelacién

entre todas las funciones, ya que cada una no se da en forma independiente, sino que se produce una

interdependencia entre todas. Esto es asi porque, cuando hablamos de una estructura debemos pensar,

en realidad, en un sistema estructural, donde cada una de sus partes (elementos estructurales) cumple
una funcién, intimamente ligada a la funcién de las otras partes y del todo.




5.2.- Tres conceptos fundamentales

El equilibrio, la resistencia y la estabilidad constituyen tres conceptos que deben ser considerados
cuando pensamos en el disefio de una estructura.

1. Equilibrio
El equilibrio debe asegurar la inmovilidad de la estructura en su conjunto y de cada uno de sus
elementos, en forma independiente. Por supuesto, que esta exigencia no puede imponerse de ma-
nera estricta, y un cierto grado de movimiento, no sélo es inevitable, sino necesario; pero si com-
paramos los desplazamientos de los elementos estructurales con sus dimensiones, dichos despla-
zamientos son tan pequefios que no se percibe la movilidad ni la deformacién.

Cuando mencionamos la cuestién del equilibrio conviene recordar que el equilibrio puede ser descrito como:
e cstable;
e inestable;

e indiferente.

Para el caso de los cuerpos rigidos, como en este caso, el de los edificios, las categorfas del equilibrio
se pueden analizar de manera conveniente en funcién de la posicién del centro de gravedad. |

El centro de gravedad de un cuerpo es el punto en el cual se puede considerar que todo el peso del mismo ;
estd concentrado en él.

¢ Equilibrio estable

Si un cuerpo estd en equilibrio estable, cualquier desplazamiento

pequeno implica una fuerza de restauracion que tiende a regresar N
al cuerpo a su posicién original de equilibrio. &

7
Ejemplo 1 >
El mufiequito bailarin tiene unas pelotitas colgadas de su cuello. '
Cuando sacamos de la posicién 1 a una de ellas y la llevamos a la Figura 5.2
posicién 2, la pelotita pierde su equilibrio. : Esquema de
1 fuerzas

La fuerza Pes la fuerza peso de la pelota. En la posicién 2 la des- T
5 Y . . Figura 5.1. Musequito
componemos en la direccién perpendicular a la trayectoria y en s
! . N . = T bailarin con la cabeza
la misma direccién; se obtienen las fuerzas P, y P . hacia arviba

]_)I se equilibra con la fuerza de rozamiento del plano de desliza- ("

4 o —_—
miento con la pelota y la £ es la fuerza de restauracidn, o sea la -
fuerza que hace que el cuerpo vuelva a su posicién inicial. >

—_—

Ejemplo 2 >
Un pequeno desplazamiento puede hacer que el punto G de un —
edificio pase a G” y luego, vuelva a su posicién original. L
Un cuerpo estd en equilibrio estable si su centro de gravedad Figura 5.3. Esquema de un edificio en
queda arriba y la direccion de la fuerza peso pasa por su base equilibrio estable
original de apoyo.

Cagy -~ &
- g e
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e Equilibrio inestable

En este caso cualquier desplazamiento, aunque sea pequeno, de la posicién de equi-

librio, provoca una fuerza que tiende a alejar al objeto de esa posicién.

Ejemplo

Coloquemos el mufiequito bailarin cabeza abajo. Si separamos una de las pelotitas

de su posicién de equilibrio, la pelotita no vuelve a su posicién inicial.

Como observamos, el equilibrio estd intimamente relacionado con el centro de N

gravedad.

Los cuerpos rigidos con bases amplias y centros de gravedad bajos son mds estables
y menos propensos a voltearse. Es el caso de los automéviles de carrera de alta velo-

O.

(@

Figura 5.4. Muriequito
bailarin con la cabeza
hacia abajo y la pelotita

cidad, que tienen neumdticos anchos y centros de gravedad cercanos al suelo. Son  en la parte exterior

muy estables.

En cambio un acrébata que apoya la cabeza en una barra o en la cabeza de un animal o de otra persona
tiene la base de apoyo muy angosta, o sea, una superficie pequena de contacto de la cabeza.

Si el centro de gravedad estd sobre la superficie de
apoyo, se mantiene el equilibrio, pero el desplaza-
miento de unos pocos centimetros serd suficiente para
sacarlo del mismo.

Coni pasea en su bici

Analicemos qué sucede cuando Coni toma una curva
o bien cuando da una vuelta en una superficie plana.

sPor qué en este caso Coni se inclina hacia el interior de la curva?

Podemos pensar que Coni se cae.
iNo! Aumenta su estabilidad.

Veamos las fuerzas actuantes:

1. Coni tiene un peso; la fuerza pesof’ estd aplicada en el centro de gra-
vedad G; |

2. la fuerza f;; fuerza de friccién estdtica entre las ruedas y el suelo;

3. la fuerza normal IV ; reaccién del suelo sobre la bicicleta.

4. cuando Coni quiere dar un giro requiere de una fuerza, ésta es la
fuerza centripeta (fuerza dirigida hacia el centro de la trayectoria

circular) f f

5. la fuerza reactiva R, resultante de las fuerzas N y f

Si Coni trata de tomar la curya mientras permanece vertical, la recta de
accién de la fuerza normal NV co_i)ncide con la recta de accién de P, y la
recta de accidn de la resultante R no pasa por el centro de gravedad G.

Suponemos que existe un eje de rotacién en el punto G, entonces se pro-
duce un momento estdtico en el sentido contrario al de las agujas del reloj.

Figura 5.5. Coni tomando una
curva

)
.

Figura 5.6. Coni. Esquema de
fuerzas actuantes




Este momento provoca un giro en la bicicleta que hace que las ruedas se deslicen hacia adentro. En-
tonces si Coni se inclina hacia el interior, de tal modo que la recta de accién de la resultante pase por
el centro de gravedad G, el momento es cero, ya que no existe distancia entre la recta de accién de la
resultante y el punto G.

sPor qué la bicicleta gira?

5> o
Cuando Coni se inclina hacia adentro de la curva, las fuerzas Py /V forman una cupla®. El momento
dela cuplaes M = P. e, siendo e la separacion entre las rectas de accion de ambas fuerzas. El momento
provoca un giro que, junto con el giro del manubrio y el movimiento de la bicicleta hace que ésta
gire, y Coni y la bicicleta no se caigan.

En el caso que Coni se incline y mantenga la bicicleta quieta, ella y la
bicicleta se caerdn debido a la rotacién alrededor del eje.

e e N S N
e Equilibrio indiferente ( ((( K( (
En este caso cualquier desplazamiento que se provoque, el cuerpo no re- e
torna. Es el caso de la pelota cuando se desplaza en un plano. Figura 5.7, Desplasimionill
una pelota sobre un plano |
2. Estabilidad

Pasemos ahora, a analizar el tema de la estabilidad a través de un ejemplo especifico de un elemento
estructural de un edificio.

Consideramos el caso de una columna compuesta, constituida por perfiles de acero, que estd sometida
a una carga centrada (direccién de la carga pasa por el centro de gravedad de la columna)

Los perfiles son doble T'y el arrostramiento estd constituido por perfiles L en forma de enrejado simple
(los perfiles L se colocan en diagonal y en horizontal). La columna estd sustentada con un apoyo empotrado

y el otro libre (Figura 5.8). ( l N

El sistema constituye un sistema en equili- P
brio estdtico y estable. En el caso que se —
produzca un empuje lateral F,, por ejem- q
oA ) . ,“; _ N
plo la accién del viento, y no haya sido | = E P
s . [ Perfil L — U _
considerado en el momento del dimensio- (angulo) Fuerza del TR
namiento de la columna, la estructura po- viento I~
dria volcar. La estructura pierde el equi- FREE < BN
librio estable. g
Situacién idéntica se produce en el caso de e I
las fuerzas provocadas por la accién de un e - SN /
sismo. En estos casos la fierza peso tiene la L >/
funcién de fuerza estabilizadora, mientras | L~ L~ -
1 b i d . \_Perfiles doble T Vs g
que las fuerzas del viento o de un sismo son
fuerzas desestabilizadoras. Figura 5.8. Esquema de una Figura 5.9. Esquema de una co-
columna compuesta metdlica lumna compuesta metdlica so-
metida a la accién del viento
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sPor qué resulta importante exigir a una estructura la estabilidad ? ' :
Esta exigencia estd vinculada con el peligro que implican los movimientos —
inaceptables del edificio. "
Un edificio, ubicado en una zona no protegida y que no estd correcta-
mente sustentado en el suelo o no estd equilibrado, puede inclinarse si
es sometido a la accidén de un fuerte viento, por ejemplo de un huracén.
En este caso, el centro de gravedad del edificio baja, y la recta de accién
de la fuerza peso cae afuera de la base de sustentacién. Se trata de un
equilibrio inestable.
Este peligro también se da cuando el edificio no estd equilibrado y apoya
en terreno en declive. El edificio tiende a deslizarse hacia abajo por accién
de su propio peso.
Otra situacién de inestabilidad se produce cuando el edificio, que no estd
bien equilibrado, apoya en suelos con asentamientos desiguales. Es el s
caso de la Torre de Pisa. Imagen 5.3. Campanario de la
catedral de Pisa (1992)
El profesor Michele Jamiolkoswski, ex presidente de la Comision Internacional que trabajo en la salva-
guardia de la Torre de Pisa, manifesté a periodistas del periddico Corriere della Sera, que la Torre, después
de los trabajos que se hicieron para enderezarla, ya no se “moverd, al menos, en los proximos 300 arios”.
Los trabajos consistieron en extraer toneladas de suelo bajo el campanario del lado opuesto al de la incli-
nacion, de tal forma que el edificio cediera y al mismo tiempo se asentara sobre el suelo de ese lado.
3. Resistencia
La resistencia estd intimamente relacionada con el material y con las cargas actuantes sobre la es-
tructura. Depende del material porque la tensidn o resistencia es la fuerza por unidad de superficie
con la que internamente reacciona el material frente a las fuerzas o cargas externas.
5.3."’ Las cargas actuantes SObre una estructura
e Cargas externas
Sobre una estructura actiia una determi-
nada variedad de fuerzas (cargas). Estas
fuerzas deben ser conocidas por los pro-
yectistas, fundamentalmente, por el di-
sefiador de estructuras, ya sean fuerzas
que cargan a una estructura simple (vi-
vienda unifamiliar), como a una mds
compleja (puente carretero colgante). , :
Imagen 5.5 Imagen 5.4
La importancia que tiene el conocimien- Vivienda unifamiliar - Villa La Puente que cruza uno de los valles
to de las cargas sobre una estructura se Angostura - Argentina de la ciudad de Luxemburgo
5 (Gran Ducado de Luxemburgo)
conoce desde siempre y, el hombre lo ve
en la naturaleza, por ejemplo lo observa cuando las ramas de un 4rbol frutal se encorvan por efecto
del peso de su fruto. Si la rama no tiene capacidad para soportar la carga, se rompe. ] -
.
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La determinacién de las cargas que actuardn en un edificio, cons-
tituye una de las primeras tareas del calculista de estructuras.
Esto no es simple, sobre todo cuando se trata de fuerzas no gra-
vitatorias, por ejemplo las fuerzas debidas al viento o a un sismo.
El disenador y calculista de estructuras no debe pasar por alto
las posibles cargas que pueden actuar sobre la estructura durante
toda su vida util. Por ejemplo, en las viviendas de Villa La An-
gostura (Argentina) es imprescindible considerar la sobrecarga
producida por la nieve, igual que en Covas (Galicia - Espana);
la diferencia entre estos dos tipos de viviendas, en cuanto a la
carga que soportan sus cubiertas, consiste en el tipo de material
usado en ellas. Mientras que en el sur de nuestro pafs es comin
usar tejas, en Galicia la cubierta, como se ve en las imdgenes, se
construye con pizarra, muy abundante en la zona.

El hecho de no considerar la importancia que tienen las cargas ha
provocado lamentables desastres estructurales, de manera especial
cuando se desea cambiar el destino de un edificio existente y no
se toman los recaudos correspondientes, como el caso del salén
de fiestas de Israel, en donde colapsé el entrepiso cuando se estaba
celebrando una boda. ,
Otro caso, muy comun, lo constituye la transformacién que mu- Imagen 5.6. En la casa de mi madre;
chas veces se hace de un edificio, por ejemplo destinado original- ~ Covas - Galicia - Espaiia

mente a un cine en un boliche bailable, donde el escenario o el entrepiso de la platea alta se utiliza
como pista de baile, sin realizar los refuerzos estructurales que se requieren’.

Entre las hipdtesis que los ingenieros estructuralistas de Israel esbo-
zaron como posibles causas del accidente podemos mencionar: la
carga accidental considerada en el cdlculo no se correspondid con
el destino dado al local —alrededor de 650 personas se encontraban
entre los invitados, muchos de los cuales al momento del accidente
estaban bailando— o bien el cdlculo o la construccidn fueron mal
realizados.

- J

Veamos otra situacién similar.

Imagen 5.7. Caida del techo por efecto de la
nieve en Bad Reichenball - Repiiblica Federal
de Alemania (2 de enero de 2006)

A principios del afio 2006 se derrumbé una pista de patinaje
sobre hielo en Bad Reichenhall (Alemania) por el exceso de nieve
acumulada en su techo. Evidentemente, la estructura no soporté
la carga accidental. Aqui las causas pudieron ser por falta de
mantenimiento o bien, porque al momento del disefio de la cu-
bierta no se consideré el peso total de la sobrecarga debido a la
gran cantidad de nieve acumulada.

Entonces debemos plantearnos las clases o tipos de cargas posibles

que pueden actuar sobre una estructura. Frnagen 5.8, Cathndel techo en Al
(2 de enero de 2006)

¢ Cargas permanentes (también se las suele llamar cargas muertas)

nos Aires. En el salén de fiestas “Beara” se usé una estructura destinada a un estar como pista de baile para mds de 100 jo-
. o
[, ® v?lcs. La estructura colapsé provocando dos muertes. i
L0 A
.
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%ﬁ:ﬁ?\ & % Lamentablemente esta situacién se repitié en la madrugada del 10 de setiembre de 2010, en la Ciudad Auténoma de Bue-
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Son cargas de magnitud constante y se mantienen en el mismo lugar.
Pertenecen a este tipo de cargas: peso propio de la estructura; peso propio de los muros, pisos, te- -
chos; etc. Estas son cargas que se las pueden determinar con bastante exactitud.

Se puede evaluar este tipo de cargas mediante cdlculos y por consulta a tablas y folletos que proveen
los fabricantes de materiales.

# Cargas accidentales o sobrecargas

Los edificios son proyectados y calculados para un uso determinado. Una vez realizada la construc-
cién, no se debe cambiar su destino.

*' - -
w Ejemplo: un edificio diseniado para una vivienda o para un
g‘: * aula de una escuela no se puede, alegremente, destinarlo a
= . . . ’ .
otro fin, por ejemplo a un gimnasio o un salén de baile. En
g d l idad de hacerlo, debe veri i
- caso, de tener la necesidad de hacerlo, debe verificarse si los
g elementos de la estructura soportan la magnitud de las nue-
= vas cargas producidas por el cambio de destino.
P
- Los valores de las cargas, segtin el destino, estdn tabulados. En
"‘g_ toda la documentacién siempre debe figurar el valor de la so-
R brecarga que consider el calculista de estructura. Imagen 5.9. Una nevada en Newweinstein
7180 Repiiblica Federal de Alemania
. # Cargas vivas o dindmicas
( Carga . \
la ubi ﬁ“""-’ﬁ"%"‘e"te ga_rgga .t)ntal peso
- t ; i
Son cargas que no permanecen en una sola ubi distibua Cagauniame. " prose sobssaga

cacién y cuya magnitud puede variar. Existen car- Nj Njm?
gas mdviles (vehiculos, personas, grias)...; cargas
por impacto, que se originan por la vibracién de
las cargas moviles.

Las fuerzas (cargas) antes mencionadas son fuerzas
externas. Estas fuerzas representan la accidn. Por
eso se llaman fuerzas externas activas. Son respon-
sables del comportamiento externo del elemento NS
estructural. Existen otras fuerzas externas: son las
fuerzas reactivas.

Las estructuras estdn integradas, por lo
general, por varios elementos (piezas)
que requieren tener vinculos entre sf pa-
ra permitir la transmisién de las fuerzas
que actian sobre la construccién.
Veamos cdmo entran en juego las fuer-
zas reactivas. Para ello, analizamos el
concepto de vinculo: toda condicién
geométrica que limita la posibilidad de :
movimiento de un cuerpo. Imagen 5.11. Dos tribunas de fiitbol (hinchas de River Plate y de Boca)
Los vinculos responden a disposiciones constructivas regidas por las propiedades tecnoldgicas y me-
cdnicas de los materiales. Son apoyos y nudos entre las piezas que unen.

Los apoyos se basan en la posibilidad de asentar una pieza sobre otra.
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(Ejemplo )

En una estructura constituida por losas, vigas, columnas y bases de hormigdn armado, las losas apoyan f‘
sobre las vigas; las vigas sobre las columnas y las columnas sobre las bases. También se puede dar el caso de v
una viga sobre viga, o columna sobre viga. En estos casos se dice que la viga apea en otra viga o bien que
Lla columna apea en la viga. )
~y

~

Los nudos son los que permi-
ten vincular pieza con pieza.

En el caso de una estructura
reticular: armadura constitui-
da por perfiles de acero o bien
elementos estructurales de ma-
dera que apoyan sobre muros:
los puntos A, B, C, D, E G, H
representan a los nudos; Iy E Imagen 5.11. Techo de madera de una \ i )

S0n apoyos. vivienda en San Martin de los Andles -
\ Neuquén - Repiiblica Argentina Figura 5.12 J

Existen distintos tipos de apoyos, segin las restricciones que imponen. Para una mejor compren-
sién, tratamos este tema reduciendo el sistema a lo mds simple: lo analizaremos como si fuera un

punto material. 181
La ubicacién de un punto material se realiza mediante la consideracién de que el centro de gravedad
es el punto donde se concentra la totalidad de la carga.

5.4.- Tipos de apoyos

e Apoyo mdvil o de primera especie

En el apoyo mévil, el elemento estructural descansa sobre otro a través de distintos tipos de medios,
por ejemplo, mediante rodillos. Los rodillos permiten un movimiento de traslacién en la direccién
del eje del elemento estructural y de un giro alrededor de dicho eje e impiden la traslacién en la di-
reccion perpendicular al eje. Entonces el apoyo mévil restringe un grado de libertad.

Un elemento estructural: viga, columna, losa, base,... tiene tres grados de libertad: traslacion en la direccidn
de su eje; traslacion en la direccion perpendicular a su eje y rotacion alrededor de un punto.

La materializacién de este tipo de apoyo en la
construccién de un edificio se hace mediante _ L.
la intercalacién de placas eldsticas o de super- ;
ficies lisas o de rodillos sin topes. En las mam-
posterfas de ladrillos mampuestos® las piezas
descansan unas sobre otras; el mantenimiento

en posicion se asegura por gravedad. Ejemplo:
muros sobre pilar es, arcos sobre pilares. Figura 5.13. Apoyo de una viga sobre un muro o viga sobre columna

colocar en obra con la mano. 3. 7. Reparo, parapeto (www.rae.cs).
i
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ﬁ? L 5 o Mampuesto: 1. adj. Se dice del material que se emplea en la obra de mamposteria. 2. 7. Piedra sin labrar que se puede
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® Apoyo articulado o apoyo fijo o de segunda especie

El apoyo articulado o apoyo fijo sélo permite la rotacién alrededor de su eje. Este apoyo limita la
traslacién en la direccién del eje y en la direccién perpendicular o normal al mismo, es decir, restringe i
dos grados de libertad.

La materializacién de este tipo de apoyo se hace de diferentes formas.

~N

I
[~

Estribos

Z2SK

" Armaduras
)
- J
Figura 5.14. Articulaciones en columnas de Figura 5.15. Un rodillo con dos Figura 5.16. Apoyo fijo para apoyo
hormigén armado topes: se impiden los movimientos de de madera sobre estructura metdlica
traslacién o0 metal sobre metal
o Apoyo rigido o empotramiento o de tercera especie 7~ N\

Este tipo de apoyo inmoviliza, totalmente, al elemento estruc-
tural. Este apoyo impide tanto el movimiento de rotacién
como los de traslacion; en la direccién del eje y perpendicular
al mismo. Esto significa que restringe tres grados de libertad.

Como ejemplos podemos mencionar:
e mistil de una bandera; Figura 5.17. Esquema de una ménsula
* poste o columna de lineas eléctricas aéreas;
* ménsula;
* vigas en voladizo.

De acuerdo con el nimero de grados de libertad que restringe
cada tipo de apoyo para fijar un elemento estructural, serd ne-
cesario sustentarlo a través de alguna de las siguientes formas:

1. con tres apoyos moviles;
2. mediante un apoyo mévil y uno fijo;

p—
- . Imagen 5.12. Columna de alumbrado frente
3. utilizando un empotramiento. a la estacion de trenes de Mittelwald (Repiiblica
Federal de Alemania)
Un elemento estructural, por si mismo, tiene tres grados de libertad: rotacién y traslaciones. Por ello

para fijarlo se debe restringir dichos grados de libertad.

® Representacién esquemdtica de los apoyos

Con el propésito de tener una visualizacién mds clara del grfico de cada uno de los distintos tipos
de apoyo se presentan en forma esquemdtica. (Figura 5.18).




Pero para que realmente se logre fijar el elemento es-
tructural, se deben cumplir otras condiciones, ya que
puede ocurrir que la vinculacién sea aparente.

Veamos en qué casos se presentan vinculos aparentes.

MU

Apoyo fijo 0 Empotramiento
articulado

Apoyo mavil

Caso 1 Figura 5.18 K

La normal a la direccién del apoyo mévil pasa por un apoyo fijo (Figura 5.19).
El vinculo aparente se da porque de existir sélo el apoyo fijo, cualquier
punto  del elemento estructural estarfa obligado a desplazarse segtin la di-
reccién de la normal a la recta que pasa por el punto a y el punto 4 del
apoyo fijo. Si colocamos en el punto z un apoyo mdévil con direccidn per-
pendicular a la recta b, no estariamos agregando ninguna restriccion, por
lo tanto, el elemento estructural no estd fijo.

Caso 2

La sustentacién del elemento estructural se verifica mediante tres apoyos
mdviles, cuyas normales a las direcciones de los mismos concurren en un
punto (Figura 5.20).

Veamos el porqué se da el vinculo aparente en este caso.

Supongamos que no existe uno de los apoyos, y que el elemento estructural
se encuentra sustentado, solamente, por los dos apoyos mdviles restantes.
Llamemos a éstos sy 2.

El apoyo mévil en s hace que este punto se desplace en la direccién de su
¢je, s-5 3 0, lo que es lo mismo, que el desplazamiento de s surge de una ro-
tacién infinitamente pequefa alrededor de un punto de la perpendicular a Figura 5.20
la recta s-s. En forma similar, el punto # debido al apoyo mévil ubicado en él, se desplaza en la direccién
del eje del apoyo ¢, #-¢; 0 sea, este desplazamiento surge de una rotacién también, infinitamente pequefia
en torno a un punto ubicado en la normal a la recta #-#.

La simultaneidad de ambos desplazamientos, hace que exista un tinico punto de rotacién, que es evi-
dente; es el punto de interseccién de ambas normales. Esto nos permite decir que, dos apoyos mdéviles
constituyen un apoyo fijo o articulacién ubicado en el punto de interseccién de las normales a la di-
reccién de ambos apoyos, por lo tanto, el elemento estructural gira. Este apoyo fijo o articulacién re-
cibe el nombre de apoyo ficticio.

Si ahora colocamos el tercer apoyo mévil de modo que la normal a su di-
reccién pase por el punto de rotacién mencionado, el vinculo es aparente,
por cuanto permite al punto, en el cual estd aplicado, rotar alrededor del
mencionado punto de interseccién.

En este caso se pueden producir dos situaciones:

1. el elemento estructural rota, o

2. si las normales a las direcciones de cada uno son paralelas, éstas concurren
en un punto, denominado punto impropio. Se produce, entonces una
traslacion (Figura 5.21).

L i'l . .
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Si el elemento estructural se encuentra sustentado mediante condiciones de vinculo igual a sus e
grados de libertad; es decir si se restringe la misma cantidad de movimientos que los grados de li- e
bertad, entonces se dice que el elemento estructural estd isostdticamente sustentado o bien que E——
el sistema es isostatico. e
En el caso que el niimero de condiciones de vinculo sea mayor que el de los grados de libertad, se dice -
que el elemento estructural estd hiperestdticamente sustentado, o bien que el sistema es hiperestético.
Si el nimero de condiciones de vinculo de un sistema es inferior a la de los grados de libertad, entonces
el sistema es hipoestético.
Ejemplos |
Dijimos que un elemento estructural, por ejemplo, es una viga. La viga es un elemento en el cual
una dimensién predomina sobre las otras dos.
La forma de representacién de una viga es a través de su eje y de los tipos de apoyos. Se pueden pre-
sentar las siguientes situaciones:
1. viga con un apoyo mévil y un apoyo fijo. Esta viga constituye un sistema isostdtico. Se dice que es
simplemente apoyada (Figura 5.22);
2. viga con apoyos fijos. El sistema es hiperestdtico (Figura 5.23);
3. viga con un apoyo empotrado y el extremo libre. El sistema es isostdtico (Figura 5.24);
4. viga con dos apoyos mdviles. El sistema es hipoestdtico (Figura 5.25).
] (I I I I ( ] (
Figura 5.22. Esquema de Figura 5.23. Esquema Figura 5.24. Esquema Figura 5.25. Esquema
viga simplemente apoyada de viga hiperestitica de viga isostdtica de viga hipoestdtica
Cuando el calculista de estructuras debe realizar el cdlculo del dimensionamiento de un elemento es-
tructural, tiene que considerar el efecto que provocan los apoyos en dicho elemento estructural.
Entonces podemos hacer la siguiente pregunta:
:qué sucede si se eliminan los apoyos? —_—
La respuesta es obvia. Se pierde el equilibrio. A los efectos del Ve ~N
cdlculo se plantea un artificio. Se reemplaza el apoyo por las P,
fuerzas que cumplen el mismo efecto.
[ITTTTTTTTTTT00T)d
. : . a b
Ejemplo (se puede asociar con una estructura real de cualquier A A
edificio en construccién). = —
Supongamos una viga simplemente apoyada (un apoyo fijo y uno -
mévil) con carga uniformemente repartida y una carga concen- WV_)
trada (Figura 5.26). i ;
Reemplazamos a los apoyos por las fuerzas que cumplenel | 7, [T TITI1]1]] K
mismo efecto. s i - Tﬁ
Las cargas externas activas son gy . A la carga P la descom- 7 1l Vo b
ponemosen P, y P, . \_ J { -
Como el apoyo fijo restringe el movimiento de traslacién en Eigura 5.26. Frquenia do SN o8
la direccién del eje y en la direccién perpendicular al eje, en- 1oy cargus externas: q y Pactivas) y Vj i R,
tonces se puede reemplazar al apoyo con una fuerza K,de com-  (reactivas)
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3 ponentes V yH
—— V es perpendlcular al eje y,H tiene la direccién del eje.

g — :“'1 -

Dado que el apoyo mévil restringe el movimiento de traslacién en la direccién perpendicular al
eje, entonces se lo puede reemplazar mediante una fuerza perpendicular al eje: Vb, ya que cumple

el mismo efecto.

Las fuerzas V/, H, y V, reciben el nombre de fuerzas reactivas.

activas

Entonces hasta ahora han entrado en juego las siguientes fuerzas o cargas: fuerzas externas

reactivas

Veamos algunos casos en los cuales intervienen las fuerzas activas y reactivas.

Caso 1

Comenzamos a dimensionar)

Pensemos que debemos dimensionar la estructura para un salén
de fiestas que se construird sobre un primer piso (Figura 5.27).
En primer término tenemos que pensar en las cargas que acttian
sobre la estructura. La estructura de la construccién es de H® A°
(hormigén armado).

¢Qué cargas actiian sobre la losa y cudles son sus valores?
Las respuestas las visualizamos en el siguiente cuadro.
Tipos de cargas y sus valores

Valores
Peso en kg/m? o daN/m?

Tipos de cargas

Peso de la losa de H® A° 240
Peso del contrapiso 126
Peso del mortero 47,5
Peso del piso (ejemplo de parquet) 17,5
Peso del cielorraso 18
(ejemplo yeso con metal desplegado)

Carga 449

Para un salén de fiestas p = 500 kg/m? o daN/m?

B Entonces la carga total que actda sobre la losa es g = g+p. Esta carga g es la que se denomina carga es-

pecificay, en este caso el valor de g es g = 949 kg/m? o daN/m?.

-

Z
S/1.87P. / \ 1

Va

S/PB Gs

Wz

W

Cy

Losa S/1."P. (en planta)

J

Figura 5.27. Esquema en corte del edificio
de dos plantas y el de la planta de la losa
sobre el primer piso

Estas cargas son las denominadas
cargas permanentes. La carga por
unidad de superficie se la designa
con la letra g. Pero también existen
otras cargas que actiian sobre la losa,
por ejemplo: mobiliario, personas,
equipamiento, etc. Esto nos estd di-
ciendo que este tipo de carga de-
pende del destino del local. Esta
carga se la denomina carga acciden-
tal o sobrecarga y estd tabulada; se
la designa con p.

-
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La Estatica en la vida cotid

Una losa puede apoyar sobre vigas o bien directamente sobre

ol I |
columnas, en este Gltimo caso a la losa se la llama placa. EEEEEEEEEEEE R L'Z}q
En nuestro caso la losa apoya en vigas. Existe un vinculo entre
la losa y cada una de las vigas. = 7
3 l (!

La losa transmite a las vigas la carga a través de los apoyos, que

representamos mediante los siguientes esquemas: - ;\A

La carga de la losa sobre la viga es una carga externa activa.

Figura 5.28. Esquema de carga de la losa

Por el principio de accién y reaccion, la viga reacciona sobre T lq
la losa con una carga denominada externa reactiva. a 1 b
Se puede ejemplificar tal como se muestra en las figuras 5.28. /

=2 =0 . 5 =
y 5.29. R,, R, son cargas concentradas reactivas. a I Rb

Caso 2 Figura 5.29. Esquema de carga donde se

ponen en evidencia los vinculos

Subimos a una montaia rusa)

iQué emocidn! Es la primera vez.
" Uy, Uy...Uy..Uy..Uy...l,... jQuiero bajar...ar..ar..ar...ar!...
Por fin, Ah...;Por fin, ya estd, bajamos!

¢C6mo hardn los calculistas de estructuras para hacer que

la columna soporte todo el peso? Imagen 5.13. Montaia rusa

Veamos f l,?(activa) \

En el momento en que el tren (carrito) pasa por una columna, @_,
el peso del tren y el de nosotros ejercen una fuerza sobre el ¢je

ds la columna (Figura 5.30). e

P es la fuerza externa activa. . g

La columna reacciona sobre el tren con una fuerza R (reactiva).

Las fuerzas activas y las reactivas deben estar en equilibrio.

Figura 5.30
La diferencia entre el tipo de carga q del caso anterior con esta Esquema de carga sobre A
fuerza P es que la primera es una carga uniformemente dis- una columna de la mon-
tribuida y la segunda es una carga concentrada o puntual. C”” rusa R reactival )

¢Cbmo se calculan las cargas o fuerzas reactivas?

Ya expresamos que la estructura y, cada uno de sus elementos, deben estar en equilibrio estable. Por lo
tanto, se deben cumplir las condiciones necesarias y suficientes que hemos descrito en el capitulo 2 de
este libro para fuerzas no concurrentes.

Las columnas se dimensionan con las fuerzas reactivas obtenidas de la aplicacidn de las ecuaciones de
equilibrio. Las fuerzas reactivas son fuerzas activas para las columnas.



=l

sSerd dificil realizar este cdlculo?

No, todo es fécil cuando se comprende. Mds adelante, en este mismo capitulo resolveremos problemas i
similares a éste.

Caso 3

M gtamas en Villa La Angostura (Neuque’n))

En Villa la Angostura paramos en un hotel,

una joyita de la arquitectura tipica del sur de

nuestro pais.

La estructura es de madera, una caracteristica
)\ delazonay tiene el disefio que se puede ver en

las imdgenes 5.14y 5.15.

Como podemos observar la estructura que

soporta la cubierta es una estructura reticu- e

larplana formada por: la armadura de alma Imagen 5.14. Interior de un Imagen 5.15. Estructura del

calada; la cumbrera y las correas. hotel en Villa La Angostura techo de madera }
>
Consideramos la viga V. Si despreciamos el peso propio de la viga, el diagrama de carga es el que se
muestra en la figura 5.32.
S 187 [
La carga P es la reaccion de la cumbrera sobre la viga V). Esta reaccién se transforma en accién para [ |

la viga V. f \ |

e
Vs H,yV, son las fuerzas reactivas ejercidas sobre la viga V;.

Para lograr una mejor comprensién, damos los siguientes valores:

* luz de la viga Vj es 1= 7 m;
. intensidai de la fuerza P, es P = 10 kN;

* la fuerza P es una carga concentrada en el centro de la luz
de la viga. \ J
Figura 5.31. Esquema de la viga V; I
Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 5.32). f N\ ‘
En el diagrama de sélido libre se sacan los apoyos y se ponen en , ‘
evidencia las reacciones. L
Como podemos observar las reacciones son incdgnitas. Veamos, .
cémo obtenemos sus valores. i.i
Consideramos el grupo de ecuaciones de equilibrio de un sis- | > 1P=1U o [ off -
tema de fuerzas no concurrentes. > 7% s
TVJ ! ! TVz) -
z Proy F=0 2 2
5 [=7m
ZM“: 0 j
; \ W, {4
2 i Figura 5.32. Diagrama de carga y sélido libre




- Célculo de las reacciones en el apoyo &

1.2 Proy, F=0= Ha =0
% XM =0=-V,.7m+10kN.3,50 m =0

V,.7m=-10kN.3,50 m

-35kN m =1
e —
_7m
V& = SkN

Imagen 5.16a. Reunién de Caciques. Pintura de
Léone Matthis

- Célculo de las reacciones en el apoyo

3.3 M=0=V,.7m-10kN .3,50m =0

10 kN.3,50 m

7 m
V, =5kN

Va

W

= - Verificacién
=
. % - Podemos verificar mediante la proyeccién sobre el eje y
L s S Proy, F =0
P-V,-V,=0

10 kN —5 kN-5 kN= 0, verifica

El caso anterior constituye un ejemplo de resolucién de pro-
blemas referidos al cdlculo de reacciones de vinculo.

Imagen 5.16b. Detalle de la estructura del techo

~ La Estaticaen la vidg cotidi*a

5.5.- Resolvemos los siguientes problemas

e Reacciones de vinculos

Problema Ne° 5.1

Vamos a la casa de un amigo...)

Y

Enunciado

Nuestro amigo con su familia vive en una casa del afio 1930. El techo estd construido con vigas
de perfiles de acero y ladrillones cerdmicos. Las paredes son de carga; esto quiere decir que forman
parte de la estructura y son quienes reciben y transmiten a los cimientos la carga del entrepiso

(Figura 5.33).

Es;""'" La carga q (carga especifica) de la viga se obtiene mediante su peso propio y la carga que recibe del entre- ) k
A piso.
e

" |

o R/ ) (&

"~
-




La viga tiene el esquema estdtico de carga que se
muestra en la figura 5.33.

sCudl serd la carga que recibe la pared 2
y cudl la pared b2
Desarrollo

1. Determinacién del valor de cada una de las reac-
ciones en los apoyos (método analitico).

¢ Dibujamos el diagrama de sélido libre, en el que
ponemos en evidencia los vinculos (Figura 5.35).

e Aplicamos las ecuaciones de equilibrio de fuerzas
no concurrentes:

Y M =0= -Vl Hy 0+ glL -0

Y M =02V, l-glk=0

H=0=>H,=0
> b

* Calculamos el valor de V,,

2

= Vb.].= —%
_glt

g -qzr

BN 6o g
m 2

4 )

- ,

Figura 5.33. Perspectiva de la viga

~

q
yIININNNNENNNNEEEY i

— l | S—

Figura 5.34. Esquema estdtico de la carga

vL )

X
[TTTTTTTTTITTITTT]g-175kN
b *—"
7 ™
a —
l—Bm /

Figura 5.35. Diagrama de sélido libre (se ponen en
evidencia los vinculos)




L=

Calculamos el valor de H,
H,=0
2. Verificamos con la ecuacién de proyeccién sobre el eje y

Y ProyFy =V, +V, -17,5kNx6,00m = ?

a

52,5 kN +52,5kN-17,5 %Nx 6,00m = 0, verifica

Como el apoyo fijo restringe la traslacion en la direccion del eje y en la direccion perpendicular al eje, en- )

tonces las reacciones en b son Hy, y V).

Respuesta
Las fuerzas reactivas en los apoyos son: en el apoyo mévil 4, V, = 52,5 kN y en el apoyo fijo 6,

V,=525kNy H,=0kN

Problema N° 5.2

En una de las habitaciones de nuestro amigo el entrepiso es de madem)

Enunciado
5 Una viga de madera de la estructura del entrepiso tiene el esquema estdtico de carga que se indica en
3 la figura 5.36.
g'\
>
s
C ' LLLLTTT T PITTT LTI ]a-18kn
o
-‘5 VAN
4 h=6,50m b=2,50m
5‘

Figura 5.36. Esquema estdtico de carga de la viga

- ;Cudles serdn los valores de las reacciones en los apoyos?

Imagen 5.17. Primeroas pasos,
1937. Oleo sobre tel, 200 x 180,5.
Antonio Berni. Coleccién Museo
1. Determinacién del valor de cada una de las reacciones en los apoyos  Nacional de Bellas Artes

(método analitico).
Dibujamos el diagrama de sélido libre, en el cual se ponen en evidencias los vinculos (Figura 5.37).

Desarrollo

o

ililinnnnnnnnnn b||||||‘1=13'<'\I
d L 7{1 T;) Vb
o { o ! 1-6,50m b=2,50m
——
VJ“: - Figura 5.37. Diagrama de sélido libre (s ponen en evidencia los vinculos)




Los datos son los indicados en el esquema estdtico de carga de la viga

¢ Calculamos el valor de V),

L+l
2Mﬂ=o:q(11+12)¥_vb.zl=o
2
18ﬁ-(9‘;) -V,6,50m=0
m
), 18k
V, =112,15kN
¢ Calculamos el valor de V,
2 2
ZM”=0:>I{I-/1-qll—+qlz =0
2 2

v, - 2 gl
2 )
_18kN (6,50m)’ 18KN (2,50 m)’
% m 2.6,50m m 2.6,50m
V, =49,85kN

¢ Calculamos el valor de A g Imagen 5.19. Salén Porterio - Leonic Matthis

H,=0N

2. Verificamos con la ecuacién de proyeccién sobre el eje y
Proyy F=V, +V, ~18kNx9,00m = ? "
2 rogy a7V x9,00m verifica
49,85kN +112,15kN-18kN/m.9,00m =0

Respuesta - 37 —a
Las fuerzas reactivas en los apoyos son: en el apoyo fijo 2, V, = 49,85 kN, y H,= 0 kN. En el apoyo a
movil 4, V= 112,15 kN ¢ :

Problema N° 5.3

§e ( Calculamos las reacciones de una viga en voladizo

Enunciado
p - Una viga construida con un perfil de acero doble T recibe las cargas de dos columnas que apean en
' ella. En el voladizo apoya un muro cuya carga especifica es ¢ = 20 kN/m. Despreciamos la carga

| d - debido al peso propio de la viga (Figura 5.38).




o>/

1
1
¢Cuiles son los valores de las reacciones
en los apoyos?

Desarrollo

1.Determinacién del valor de cada una de
las reacciones en los apoyos (método

4 I
P=10kN |P=10kN
oo [0 T a- o
| I—
\_ 1,60m _250m 3m 2,50m ")

Figura 5.38. Esquema estitico de carga

analitico). ) ~N
¢ Dibujamos el diagrama de sélido libre, L
en el cual se ponen en evidencias los ,
vinculos (Figura 6.38). lP1= 10 kN lP2=1[] kN m q
QTT dTVd W,
1,50m _ 2,50 m 3m 2,50 m
# Calculamos el valor de V, \ - - -~ /
Figura 5.39. Diagrama de sélido libre
.2,50m.2,50
Y MY =0=V,7m-P.550m- Pﬁm% - 0
20kN/m.2,50 m.2,50

V,.7m-10kN.5,50m - 10 kN.3m + fm 25 m250m _
< - V,.7m-55kNm-30kNm+ 62,5 kNm = 0
= V,.7m-55kNm-30kNm+ 62,5 kNm = 0
o
%\. V,.7m-225 kNm= 0
= V,.7m=225 kNm
o V, = 3,21kN
o
g # Calculamos el valor de V,
™7
©
- . Y M*=0=-V,7m+P.1,50m+P,.4m+q.2,50 m8,25m = 0

IIT e -V, 7m+10kN.1,50m + 10 kN.4 m + 20 kN m.2,50 m.8,25m = 0
- -V, 7m+15kNm+40kN m+412,5kNm =0
-V, 7m+55kNm+4125kNm =0 n
-V, .7 m+467,5kNm =0 J
-V,;.7m= -467,5kN m . }
Vﬂl S 66,79 kN

# Calculamos el valor de H,
H 7= O

2. Verificamos con la ecuacién de proyeccién sobre el eje y
X Proyl =V Prleel  ~@82.50m =?
—
 3,21kN-10kN -10kN + 66,79 kN - 20 kN/m.2,50 m = 0

e

verifica




Respuesta

Las fuerzas reactivas en los apoyos son: en el apoyo 4, V,, = 3,21kN; en el apoyo 4, V ;= 66,79kN y

H,=0.

Problema N° 5.4

@n problema diferente, tal vez no visto en la realidad, pero de gran valor didécticow

Enunciado

Una viga simplemente apoyada estd cargada con s
un momento de médulo M = 30 kN m aplicado
en el centro de la viga (Figura 5.39).

;Cudles son las fuerzas reactivasen 2y en & 2

Desarrollo

1. Determinacién del valor de cada una de las re-
acciones en los apoyos (método analitico)

X M
¢ Dibujamos el diagrama de sélido libre, en | a \ b - 193 [
el cual se ponen en evidencias los vinculos > | ]
(Figura 5.41). TV ,/ TV
. “ h=2m b=2m b a
# Calculamos el valor de V, - p- :
Figuras 5.40 y 5.41. Esquema estdtico
Y M b 0=V 4m+M=0 de carga y diagrama de sélido libre d
= A =
V,4m+ 30 KNm= 0
V,4m= -3 KN m .
- 30 kN :
Va = SR g
4 m L
V,= -7,5kN ;

El signo (-) significa que el sentido adoptado para V,
no es correcto.

Calculamos el valor de V,,

> M -0V, 4m+M=0
V,.4m=-30kN.m

_ -30kNm

Vv
2 -4m

Vb= 7,5kN

G ERE

Figura 5.42. Diagrama de sélido libre correcto co,
fuerza V, ubicada correctamente




¢ Calculamos el valor de H,
H,-0

2. Verificamos con la ecuacién de proyeccién sobre el eje y
ZProyf =0=>V, +V, =2
-7,5kN+7,5kN =0

verifica

Respuesta
Las fuerzas reactivas en los apoyos son: en el apoyo 4, V, = -7,5 kN; en el apoyo 4, V, = 7,5 kN.

abitat

stro h

Problema Ne° 5.5

C‘Otro problema interesante!
|
Enunciado A lﬁz P

Una viga simplemente apoyada
estd sometida a cargas concentra-
das en el tramo y a momentos en
sus apoyos (Figura 5.42).

(=]
N 194 Y
P, =20 kN )

1]

=

§ P, =15kN

S P; =20 kN

£ M,; =10kN m . [ lp; P

: M2 =15 kN m Ha =a b

5 i lv

s ;Cudles son las fuerzas reactivas |_150m __ 1,50m _ 1,50m __1,50m |

b en los apoyos ay b ? \_ J
N

= Figura 5.43 y 5.44. Esquema estdtico de carga y diagrama de sélido libre (se
= Desarrollo ponen en evidencia los vinculos)

1. Determinacién del valor de cada una de las reacciones en los apoyos (método analitico).
¢ Dibujamos el diagrama de sélido libre, en el cual se ponen en evidencia los vinculos (Figura 5.44).

* Calculamos el valor de V,,
Y M = 0:>—M2 —Vb.6m+ P3.4,5m+ P2.3m+ P1.1,5m+M1 =0
~15kNm-V,.6m+20kN.45m+15kN.3m+20kN.1,5m+10kNm = 0
-15kNm-V, .6m+90kNm+45kNm+30kNm+10kNm = 0
-V, x6m+160kNm= 0

T -160 kN m
- 6m
Vb = 26,67 kN



¢ Calculamos el valor de V,

YM’ =0=V, .6m-P .45m-P,3m-P,.1,5m+M, -M, =0

V, .6m-20kN.4,5m-15kN.3m-20kN 1,5m+10kNm-15kNm =0
V, .6m-90kN.m-45kN.m-30kN.m+10kN.m-15kN.m=0
V,.6m-170kN.m =0

170 kN m
V = ——
5 6m
V, = 28,33kN
# Calculamos el valor de H,
H, -0
2. Verificamos con la ecuacién de proyeccién sobre el eje y
Y Proy, F=0=V, -P, -P, -P; +V, =2
verifica [ |
28,33kN-20kN-15kN-20kN + 26,67 kN = 0
Respuesta 195 [
Las fuerzas reactivas en los apoyos son: en el apoyo 4, V,, = 28,33 kN; H, = 0; en el apoyo 4, V, = 26,67 kN. ||
|
Problema N° 5.6 ‘ 5.0 \ \
i
QQue' hace un calculista de estructums§ et \
Un calceulista de estructuras se dedica a dimensionar la totalidad de los elementos estructurales que tiene ‘\

un edificio: losas, vigas, columnas, bases, tensores, puntales, etc. Esto significa que tiene que buscar dimen-
siones: seccion de un perfil de acero; escuadria de una viga de madera; didmetro del acero en una losa de
hormigdn armado, etc.

El dimensionamiento siempre comienza por el cdlculo estdtico.

Enunciado
En el Estudio de Arquitectura “SOLCONI”, un calculista de estructuras tiene que dimensionar una viga
de hormigén armado. Comienza por el cdlculo estdtico.

El esquema estdtico de carga de una viga de hormigén armado es el de la figura 5.45 (no consideramos
la carga ¢ que le transmite la losa ni su peso propio).

;Cudles son las fuerzas reactivas en los apoyos 2y 6 ?

Desarrollo
El cdlculo estdtico implica el cdlculo de las reacciones de vinculo.

1. Determinacién del valor de cada una de las reacciones en los apoyos (método analitico).
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¢ Dibujamos el diagrama de sélido libre 4 N
(Figura 5.45) ——
P=30 kN q
¢ Calculamos el valor de V, " b
ZM5=03Vﬂx6m—Px3m=0 'éhﬂm b=3m B
V,x6 m= 30 kNx3 m r“'
Vil 90 kN m - lﬁ
6 m q b
VNS kN ﬁ/?*) ! G,
aQ 7 7 h
¢ Calculamos el valor de R, \_ h b , )
2 M“=0=>Px3m-R, xcos 60°x6 m=0 Figura 5.45. Diagramas de carga y de sélido libre

30 kNx3m-R,x3m=0
-R,x3m=-90 kN m

Rb:9OkNm
3 m
R, =30 kN

R, la expresamos en funcién de sus componentes V,, y H,.

¢ Calculamos el valor de V,, ¢ Calculamos el valor de H,
V), = R, x cos 60° > Proy,F=0=H,- H,=0
V, = 30 kNx 0,5 H,- H,
Vo i H, =26 kN
¢ Calculamos el valor de H, ¢ Calculamos el valor de R,

H, = R, x sen 60° Raz‘/HﬂZJ,th:Rd:m/eN

H, =30 kNx 087
H, =26 kN

2. Verificamos con la ecuacién de proyeccién sobre el eje y
> Proy, F=0=>V, - P+V, =2
15 kN -30 kN +15 kN =0

verifica

Respuesta
Las reacciones de vinculo en los apoyos son:

R, =30 kN —V, =15 kN

— H, = 26 kN
R, =30 N>V, =15 kN -
Figura 5.20. Alumnos de la E.T.N° 34 de la
2 Ha = 26 kN Ciudad Auténoma de Buenos Aires resolviendo

este ejercicio



Problema N° 5.7 ? ' “J g

Y LLLL LTI T T[] []9-35kNim
Caminamos una cuadra y nos encontramos con

U 1-6m % q
un edificio que tiene amplios jardines en la planta

baja y un gran hall central. Una particularidad nos VT

llama la atencidn: las columnas son inclinadas.

CUn edificio con columnas inclinada§

Enunciado
Salimos de la casa de nuestro amigo.

N

_/

Una de las vigas de la estructura de hormigdn ar-
oA - | o | ow CEEEEPTTPPTPTTrfle
poya sobre dos de esas columnas incli , - g Hp
nadas, segtin el esquema de carga que se ve en la R R,
figura 5.46. y,
gu A l '
éCuéles seran las fuerzas provenientes de la Figura 5.46 y 5.47. Diagramas de carga y de sélido libre

viga que soportan las columnas?

Desarrollo
1. Determinacién del valor de cada una de las reacciones en los apoyos (método analitico).

¢ Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 5.47).

Calculamos el valor de R,

351N (€ m.6m)

> =0 (consideramos cos 30°=0,87)

ZMb =0=R, cos 30°. 6 m

1260 kN m
10,44 m
R,=120,7 kN

a

¢ Calculamos el valorde V,y H,
V,=R, cos 30° =V, = 120,7 kN . 0,87
V,=105kN

H,=R,xsen 30° H,=120,7kN.0,5

H, = 60,35 kN

Imagen 5.21. Un edificio ubicado en un barrio de la
Ciudad Auténoma de Buenos Aires

\\
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¢ Calculamos el valor de R,

kN (6m . 6 I
ZM‘Z:O:>—Rb.c0530°.6m+35(%):O
_ -1260 kN m
b _1044 m
R,= 1207 kN

¢ Calculamos el valorde V, y H,

V,=R,xcos 30°= V,=120,7kN. 0,87
V, = 105 kN

H, = R,xsen 30° = H, = 120,7 kN . 0,5

H, = 60,35 kN el signo de H, es negativo

2. Verificamos con la ecuacién de proyeccién sobre el eje y

z Proyy F=0=V, - ql +V, =2 Imagen 5.22. Dezalle columna en P B.
verifica
kN

V, =105kN - 35=2.6m +105kN = 0

Respuesta

Las fuerzas R, = 120,7 kN; V, = 105 kN; H, = 60,35 kN y H,, = 60,35 kN, son fuerzas reactivas de
las columnas sobre las vigas. Las fuerzas activas de la viga sobre las columnas son de igual direccidn,
de igual médulo, pero de sentido contrario.

5.6.- Representaciéon en dos dimensiones de la
estructura de un edificio y sus elementos

\

Y,
é 4 P S 7o)
A A
LLLITTTTTTTITT e LLLTTTTTTTTTITT e e
— 1 [ l] l2 l
/- Simplemente apoyada. V-V~ Viigas continuas. I3 - Empotradas
q- Carga uniformemente distribuidda. g~ Carga uniformemente distribuidda. 3 potradas. e
P- Carga puntual o concentrada. Py-P,— Carga puntual. q- Carga uniformemente distribuidda.

P- Carga puntual.

Figura 5.48. Esquema estitico de diferentes tipos de vigas segiin su estado de carga y de acuerdo a sus apoyos



ﬂw K

Cy-Empotrada-libre  C-Empotrada-libre — Cs—Empotrada-enpotrada  Cz-Empotrada-empotrada
carga centrada. carga excéntrica.  C3-Articulada-articulada  C4 —Articulada-articulad carga centrada. carga excéntrica.
carga centrada. carga excéntrica.

/

Figura 5.49. Esquema estdtico de distintos tipos de columnas Cy, Cy, C3, C4 y Cs

P N [ ™
vy G 1y 03
LOSA

1%
COLUMNA ] _@ Ve Vo C;-Columna
V; -Vigas

/

VIGAS ~&T] Gy Vs cs| & V Cs

-Losa cruzada

Vs ~(O--Losa amurada en
BASES 8 ‘@‘ Vi i

una sola direccion.
\ ["7 |/5 UB VE Lg

. _/

J Figura 5.51. Esquema en planta de la estructura de un edificio

Figura 5.50. Esquema en tres dimensiones de la
estructura de un edificio y de sus elementos

5.7.- Esfuerzos caracteristicos

Hasta aqui trabajamos en una forma muy simple con la accién de las cargas externas: activas y reac-
tivas, sobre los diferentes elementos estructurales.

Consideramos ahora una viga en equilibrio bajo la accién de un sistema de fuerzas externas. Imagi-
namos una seccion cualesquiera de la viga perpendicular a su eje. El conjunto de todas las fuerzas que
acttan a la izquierda de la seccién tiene una resultante que denominamos R; y el de la derecha una
resultante que llamamos R ;. Como la viga estd en equilibrio ambas resultantes son fuerzas de igual
direccidn, sentido contrario e igual intensidad. La recta de accién de las fuerzas resultantes intersecan
al plano de la seccién en un punto (Figura 5.52-2).

Como siempre toda fuerza la debemos reducir al baricentro de la seccién, al hacerlo aparecen mo-
mentos y fuerzas que actiian en el plano de dicha seccién y en forma perpendicular a ella, tanto del
sector izquierdo como del derecho (Figura 5.52-3). Es decir, surgen pares de momentos y pares de
fuerzas: el par que yace en el plano de la seccién y el par perpendicular a ese plano (Figura 5.52-4

y Figura 5.52-5).

Esto da lugar a que aparezcan tres conceptos importantes y que denominamos esfuerzos de caracteristicas.

\\
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Ellos son: momento flexor, esfuerzo de corte y es-
fuerzo normal o axil.

e Momento flexor

EL momento flexor M en una seccién es el par
de pares de las fuerzas que acttian, a uno y a
otro lado de dicha seccién, cuyos momentos
son los momentos con respecto al baricentro de
la seccién de la resultante de las fuerzas que
estdn a la izquierda y/o derecha de dicha sec-
cién. El signo estd dado por el momento de la
resultante izquierda, o el de la derecha cam-

biado de signo (Figura 5.52-4).
¢ Esfuerzo de corte o tangencial

Definimos como esfuerzo de corte o tangen-
cial en una seccién, al conjunto de las dos
fuerzas Q, cuyas rectas de accidn yacen en el
plano de aquélla, y cuyos médulos correspon-
den a las proyecciones de las resultantes iz-
quierda y/o derecha sobre el plano de la
seccién (Figura 5.52-5).

Elsigno estd dado de acuerdo con los esquemas
que se observan en la figura 5.53.

e Esfuerzo normal o esfuerzo axil

Definimos como esfuerzo normal o esfuerzo
axil en una seccidén al conjunto de las proyec-
ciones sobre un eje perpendicular al plano de
la seccién de las fuerzas que estdn a la iz-
quierda de la seccién y/o a la derecha. El
signo del esfuerzo normal depende de si la
seccién estd sometida a esfuerzo por traccidon
o compresién. En el caso de la traccién es po-
sitivo, y en el caso de la compresién es nega-
tivo (Figura 5.52-5).

El momento flexor, el esfuerzo de corte y el es-
fuerzo normal constituyen los tres esfuerzos ca-
racteristicos, o simplemente caracteristicas de la
seccién considerada.

() Seccidn S:
Ri -Resultante izquierda
R —Resultante derecha

@ sistema equivalente al 3. (® 0y -0 -Esfuerzo de corte
M'y =M ~Momento flexor o tangencial en la seccion S.
en la seccion S. y -\ -Esfuerzo normal
en la seccion S.

N J

Figura 5.52. Momento flexor, esfuerzo de corte y esfuerzo normal

é N

\ Esfuerzo de corte ® Esfuerzo de corte © J
Figura 5.53. Esquemas de esfuerzo de corte. Signos

>

/ / _*'ui.:“



Pero
squé pasa internamente con el material estructural?

Los materiales mds utilizados en la construccion, como materiales estructurales, son: bloques de hor-
migén, acero estructural, madera, hormigén armado...Como ya vimos, los materiales al constituir
elementos estructurales son sometidos a cargas de distintos origenes y formas de actuar. Estas cargas
provocan en el elemento estructural y, por lo tanto, en el material, bdsicamente efectos de traccién
(separacién de sus particulas), de compresién (empujes de particulas entre si), y de corte (desplaza-
miento de las particulas entre si).

Estos efectos pueden producirse separados o bien combinados, como es el caso de la flexién (traccién
y compresién).

Podemos decir, entonces que los elementos estructurales pueden estar sometidos a esfuerzos de trac-
cién, de compresion y/o corte, de corte o bien de flexién.

Estas expresiones nos estdn anunciando que el material, internamente, genera reacciones de diferente tipo.
Estas reacciones internas tienen por objeto mantener la cohesién molecular, impidiendo los despla-
zamientos entre moléculas y que, finalmente, el cuerpo se rompa.

Por ello, en el material se desarrollan fuerzas internas, también denominadas solicitaciones internas
o tensiones internas, que son reacciones internas con el objeto de contrarrestar y equilibrar los efectos
provocados por las fuerzas externas en relacién con la seccidn considerada. Este equilibrio se denomina
resistente o eldstico.

Las fuerzas internas pueden agruparse en simples y compuestas. Entre las primeras se encuentran las
de traccién, compresién (compresién simple) y corte. Entre las segundas la combinacién de las pri-
meras: flexién simple (traccién-compresién y corte).

5.8.- Relaciones entre la carga, el esfuerzo de corte
y el momento flexor

La construccién de los diagramas de esfuerzo de corte y de momento flexor puede realizarse en una
forma ficil si se tiene en cuenta que, entre la carga, el esfuerzo cortante y el momento flexor existen
determinadas relaciones.

Para encontrar dichas relaciones, consideramos una viga simplemente apoyada sometida a una carga
distribuida, y dos secciones 2 y & cuya separacién es Ax (Figura 5.54).

El esfuerzo de corte en 4 lo denominamos Q, y en 4, Q + AQ.
El momento flexor en « lo llamamos M,y en 4, M + AM.

Aislando la parte de la viga comprendida entre  y 4, entonces las fuerzas que se ¢jercen sobre ese
trozo del s6lido son:

Fuerza externa activa — ¢,.. Ax
Fuerza cortante — QyQ+Ax
Momento flexor — MyM + AM
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1. Aplicamos la ecuacién de equilibrio. |

ZProny:0:>Q—(Q+AQ)—qx.Ax:O
Q-Q-AQ-q,Ax d_b
e (TR TTIITT
AQ-=-q,Ax é.alglb A_
Dividimos a ambos miembros por Ax. 0 WE'A\Q
—C Q L1

= —qx
Ax M+AM
Aplicamos a ambos momentos limite Ax — 0. M=3F 3 =75 9
5
AQ dQ Ml * 6T 734
l‘ —_— - 5 — = - 5 0 1
4 Ax 1 dx 1 ©) - J

Figura 5.54. Diagramas de sélido libre,

esfuerzo de corte y momento flexor

Conclusion 1

La derivada del esfuerzo de corte Q respecto de x es igual a la carga especifica cambiada de signo.

En forma geométrica, podemos expresar:

la pendiente de la recta tangente en un punto a la curva del esfuerzo de corte es negativa y el valor de la
misma en dicho punto es igual a la carga especifica.

2. Integramos a ambos miembros de la expresion (5).

xt,@:.“x

‘- q. dx —>da el valor del drea de la gréfica de q entre los puntos x, y x, .
x, dx x

a

aQ

La expresion matemdtica =i tiene validez en la seccion de aplicacion de una carga concentrada. )

2. Aplicamos la ecuacién de equilibrio de momentos

M=0=M-(M+AM)+QAx-qAx X0
i QAx-qAx—

M—M—AM+QAx—q.Ax.%:O

2
-AM+QAx-q%:o

(Ax)*

-AM=-QAx+q
Dividimos a ambos miembros por Ax

AM=+Qﬂ_g(Ax)2
Ax ANG s 2\ 5z

AM qAx
Ax_+Q 2




Aplicamos /lim
Ax—0

lim aM = lim [+ Q_q.AxJ
Ax—0 Ax  Ax—>0 2
lim A1W=+Q— lim RN
Ax—0 A x Ax—>0 2

dM

d x =Q-0

dM

dx -Q

Conclusion 2

La derivada del momento flexor respecto de x es igual al esfuerzo de corte.
En forma geométrica, decimos que:

la pendiente de la recta tangente a la grdfica del momento flexor en un punto es igual al esfuerzo de corte.

Integramos a la expresién matemdtica % = Q, entre los puntos 2 y e.
edM e -
Joae L
a o x a

M,-M, = j: Qdx —  nos da el drea bajo la curva del esfuerzo de corte entre 2 y e.

( La expresion matemitica % = Q no tiene validez en las secciones donde haya fuerzas concentradas. )

5.9.- Resolvemos los siguientes ejercicios de aplicacién

Ejercicio N° 5.1

Dada la siguiente viga simplemente apoyada, cuya luz es /y, con una carga uniformemente repartida
g> determinar:

1. las reacciones en los apoyos;

2. realizar los diagramas de esfuerzo de corte y de momento OO |q
flexor.
| =T 4 ——
. Desarrollo - '

1. Determinacién del valor de cada una de las reacciones en los
apoyos (método analitico).

Figura 5.55a. Diagrama estdtico de carga

Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 5.55b).
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v o4 e ™

a 2 )
q/? T-*
M“=0= -V, xl+3I— -0 '
2 2 HEEERERERERENENEE
2 a b
V, xl= _q T T
2 - o
/2 Vo 1 Vp
Vb X[ = q_
2 q
o Q-9 [T @20
Vy=—— €
24 2
/
Vb = L 2
2 Mméx=——
2. Diagrama de esfuerzos de corte (Figura 5.56). M |
1 @ 9
En el apoyo 4, el esfuerzo de corte es: 2 ) | 71 8
V = +q—l ° 6 4 5
“ 2 7 X 4 3
A una distancia x del apoyo 4, el esfuerzo de corte es: 9 0 !
Q-Q=-gx L N=0 )
Q = Qa - gx

/ Figura 5.55b, 56, 57 y 58
q Diagrama de sélido libre, de esfuerzo de corte,

Q-1 g
2 de momento flexor y de esfuerzo normal

o

. o T ., .
expresién matemdtica T que corresponde a una funcién lineal,
cuya representacién grafica es una recta.

/
El’l x-z,Q-O

Convencién de signos
Sobre la recta (eje) se representa el esfuerzo de corte (+) y debajo de la linea el negativo ().

3. Diagrama de momento flexor (Figura 5.57).

“En el apoyo 4, el momento flexor es cero.



A una distancia x, el momento flexor es:

Wie L
«= V-4
2

Mx=q—lx— L5 o
2 2

Mx=%(—x2+lx)

expresién matemdtica que corresponde a una pardbola cuadritica.

4. Diagrama de esfuerzo axil o normal (Figura 5.58).
Como no existe carga externa activa en la direccién del eje de la viga, el esfuerzo normal N es cero.
5. Trazado de la pardbola cuadrdtica

=Q, para x=§ donde Q =0, Z—M=0:>queen x=é existe un mdximo o un
X

Dado que jM

X

minimo y la recta tangente es horizontal.

/ - .
El momento en x = S e mdximo con signo (+).
El trazado de la curva es igual que el de una pardbola cuadrdtica que tenga la expresion matemdtica & |
-G %(u )

e Procedimiento para el trazado de la pardbola cuadrdtica

1.En x = 4 se traza la perpendicular al eje y en la escala correspondiente dos veces el valor del mo-

mento mdximo, se obtiene el punto 0.

i 2
o -2|-(4) +z.ﬂ
L 7 . 12
M N Mméax=——
M, . = A L . M
2| \2) "2 ) | ¢
- &)
2 2 2 8
M., -4 _Z_J_J N | 7
2 4 2 5 X / 5
_]? 2 7 3
M, - q 1“+21 3 )
2 4 9Y1
2 \ 0
M, = % Figura 5.59. Pardbola cuadyitica: procedimiento

2. Se trazan las rectas determinadas por los puntos de apoyo y el punto 0.
3. Se dividen en partes iguales cada una de esas rectas y se numeran en sentido contrario.

-
i L A
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Se traza la recta que pasa por los niimeros de igual denominacién. Dado que dichas rectas son tan-
gentes a la pardbola, ésta queda envuelta por las mismas.

4. Cada segmento comprendido entre la pardbola y el ¢je, en la escala correspondiente, representa al
momento flexor en su seccidn.

5. El momento flexor (+) lo representamos debajo del eje y el negativo sobre el ¢je.

Ejercicio N° 5.2

Dada una viga empotrada-libre sometida a una carga unifor-

memente distribuida ¢ (Figura 5.59), determinar: Z
HEERRRRRRRRNRNNL:
l

1. reacciones en el apoyo;

2. diagrama de esfuerzos de corte;
3. diagrama de momento flexor;
4. diagrama de esfuerzo normal. Figura 5.59. Esquema estitico de carga

Desarrollo
1. Determinacién del valor de cada una de las reacciones en los apoyos (método analitico).

4 )

¢ Dibujamos el diagrama de sdlido libre (Figura 5.60).

y
® Aplicamos las ecuaciones de equilibrio. " T_ﬁ
Y M =0=ql-M, =0 g LTI ]9
M, =ql "
74 ;
ZProyy F=0=V,-¢/=0
V,=ql Figura 5.60. Diagrama de solido libre

2. Determinacién de los valores del esfuerzo de corte, Ov=ali=x)
momento flexor y esfuerzo normal en secciones cri- m
ticas y realizacién de los respectivos diagramas. Qq=4! Q-0

X

-—t 5

Esfuerzo de corte
En el apoyo a, el esfuerzo de corte es V. Figura 5.61. Diagrama de esfuerzo de corte

=,
Qﬂ=ql

El esfuerzo de corte a una distancia x es:

Qx =I/ﬂ -gx 12 3 4 7 5 6 7

Q. =q!-gx Figura 5.62 Diagrama de momento flexor

Q =q(i-)
T V=0

Expresién matemdtica de una funcién lineal cuya re- Figura 5.63. Diagrama de esfuerzo normal
presentacion gréfica es una recta (Figura 5.61). \_




g‘tj’s‘é-." gL | t" !,'

Si x = 0(un infinitésimo a la izquierda del apoyo), entonces

Qx == _ql

Momento flexor

El momento flexor a una distancia x del apoyo  es:

X a

2
M=Vx—q; M,

2
x
Mx = ql" - 1 _Ma
2
Expresién matemdtica de una funcién de segundo grado. Figura 5.24.
El momento méximo se produce en x =0

X

2
M, =gl - ‘1; -M,
Mma’x = _Ma

Esfuerzo normal

N=0

® Procedimiento para el trazado del diagrama de momento

flexor (Figura 5.62).

El trazado es similar al de una pardbola correspondiente a  Figura 5.25. “Rumbo a la estancia” de Leonie Matthis
la funcién: (mediados del siglo XIX)

2
X

+C

Joy=alx- 1

a. En la escala de momentos adoptada se traza sobre eje el valor de Mz en la seccién del apoyo.
b. El ¢je horizontal y la perpendicular en el apoyo son las rectas tangentes en los extremos de la pardbola.

W ‘
-. .
c. Se dividen en partes cada una de esas rectas y se las enumera siguiendo un sentido contrario. ;
d. Se trazan las rectas determinadas por pares de puntos de igual denominacién. Dichas rectas son '
rectas tangentes que envuelven a la pardbola cuadrética.
5.10.- Esfuerzos de traccién y de compresién
La accién de fuerzas colineales (igual recta de accién), igual magnitud y sentido opuesto sobre
hy! una barra, pone de manifiesto alargamientos o acortamientos transversales variables en una de-
Es terminada seccidn.
i Si partimos del supuesto que, sobre una pieza actdan tinicamente fuerzas perpendiculares a la
seccién, de igual magnitud y sentido contrario que tratan de separar las particulas, la pieza estd
- traccionada; recibe el nombre de tensor. El trabajo interno de éste es el mismo a lo largo de la .
barra. En cambio, si dichas fuerzas tratan de juntar las particulas, se trata de una pieza compri-
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mida, entonces estamos en presencia de un puntal.
Realicemos el andlisis de algunos casos de cada uno de los esfuerzos a los que puede estar sometida
una estructura. Comenzamos por el de traccién.

Caso 1

Estructuras de traccién

5.10.1. El tensor como elemento estructural de traccién

Pensemos en una cubierta de dos
aguas de un edificio (vivienda unifa-
miliar, templo-iglesia, etc.). La solu-
cién estructural disefiada  para
soportar y transmitir la carga de la cu-
bierta estd conformada por una arma-
dura triangular de madera, plana y
simétrica. Presentamos una estructura
muy simple, constituida por una ar-
madura triangular con los siguientes
elementos: una cumbrera, dos pares y
un tensor (Figura 5.61). Figura 5.61. Armadura triangular: distribucién de las cargas

¢ Andlisis de las cargas (Figura 5.61).

La cubierta descarga en las correas (la cumbrera es la co-
rrea superior); esto significa que las reacciones de la cu-
bierta son acciones para las correas. A su vez las reacciones
de éstas son acciones para los pares.

La carga P se descompone en las direcciones de los pares
(I'y II): Py y Py, que acttian sobre los apoyos (pilares).
Sobre los apoyos, dichas fuerzas se pueden descomponer
en las componentes verticales V, y V,, y en las horizon-
tales H,y H,.

H,y H, son fuerzas exteriores, colineales (pertenecen
a la misma recta de accién), de igual intensidad y sen-
tido contrario. Imagen 5.26. Un edificio con estructura de techo de madera

:Cudl es el efecto que producen?

Las fuerzas H, y H, tienden a separar las barras de los pares. Como este efecto no puede darse, en-
tonces se debe equilibrar colocando una barra (barra III). Esta barra, se denomina zensor.

Tiene que existir un equilibrio entre las fuerzas externas actuantes y los esfuerzos internos de reaccién
generados por el material del tensor.

H(externa)(accién) = H(interna)(reaccién del material) .

La H (interna) serd igual a la sumatoria de todas las tensiones normales 6 por la superficie total de la
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seccién del tensor.
Las componentes de cada una de las fuerzas (V'y H) son absorbidas; por el pilar, la componente V,
y por el tensor la componente H.

:Qué efectos provocan Vy H?

V provoca sobre el pilar el efecto de compresion.
H provoca sobre el tensor el efecto de traccién.

4 )

P
= => 5> =
Py Pu Py Pi
Traccion sobre P Traccidn sobre
74 7 eltensor el tensor
<Y > Ha b
Ha o S e AN
Ha 4 @ \ / b" Hb
Compresidn sobre el pilar
. P ’ y

Figura 5.62. Esquemas de distribucion de cargas

Si N es la fuerza externa (causa del fenémeno de traccién de la barra), o es la tensién admisible
del material; el equilibrio se puede expresar desde el punto de vista de la matemdtica mediante
la siguiente expresién:

N: fuerza externa
N=A.oy A: superficie de la seccién
G,q: tensidon normal admitida del material

Si se desea dimensionar la pieza, es decir, buscar el valor de la seccién, se utiliza la expresién matem4-
tica que surge de la anterior:

N
Oad

A=

La seccién puede tener varias formas: rectangular, cuadrangular; circular, maciza o hueca.

Por otra parte, si ya existe la estructura y se cambia la carga actuante (puede ser por modificacién
del destino), se tiene que realizar el proceso de verificacidn, que consiste en hallar 6 actuante y
verificar con G

Para ello la expresién matemdtica es:

N
A

! El disefiador de estructuras debe considerar, al momento de disefiar un tensor:

O = <Oy

- los equilibrios estdticos;

- la resistencia;

- los aspectos constructivos;

- el problema de las deformaciones (alargamiento) que experimenta el tensor,




Capitulo 5 | La estatica en nuestro habitat
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La Estatica en la vida cotidiana

A

Al =N.I
.

Al = alargamiento del tensor

N = fuerza a la que estd sometido

| = longitud del sensor

E = médulo de elasticidad del material
A = seccién del tensor

Entonces podemos saber cudl serd el alargamiento de un tensor en su momento de trabajo. Esto nos
permite tomar decisiones con respecto al tipo de material; a la seccién para un determinado estado
de carga y a su longitud o bien determinar el alargamiento para un determinado material, seccién,
carga y longitud.

® Veamos el siguiente caso

Por razones constructivas, el tensor que forma parte de una estructura de madera dura, arraydn,
tiene una longitud de 6 m y soporta una carga de masa = 600 kg. Se desea que el alargamiento no
supere el 1 %o de la longitud inicial. Entonces la decisién que debemos tomar es la siguiente:

scon qué seccién lo construimos?

1°. Expresamos la fuerza N en newton (N) y el médulo de elasticidad E en

N
2

N=600kg.9,8 2
52

N=5.880N

E=200.000 K& gy ™

cm? &2

E=1.960.000 N _
cm?

2°. Calculo del 4rea

Imagen 5.27. Vivienda unifamiliar con estructura de madera

5.880 N . 600 cm X 5.880 N . 600 cm = 0,001 (1 %o)

1.960.000 N xAcm ~ 1.960.000 N x A cm?

cm cm

5.880 N . 600 cm
1.960.000 - N_ x 0,001 cm

cm’

A = 1.800 cm?

3°. Célculo de los lados de la seccién del tirante

: . : iyl Imagen 5.28. Vivienda en el bosque
Si se desea construir un tirante con seccién cuadrada de lados 2y & - Repiiblica Federal de Alemania



a=b = a.b=1.800cm’

2 = \[1.800 cm®

a=42,43 cm

b =42,43 cm

Adoptamos una seccién de 45 x 45 cm.

Si la seccién es rectangular, se fija un lado,
por ejemplo 2 = 30 cm y se calcula el otro 4

Imagen 5.29. Estructura de ma- ! }!‘_‘
800 dera de un techo a dos aguas

.800cm j
a.6=1800cm’ = p= """ e

30cm Y 1K
= b =060 cm :','fa

1
¢Cdémo conviene colocar al tensor? L :
Si recordamos el concepto del momento de inercia /, que hemos visto en el capitulo 3, sabemos que ‘ i

el momento de inercia da rigidez al elemento estructural, y que la expresién matemdtica del momento
de inercia de una seccién rectangular es:

a.b’
] =
12
Para nuestro caso, el momento de inercia se calcula del siguiente modo:
3 3
N ‘llé == 30 cm ’1(50 om) , siendo @ = 30 cm, la base y & = 60 cm, la altura (Figura 5.63).

J =540.000 '

Sia=30cmeslaalturay =60 cm, la base (Figura 5.64).

3 3
i b.a L i 60 cm. (30 cm)
117 12

J=135.000 cm*

J

Evidentemente, el tensor se colocard con el lado menor de
la seccién como base y el lado mayor como altura, ya que
esta forma da mayor rigidez al elemento estructural.

La seccién del perfil es de 45 x 45 en cm (aproximamos
siempre en un ndmero mayor) si la seccién es cuadrangular
y, de 30 x 60 en cm si la seccién es rectangular.

Figura 5.64. Tensor colocado con el lado mayor
como base del rectangulo de la seccidn




Existen estructuras denominadas colgantes o colgadas. Estas
estructuras permiten salvar grandes luces. El elemento es-
tructural principal es el cable. El material, casi excluyente,
con el que se construyen los cables es el acero.

El acero tiene la gran capacidad de resistencia a la trac-
cién, por lo tanto es éptimo para ser utilizado en estruc-
turas de traccién.

Los cables se emplean en muchas obras de ingenierfa: puen-
tes colgantes, lineas eléctricas; teleféricos; vientos para torres
de gran altura (ya lo hemos visto en varios problemas en los
capitulo 1 de este libro).

De acuerdo con la carga que soportan se clasifica a los cables en:

1. cables que soportan cargas concentradas;
2. cables que soportan cargas distribuidas.

1.- Cables con cargas concentradas

Consideramos un cable sujeto a dos puntos fijos 2 y &.

El cable gstd sometido a cargas verticales concentradas

P, P,, P, (Figura 5.65).

Partimos de la hipétesis que el cable es flexible, o sea su
resistencia a la flexidn es pequefia y, por lo tanto, puede
despreciarse. Por otra parte, también consideramos que el
peso propio del cable es pequefio frente a las cargas que
soporta, por lo tanto no se toma en cuenta. Esto significa
que, solamente, actdan cargas concentradas externas. Las
fuerzas internas en cualquier punto del cable se reducen
a una fuerza de traccién dirigida en la misma direccién

del cable (Figura 5.66).
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Un caso de esta situacién puede ser el de los oleoductos sus-

pendidos.
Ejemplo
Un oleoducto suspendido estd sustentado mediante colga-

dores verticales sujetos a un cable. Cada sustentador soporta
una determinada traccién, que es conocida.

L

Conocer la tensién mdxima del cable ya construido y la or-
denada de uno de los puntos del mismo, de donde se sos-
tiene un sustentador, puede ser una necesidad, por ejemplo
para cambiar el estado de carga y saber si el cable soporta la

nueva carga (Figura 5.67).

Imagen 5.30. Téleférico que conduce al Monasterio
de Monzserrat. Barcelona - Espana

Figura 5.65. Esquema de un cable sometido a

fuerzas concentradas
Vi
A
Figura 5.66
ﬁ Esquema de fuerzas

internas en el cable

A
C1 T C3

@ | )

Figura 5.67. Esquema de carga de un cable que
sostine a un oleoducto
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@esolvamos el siguiente ejercicio ;

Ejercicio N° 5.3

El cable de la figura 5.68 soporta tres cargas concentradas ver-
tlealesiH s FosWEenia), ¢y G5

Sabemos que el punto ¢ estd 3 m por debajo del soporte iz-
quierdo # ; y; = 3 m, y el punto de apoyo & estd por debajo de
la horizontal que pasa por @ ; y,=1 m.

La intensidad de cada carga es:

Fy =25 kN o ) R

F, =50 kN Figura 5.68. Esquema de carga del cable .
F; =15 kN s
Resulta importante conocer la altura del cable respecto de la horizontal que pasa por el apoyo , en ! Tf.i‘-"
los puntos ¢; , ¢, , la pendiente y la tensién médxima en el cable. i q

Busquemos la solucién

1. Planteamos las ecuaciones de equilibrio
2 Mb -0
1. D, M=o
Z M>=0
Z M* =0

Y MP-0=A4, 14m-25kN.9m-50 kN.7m-15 kN .35 m+ A, 1m=0

14 . A}, + Ax =225+350+ 52,5 (Para no complicar la escritura con las unidades de medida
no las colocamos en las expresiones matemdticas)
14.4, + 4, =6275 (6)

Imagen 5.31. Puente colgante. Budapest - Hungria

z M = 0:>A}, 105 m-25kN.55m-50 kN .35m + Ax. 3m =0 delaparte izquierda del cable
IO,S.A}, +3.A, -1375-175=0
10,5 .Ay +3.A4, =3125(7)

Las expresiones matemdticas (6) y (7) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas
14.A}, +A, =627,5
10,5.Ay +3.A4,=3125



2. Cilculo de A,. Usamos para encontrar la solucién el método de determinantes.

62753 L
SID SRS
14 1
10,3, + 3

=

4 18825-3125
i 42-105

Ay = 49,84 kN, sentido de A, T

3. Calculo de 4,

14 6275
105 325

Imagen 5.32
I ——) Vista del Puente de las Torres sobre el rio Tiimesis - Londres

E)IEY)
A 4.375 - 6.588,75

X

X

315
214 A.=-70,28 N (el signo negativo significa que el sentido de la fuerza es el siguiente: <)

4. Cilculo de la componentes de la reacciénen 4 : B; B,

> M*=0=-B, 14m-B,.1m+15kN.105m+50 kN.7 m+25 kN .5m=0
-B,.14m-B, .1m =-15kN.105m-50 kN .7 m-25kN.5m
—B},. 14m-B,.1m=-1575 kNm-350 kNm-125 kN m

B, .14+ B, .1 = 6325 (8)

~LaEstatica en la vida cotidiana

ZM“ =0=-B,.9m+15kN.55m + 50 kN .2m+ B,(y;-1) = 0 (de la parte derecha del cable)
-B,.9+ By, -1)=-1825 kN(9)

5. Determinamos la altura de los puntos ¢, y ¢,

a. Consideramos la porcién ac; del cable como un sélido libre.

z MT=0=A, .5m-A, .y =0 (dela parte izquierda del cable)
49,84 kN .5m-A_.y, =0
249,2 KN'm - 70,28kN . 3 =0
-249,2kN m
-70,28 kN
y1 =3,55m (por debajo del punto a)

L

Al F




’ ___.\‘.f A e, _.‘. ~

o™ ! .

i -»--ff—-%;,; =0\

ZM”Z =0=>A4,.7 -A,.y,-F .2=0 (delaparte izquierda del cable)
= 49,84 kN.7m-70,28 kN . y,m-25 kN .2 m =0
b

5 348,88 kN m- 70,28 kN. y, m - 50 kN m =0
R -70,28 kN .y, m= -298,88 kN m
b\ 3 | —298,88kNm
% 727 70,28 kN m
Y, =4,25m (por debajo del punto a)
c. Reemplazando en (9) 2 y; por el valor hallado, resulta:
-B,.9m+ B.(355-1)m=-1825 kN
B,.9m-B(355-1)-1825 kN
B,.9 m-B,.255m=1825 kN (10)
I d.
%
Z M3 =0= —B},. 35m+ B..2m=0#kN (11) (dela parte derecha)
» Las expresiones matemdticas (10) y (11) constituyen un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas.
'y B, 9m-B,.255m=1825 kN
I -B,.35m+ B,.2m=0 kN
= 182,5 -2,55
0 7 -
PR BT | 3650
B L 255 7 18-893
-3,5 2
= B, = 40,24 kN T
) 182,5
-3.5 0 638,75
B = 9.07 — = 9.07 Figura 5.69. Esquema de carga del cable

con las reacciones con sentido correcto

= B, =70,42 kN —>
6. Célculo de la pendiente y la tensién méxima (Figura 5.70)

™ . X tga=m: tg—a=0’71
\\{/ 5m

o = arctg 0,71

YU B 1 1A | |
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AT

H1

0. = 35,37° (valor que se obtiene usando la calculadora) ( \
a, = 360°- 35,37° Ay
0y =324,63°(valor real)

A 70,28 kN < A
B — e <
cos 324,63° 0,82
T, = 8570 kN
Respuesta \_ .

La pendiente mdxima es o, = 324,63° Figura 5.70. Bquemé de W HES QN

La tensién mdxima es 77 = 85,70 kN
La altura del cable y; = 3,55 m (por debajo del punto 2)
La altura del cable y, = 4,25 m (por debajo del punto 2)

2. Cables con cargas distribuidas

Consideramos un cable con dos puntos fijos que soportan una carga distribuida.

punto es una fuerza de traccion dirigida segin la direccion del cable.

Como ya vimos en el caso de un cable que soporta cargas concentradas, la fuerza interna en cualquz’er)

Ahora bien, en el caso que la carga sea dis- f
tribuida, el cable cuelga en forma de curva
y la fuerza interna en cada punto tiene la

direccién de la tangente a la curva. |]>\__ /ﬂ] del cable

El cable que soporta una carga uniforme- | Catenaria someido a su propio peso.

YA

>

mente distribuida a lo largo de la longitud X

del mismo cable, es el caso de los cables que W

cuelgan bajo su propio peso.

La traza que toma el cable, en este caso, se

asimila a la curva geométrica denominada \ J
catenaria (Figura 5.71). Figura 5.71. Esquema de un cable con forma de la catenaria

La expresién matemdtica de la catenaria de eje vertical es:

f(x) = c.ch x obieny=chx
c c

Otra manera de escribir la ecuacién de la catenaria es:

N YYYYYYYYYYY |

V—s=c

En el caso que el cable esté bien tensado, puede suponerse que la Parahola
carga estd uniformemente distribuida a lo largo de la horizontal, la
catenaria puede sustituirse por una pardbola y el error que se in-
troduce es pequenio. Esta simplificacién facilita el cdlculo, ya que
evita el uso de funciones hiperbélicas (ch_x , coseno hiperbélico ;
P [ P ) Figura 5.72. Esquema de un cable con

(Figura S ¢ forma parabilica

> f(x) = c.ch(x/c) se lee ‘efe de x igual a c por coseno hiperbélico de x sobre ¢”.



W

El ejemplo tipico del cable como elemento estructural lo pode-
mos ver en las estructuras colgantes en puentes que deben salvar
grandes luces.

También podemos pensar en este tipo de estructura para una cu-
bierta que estd constituida por cables de sostén.

Son estructuras muy livianas dado que no cuentan con un peso pro-
pio estimable. Esta liviandad hace que queden expuestas a defor-
maciones llamadas de flameo, similares a acciones de fuerzas como
las del viento.

T = L=

Imagen 5.33. Puente Portugalete
(vista de frente)

Para evitar esta situacién que conducirfa a la destruccién de la obra, f

se podrian utilizar las siguientes soluciones: Cable Portante

(recibe las cargas)

1. aumentar el peso de la estructura. Esta solucién atenta contra
la caracteristica fundamental de ésta, vale decir de ser livianas,

ligeras; A
2. envainar el cable con un material, como el hormigén, que ab- Cable Pretensado
sorbe compresiones. En determinadas formas, asi se procede; (tensor)

~

>/

colocar cables con una curvatura inversa del tensionado previo \
que amarran la estructura, tomando ésta la forma de superficies
alabeadas como “sillas de montar” o paraboloides hiperbdlicos
(Figura 5.73). Estos cables también toman el nombre de tensores;

3. ambos cables: el de sostén y el tensor estdn unidos por las denominadas péndolas que trabajan a la
traccién y a la compresién (Figura 5.74);

4. emplear losetas de hormigdn apoyadas sobre los cables de sostén, las que, en virtud de su peso pro-
pio eliminan el peligro de flameo.

Figura 5.73. Esquema de cables con la
Jforma de la silla de montar

Cable de sostén

Tensor

Péndolas

Cable de sostén
WA'A"AVA‘

Figura 5.74. Esquemas de cables unidos por péndolas

:Cémo se determinan los esfuerzos?

Consideramos un cable como elemento principal de la estructura colgante de una cubierta.
Suponemos que el cable estd muy tendido, entonces la carga puede considerarse que acttia uniforme-
mente distribuida sobre su proyeccién horizontal. En este caso, la catenaria puede reemplazarse por
una pardbola cuadrdtica. La pardbola (traza geométrica del cable) tiene su flecha maxima en el centro
(Figura 5.75). gl b

Las reacciones en los apoyos son V., , H, en el apoyo a2y V, , H, en el apoyo & .

Ve =V

th:Hb

Pensemos por un momento en una situacién hipotética.
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Si cortamos el cable en el centro para mante-
ner el equilibrio serd necesario,aplicar en ese
punto una fuerza horizontal (#,). El valor de
H debe ser igual al que cumplia la parte del
cable eliminada. Entonces en el apoyo 4, las
intensidades de las reacciones serdn V,y H,y
en el centro H,. La carga actuante en la mitad

del tramo es: P = %1 (Figura 5.75).

En cada seccién del cable se debe satisfacer las
condiciones de equilibrio.

XH =0
V=0
M =0

H=H,+H ;H,+H =0=H,=-H,
XV=0=V,=P=V, %1

El cable no trabaja a la flexién, esto significa que
a lo largo de todo el cable no se registran mo-
mentos flexores, 0 sea que XM* = 0 en cualquier
seccién del cable.

I 11
>Me=0 :>—Hﬂ.f+‘/ﬂ5—q7.z=0
4 L
XMe=0 =-H,.f 55T =0
1> gl
M=0=-H,.f LT -0

-

-

\A A

Al

1

a b
0 f 0

~

(Carga uniformemente
q ™" itrouica)

(Traza del cable)

gl” ql”
H”'f:T_T (fes la flecha)

a -’ 8
al’

H, = 8f
ql’

Como H,=-H,, H, =-4F

Figura 5.75. Diagrama de carga uniformemente distribuida y
traza parabélica del cable

(el signo — significa que el sentido de H . es opuesto

al de H ). H_ es la intensidad de la fuerza horizontal que soporta el cable en su centro.

- =
H, es la componente horizontal de la reaccidn en 2 que compuesta con la componente vertical V,

da la reaccién en el apoyo 4, que es igual a la reaccién en 6.

La expresién matemdtica de V, nos dice que la componente vertical de la reaccién depende de la
carga y de la luz, en cambio la reaccién horizontal A, depende de la carga, de la luz, y de la flecha.



5.10.3. La membrana o ciscara como elemento estructural de traccién

Una membrana es un elemento estructural tan delgado que no puede resistir ni la compresién, ni la
flexién, ni el corte, sélo tiene la capacidad de resistir la traccién. Un trozo de caucho es un ejemplo
de este tipo de estructura. Otro ejemplo lo constituyen las pompas de jabén, con las que tantas veces
hemos jugado.

A pesar de ser tan limitada su capacidad de resistencia frente a los diferentes esfuerzos caracteristicos
(compresion, corte y/o flexion), las membranas conforman un modelo de elemento estructural, con
todas sus ventajas y sus desventajas. Su utilizacién tiene un motivo fundamental: la carga debido a su
propio peso es baja.

Basta con observar las carpas, por ejemplo la carpa que usamos
para acampar, la carpa de un circo, las carpitas que, muchas veces,
nos cubren de los rayos del sol en la playa,...

Analicemos cualesquiera de dichas carpas, por ejemplo la de
acampar.

La carpa es una membrana que cumple, perfectamente, la fun-
cion para la cual} estd destinada: cubrir un espacio. La condicién Iimagen 5.34. Preparativos para la entrega de
es que la tela esté adecuadamente sostenida; para ello se usan los — premios del Gran Prix Formula 2 (2001),
parantes de compresidn, estabilizados por cuerdas o cables que  fiente al Palacio del Principado de Minaco
trabajan a la traccion.

En la carpa, ante un viento variable o un viento permanente, a pesar de que estd preparada para que
resista la_fuerza del viento, se produce lo que se denomina el flameo y, esto, se debe a su poco peso.

Si bien la liviandad estructural es una ventaja, en este caso, al tener poco peso, la fuerza estabilizadora que
podria ayudar a evitar el flameo, es casi nula.

Existen algunos procedimientos que atentian esta situacion.
Si previo a aplicar la carga se tensa la tela, la accion estructural mejora notablemente.

Hemos observado en muchas peliculas, o en algunos casos en la realidad cuando vamos al circo, que, a
veces, no siempre, por ejemplo debajo de un equilibrista, se utiliza una tela de forma circular tensada (trac-
cionada) sobre un aro perimetral, para recoger, en caso que el equilibrista pierda el equilibrio y se caiga
desde una altura considerable.

Cuando la persona cae, la membrana absorbe el impacto que produce la fuerza con la que cae, flexiona, y,
debido a su flexibilidad y resistencia cumple su_funcion.

Cuando se ajusta la membrana al aro se la estd traccionando, es decir, aplicando fuerzas perpendiculares
al plano de la seccion, de igual intensidad y sentido contrario, y que hacen que las particulas internas de
la membrana se separen. Por eso hay que tener el cuidado de no llegar a que ese esfierzo de traccion provoque
la rotura de la membrana.
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i Orro ejemplo, lo constituye el paraguas. El
i paraguas estd formado por nervaduras de

acero que sostienen la tela, y elementos que
estdn conectados a las nervaduras, tam-
bién de acero. Cuando se hace funcionar
el mecanismo para abrir el paraguas, los
elementos de compresion hacen que las
nervaduras se impulsen hacia afuera y, de
este modo, someten a la tela a traccion y
le dan la forma para soportar las cargas.
Estas cargas son la fuerza de la lluvia y del

Imagen 5.35 a. Un domingo por la tarde

viento, fuerzas que se producen desde o i [sla de la Grande Jatte (1884 - 1886),
arriba. Pero muchas veces nos ha sucedido  Jorge Seurat. Instituto de Arte de Chicago

que la fuerza del viento cambia, y el sen-

tido es desde abajo (Figura 5.76). La membrana del paraguas
estd preparada para soportar, tanto las presiones desde arriba,
como desde abajo. El armazdn de acero invierte sus tensiones

[frente a la accion del viento, pero en ambos casos la tela estd

traccionada.

Otro caso de cubierta de traccion se puede apreciar en el Gran

i Arco de la Defensa construido al oeste de Paris en conmemora-

cion de los 200 arios de la Revolucién Francesa y de los Dere-
chos Humanos. La mencionada cubierta sirve de proteccion a
los peatones que pasan por el majestuoso edificio que alberga
al Ministerio de Equipamiento, Vivienda y Transporte, asi
como a la Fundacién de los Derechos Humanos y el Desarrollo.
El edificio construido por el arquitecto danés Johan von
Spreckelsen, estd concebido como un gran cubo de 105 m de
lado, hueco en el medio.

Simbélicamente esto significa la posibilidad de crecimiento fu-
turo hacia el oeste. La estructura del edificio es de hormigon
armado, con 4 grandes porticos, separados entre si 21 m.

Si bien el Gran Arco de la Defensa con su cubierta de traccion
estd ubicado en una zona de grandes vientos, la cubierta tiene

puntales y cables que impiden su flameo.

Otra estructura de traccion corresponde a una cubierta pro-
vista de tensores y puntales, como asi de arcos reticulados que
evitan el flameo.

-~

Imagen 5.35 b. Maja
leyendo una carta, Goya.
Museo Bellas Artes. Lila

4 P
o) m

\_

P

\
N

~

J

Figura 5.76. Fuerzas posibles a las que puede

iy

estar sometido un paraguas abierto

Imagen 5.36. Cubierta del Gran Arco de la

Defensa. Paris - Francia




Caso 2

Estructuras de compresién

5.10.4. El pilar como elemento estructural de compresién

En la estructura representada en la figura 5.62 (pdgina 209) se tienen piezas que estdn sometidas a la
accién de fuerzas externas que las solicitan al traba}o de compresién.

La fuerza Pse descompone en fuerzas que actian sobre los pares ( 7, ; P;). Cada una de estas fuerzas
es una fuerza externa que actda sobre el pilar donde el par apoya.

5
Consideramos una de ellas, por ejemplo 7.

[_’; la podemos expresar mediante sus componentes (]?I]d y 17,d ), que son cargas externas activas

del par. La componente V,, , actia sobre el pilar. Por el principio de accidn y reaccidn, el pilar

reacciona sobre el par con fuerzas colineales de igual intensidad y sentido contrario.

El pilar, constituye una pieza corta que trabaja, exclusivamente, a compresién simple. El fenémeno

de compresién simple es similar al de traccidn, con la diferencia que la pieza experimenta acortamiento

en vez de alargamiento, como sucede en el caso de la traccién.

Por esta caracteristica, los materiales ptimos para la construccién de pilares son, por lo general: ma- ||
teriales pétreos o mamposterfas.

N
Ademds de la fuerza concentrada Vj,, el pilar también recibe la fuerza de su peso propio representada 221 N
por la fuerza P,y con punto de aplicacién en su centro de gravedad. Para que el pilar satisfaga la con- [
dicién de equilibrio estdtico serd necesario que en su base de apoyo se generen fuerzas que equilibren ||

a las fuerzas externas activas.
Este equilibrio resistente se expresa mediante la siguiente expresion matemdtica:

fuerzas externas activas = fuerzas internas reactivas
I/]ﬂ + PP = Gﬂd (-) A

G, (-) corresponde a la tensién admisible del material some-
tido a esfuerzo de compresidn.
Para dimensionar el pilar se busca el valor del 4rea

A Yt

0 ()

Esta expresién nos da el valor de la seccién, pero nada nos dice
sobre la forma. Al elegir la tensidn, ya se sabe el tipo de material,
pues la tension depende del mismo. La forma (cuadrangular, rec- Imagen 5.36. Dia del mantel largo.
tangular, circular) depende del disefio. Obra pictérica de Leonie Matthis

Si se desea verificar el mdximo de carga permitida, la expresién matemdtica es la siguiente:
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las siguientes situaciones, seglin la ubicacién de la re-
sultante R .

Situacién 1 N

La recta de accién de la resultante R pasa por dentro
de los limites de la base de apoyo (Figura 5.77).

En este caso el pilar estd en equilibrio estable.

Situacién 2 .
La recta de accién de la resultante R pasa por la arista
de la base (Figura 5.78).

Aqui estamos en presencia de un equilibrio indiferente.

Situacién 3 R

La recta de accién de la resultante R cae fuera de los li-
mites de la base (Figura 6.79).

En esta situacidn estamos en presencia de un caso de
equilibrio inestable.

Figura 5.77. Esquema de un
pilar: la recta de accion de la
resultante de las fuerzas pasa

por la base de apoyo J
\

Figura 5.78. Esquema de un
pilar: la recta de accion de la
resultante de las fuerzas pasa
por una de las aristas de la

Recordamos que este tema lo desarrollamos en el
item 5.2.

Veamos qué sucede en cada uno de los casos, si el pilar
estd sometido a un pequeno empuje lateral.

En la segunda situacién un incremento del empuje, por
pequefio que sea, lleva a que pase a la situacion de equi-
librio inestable, porque el pilar girard alrededor de la
arista mds proxima a la recta de accién de la resultante
y perderd el equilibrio.

Analizamos ahora el efecto de las cargas en el caso del
pilar en equilibrio estable. Para ello descomponemos

-

pilar: la recta de accion de la

base de apoyo J
\

Figura 5.79. Esquema de un

resultante de las fuerzas pasa

por fuera de la base de apaya)

la rSsultante en dos componentes: la fuerza v, perpendicular al plano paralelo al plano de la base
y, H que yace en un plano paralelo al plano de la base.

sQué efecto provocan ambas fuerzas?

= ., ) .
La fuerza V provoca un esfuerzo de compresion, mientras que la fuerza H tiende a provocar el traslado
lateral de la parte superior de cualquier seccién del pilar respecto de la parte inferior.

Evidentemente, estos esfuerzos no son posibles en una construccion edilicia. Deben ser contrarrestados.

Entonces
:quién cumple esta funcién?

= . 4 o A . = y
La carga Vviaja por el pilar hasta la base, ésta distribuye la carga al suelo, mientras que Hes absorbida
por el material. Este esfuerzo es un esfuerzo de corte normal.

Si el pilar estd construido de mamposteria en seco, la fuerza de rozamiento entre los materiales con-



s
trarresta la fuerza 4.
Analicemos ahora un caso de pilar sometido a una fuerza excéntrica.

5.10.5. Una viga que apoya sobre un pilar

La viga apoya sobre un pilar, la recta de accién de la carga
N que transmite la viga sobre el pilar no es colineal con
la recta de accién de la fuerza peso (P) Entre ambas rec-
tas de accidn existe una distancia, que denominamos ex-
centricidad (e). Como en el caso de las fuerzas, siempre
se las referencia al centro de gravedad de la pieza, se tras-
lada la fuerza P al baricentro G. Para ello se aplican en
G dos fuerzas colineales de igual intensidad y sentido
contrario. En realidad se estd agregando un sistema nulo:
N ;-N que no altera el sistema primitivo. El valor de la
cupla estd dado por el momento M = N.e (Figura 5.80).
De este modo el sistema de fuerzas estd constituido por
N +P (fuerza de compresién) y M (momento). Por lo

~

(M = .e —> flexion

P -
N+ P"—» compresion

J

tanto, el pilar estd sometido a un esfuerzo de flexo- Figura 5.80. Esquema de un pilar sometido a es- ||
compresion. fuerzo de flexo-compresion
223 [

5.10.6. La columna como elemento estructural de compresién ~

La columna es el elemento estructural de soporte més antiguo que la naturaleza tiene, ya sea en el =
mundo vegetal, como en el animal y en el mundo de los seres humanos.

Observando la naturaleza, podemos encontrar desarrollos de este tipo de estructura en los vegetales,

en los animales y en los humanos.

A los tallos, elementos de sostén de los primeros vegetales, les siguieron los troncos, para transformarse

posteriormente en enormes 4rboles. El tema del pandeo fue resuelto por la naturaleza de una manera

maravillosa y, tal vez, el hombre cuando tuvo que resolverlo tomé ejemplo de ella.

Como ejemplo podemos considerar el bambii:

s Como se resolvid en el bambii el tema del pan-
deo o abollamiento de sus paredes?

Los nudos equidistantes resuelven este problema y
también las tensiones tangenciales a lo largo de toda
la pieza.

Otro tema que aparece en la naturaleza, similar a
la construccion realizada por el hombre, es la forma & — o
de sustentacion. En el caso de la naturaleza por lo Imagen 5.36. Migracién, 1954, pigmento sobre tela,

k genemL se plantea la forma empotmdo — libre, 202 x 300 cm de Antonio Berni. Coleccién particular J

B ‘1
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como si fuera una columna de alumbrado. Asi lo podemos observar, por ejemplo en los drboles: empotrado
en la tierra, libre en el extremo superior.

En cambio, si pensamos en las columnas de los seres humanos, la columna vertebral estd articulada- ar-
ticulada, en forma similar a la sustentacion de columnas continuas una sobre otra. Pensando en términos
de esfuerzos, podemos decir que los huesos trabajan a la traccién, mientras que los miisculos que los en-
vuelven lo hacen a la compresion.

En los animales las patas son los verdaderos soportes. En algunos casos, las patas son robustas, como

Y las del elefante (patas cortas, robustas), o bien esbeltas como son las de la cigiieria (finas y altas). )

Podemos decir que la misién de la columna en la construccion es la sintesis de toda la finalidad cons-
tructiva: soportar, pero soportar, aqui no tiene la acepcién que, a veces, le damos como sinénimo de
humillacién; de aguante con hastio, sino que tiene la connotacién de resistir y, por eso, la columna
es sinénimo de fortaleza.

Y, la columna es el elemento estructural que siempre cobré fuerza en las diferentes épocas de la historia.

La columna constituye, seguramente, el elemento estructural que, a lo largo de la historia de la arqui-
tectura ha dado una impronta a cada época, ya que cuando se habla de estilo arquitectonico, no falta el
andlisis de la columna. Y, sequramente todos recordamos de nuestra secundaria a la columna dérica, o
a la jonica o a la corintia.
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Y, aqui hacemos un paréntesis y nos detenemos en el andlisis de la columna a través de las dife-
rentes épocas.

Los persas construyeron sus palacios de enormes dimensiones como el de Persépolis. Los muros se
construfan con bloques de piedra, estos colocados en seco y unidos con grapas de hierro. Las columnas
alcanzaban los 20 metros de altura. Los capiteles fueron construidos de hasta cinco metros desde la
base hasta la puntay muy sobrecargados rematados por volutas jénicas sobre las que descansaban es-
culturas que representaban a bueyes, o bien, a unicornios arrodillados y adosados. Las columnas ser-
vian para sostener la carga de una techumbre plana y transmitirla a la base.

Una columna construida en el Antiguo Egipto estd formada por un dbaco escuadrado, un capitel y el
fuste. No es claro el rol del capitel; pero, seguramente, tenfa la funcién de aprovechar mejor la resis-
tencia del material, y de ser un elemento de transicién entre el fuste y la viga del dintel.

En la Grecia Clésica se construfan los templos considerando las formas y proporciones que se crefan
~ del agrado de los dioses.

El templo griego estd, perimetralmente, rodeado por una columnata. La columna tiene tres partes: la
base, el fuste y el capitel. El fuste no es monolitico, sino que estd construido por secciones denomi-
nadas tambores. La columna de forma circular y estriada descansa sobre un pavimento llamado este-
re6bato; de éste el tercer peldano recibe el nombre de estilobato.

Existe una distancia entre cada una de las columnas, llamada intercolumnio. En alguno de los templos
se ha logrado una sensacién de igualdad de distancia y verticalidad en columnas angulares (no verti-
cales), aunque, en realidad, no existe ni una separacién ni una verticalidad en las mismas.

El artista griego persegufa en forma permanente la armonta, de alli que las columnas déricas tenfan,
por lo general, 20 estrias Entre 4 y 6 % veces el didmetro de la base es la altura. En la parte alta el
fuste disminuye de 25 % del didmetro de la base.
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Tres son los 6rdenes o estilos que marcan la arquitectura griega cldsica: el dérico, el corintio (el mds
antiguo, inventado en Atenas) y el jénico (proveniente de las islas del mar Egeo). Los tres se diferencian



por la decoracién y las proporciones de las columnas, los capiteles y los entablamentos. ¢

-

“El orden dérico se desarrolla en la parte continental de Grecia y en
las colonias occidentales; Sicilia y en la Italia meridional, en el siglo
VII a. de C. Los templos déricos se caracterizan por estar rodeados de
una sola hilera de columnas y por no tener tejados. El capitel, ele-
mento fundamental para distinguir un orden de otro, estd constituido
por el dbaco —remate del capitel— una moldura saliente -equino-, el
listel y el cuello —traquelio—".

“Un siglo después, el orden jonico se impone en las islas del mar Egeo.
Este estilo, mds trabajado que el anterior, se distingue por la aparicién
de las volutas en los capiteles —que tienen forma de espiral—y las acro-
teras —adornos en los frontones—".

Las estructuras que distinguen a los templos romanos construidos en
el periodo de la repiiblica son: el pdrtico anterior, con columnas que
Jorman la fachada, y la cella, maciza y completamente cerrada por
intercolumnios ciegos. Esto implica otorgar mucha importancia a la
[frontalidad, por cuanto a partir de ella se definen los espacios y se se-
#iala la vinica via de acceso. Esta frontalidad se acentila colocando el
edificio sobre un elevado basamento”.

e — =
Imagen 5.37 b. Templo de la Fortuna

Construcciones en hormigdn armado: tecnologia, disefo estructural y dimensionamiento. viril de Roma; Foro Boario. Cella cerrada
\Haydeé Noceti | Radl Montoto con muros depiedm toba 7

J

No cabe duda que la primera columna fue construida de madera; la segunda de piedra, material muy
apropiado, ya que la piedra constituye un buen material para trabajar a la compresién. Y, cuando ob-
servamos las primitivas columnas de forma circular tronco-cénica, con ensanche hacia abajo, encon-
tramos una légica, pues la carga se incrementa de arriba hacia abajo; es decir hacia la base.

En la época romdnica, cuando aparece el arco, el capitel es un elemento que sirve para ensanchar el
fuste de la columna hasta dejar el ancho que permite que los dos arcos apoyen sobre ella.

El hombre desde la época primitiva utiliza la columna en la construccién de su hébitat, imitando
lo que ve en la naturaleza. Ademds, usa los materiales caracteristicos del lugar que va cambiando a
medida que pasa el tiempo.

Su vivienda la construye con una estructura de madera formada por puntales y travesafios. Nuestros
ranchos tienen una estructura similar.

La columna de piedra se construia uniendo las piedras con argamasa constituida por arcilla y es-
partillo; posteriormente, la unién se obtenia mediante la mezcla de arena y cal. Esta mezcla daba
mayor resistencia a la columna. Este tipo de columnas (de piedras o ladrillos) sélo resiste el es-
fuerzo de compresion.

A fines del siglo XVI cuando aparece el hierro como elemento constructivo, entonces aparecen las
columnas compuestas. Simultdneamente, el hierro fundido se utiliza para construir columnas en serie.
Son las farolas de alumbrado y las columnas de galerfa.

Con la revolucidén industrial, las columnas se construyen con perfiles laminados y, a fines del
siglo XIX, con el descubrimiento del cemento se comienza a construir las columnas de hormigén
simple. Con la llegada de los ferrocarriles a nuestro pais, en la construccién de las estaciones,
las columnas eran de hierro; los pilares de los puentes se hacian de hormigén simple de cascotes
o de piedra partida.

A medida que fue mejorando la calidad del cemento, el hormigén fue adquiriendo mayor resistencia

i © Estructuras que se apoyan en las columnas.
i 7 Piedra porosa y ligera, usada especialmente para evitar empujes y cargas excesivas.



y las columnas fueron tomando formas mds esbeltas.

En la actualidad, las columnas se construyen de hormigén armado (hormigdn + acero), madera y
de perfiles de acero. La columna toma diferentes formas: circulares, rectangulares... con patas ver-
ticales o inclinadas.

Veamos ahora, c6mo se comportan las columnas frente a diferentes tipos de cargas.
Pensemos en una columna de alumbrado. La columna es de cafio y soporta la carga del artefacto luminico.

La primera pregunta que le surge a un calculista ante esta situacién es la siguiente:
sa qué tipo de solicitacién estd sometida la columna?

Para dar respuesta a esta pregunta analicemos dos casos.

g

=

g

2

g

2

: P ~
-]

8 Caso I )

g 2

3

= Analicemos el esquema de carga (Figura 5.81). = |F

w = = G [

E Py simboliza al peso propio del artefacto luminico y I, , el peso l,?p

£ propio de la columna.

©

8 L. TOLMMMV -
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Figura 5.81. Diagrama de carga de una
columna con carga centrada
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Imagen 5.38 a Imagen 5.38 b Imagen 5.38 ¢

Columna de alumbrado. Columna de alumbrado Columna de alumbrado en la
Opem de Paris en una calle Garmich. puerta del Palacio de Aguas.
\_ Rep. Federal de Alemania Valencia - Esparia )

Como las fuerzas aplicadas a la columna son colineales, estamos en presencia de un esfuerzo de com-
presion simple. La resultante de las fuerzas Pr y P es P.

Caso 11

Analicemos el esquema de carga (Figura 5.82).




- -

P, simboliza el peso propio del artefacto luminico, P,, el peso propio de la columna, e es la separacion entre
= V4 —

el punto de aplicacion de T, y el baricentro de la columna. Pes la resultante de las fuerzas P, y I,.

\.

Imagen 5.39. Una calle de Londres

Entonces podemos observar que la solicitacién a la que estd so-
metida esta columna es la flexo-compresién. La fuerza Pproduce
la compresién y la fuerza P, debido a la excentricidad e produce
un momento que provoca la flexién.

.
Por otra parte, ante un determinado valor de la fuerza P, la co-
lumna sufre una deformacién lateral con el corrimiento del eje

Imagen 5.40.

baricéntrico. Este efecto se denomina efecto de pandeo. Chaplin con
su caracteris-

;Vieron alguna pelicula de Carlitos Chaplin?) sico bastin

Carlitos

Frecuentemente, se lo ve apoyado en su famoso bastén, una muy delgada varilla de bambi. Cuando
Chaplin se apoya con su peso la vara se dobla hacia un costado y hacia afuera. Este comportamiento
' es caracteristico de todos los elementos largos, delgados, sometidos a esfuerzos de compresién. Cuando

la carga de compresién aumenta lentamente, llega a un valor en el cual el elemento comprimido, en
lugar de limitarse a acortar solamente su longitud, pandea y, por lo comn, se rompe. El valor de esta

carga se denomina carga de pandeo.
¢ Otra forma de apreciar este fenémeno

Una columna delgada se acorta cuando se la comprime mediante un
peso aplicado en la parte superior; la posicién de la fuerza peso se des-
plaza hacia abajo, esto es una ley tipica de la naturaleza. La naturaleza,
cuando tiene la posibilidad de elegir un camino, lo hace por el més
fécil o el mds corto. Llevado al caso de las columnas, frente a la posi-
bilidad de curvarse o de acortarse, resulta m4s ficil a la columna acor-
tarse ante cargas relativamente pequefas, y curvarse ante cargas
relativamente grandes. Es decir, cuando la carga alcanza su valor de
pandeo, le resulta a la columna més fAcil bajar el punto de aplicaciéon
de la carga curvdndose, y no acortdndose.

Teéricamente, la columna se curvard cuando sea perfectamente ho-
mogénea y aunque la carga se halle perfectamente centrada. En la

e nl o T

Imagen 5.41. Avisador de nego-
cios del medioevo en Mittelwald -
Repiiblica Federal de Alemania




préctica, toda pequena imperfeccion en el centrado de la | ongiciones | Deformacién lateral | Luz de pandeo
carga o toda falla de material, facilitan el pandeo. de borde por pandeo sk=p.l

Fue el matemdtico Leonard Euler (1707-1783) quien logrd,
a través de un modelo matemdtico, dar una interpretacion
del complejo fenédmeno fisico denominado pandeo. ! sk=11

Basé su teoria en las siguientes hipdtesis:

1. las secciones planas se mantienen planas hasta la rotura;

2. el eje de la pieza es recto y de seccién constante;

3. la carga aplicada es centrada. La recta de accién de la l
carga coincide con el ¢je longitudinal de la barra;

4. el material tiene un comportamiento eldstico durante todo | s

sk=0,751

el proceso de carga;
5. el material es homogéneo;
6. las deformaciones longitudinales que sufre la barra debido a I
la carga se desprecian frente a sus dimensiones geométricas.

sk=0,51

Un concepto importante que entra en juego en el dimensio-
namiento de las columnas es el de la luz de pandeo (s4).
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En la tabla 5.1 se muestran las cuatro configuraciones cl4-
I 228 sicas de Euler TN

sk=21

Las hipétesis de la teorfa de Euler son vélidas para materiales
homogéneos (acero, madera) en el periodo eldstico; la correc-
cién de Engesser es necesaria para los mencionados materiales

en el perfodo pléstico. Tabla 5.1

El valor de la esbeltez A marca el campo de validez de la teorfa de Euler.

La esbeltez depende de la luz de pandeo y del radio de giro, en una relacién que se expresa mediante

la siguiente expresién matemdtica:

)\, . Sf/e K e} \
i

Donde:

- sk es la luz de pandeo.

- ies el radio de giro.

La Estatica en la vida cotidiana

v
:
H
:
;
:
;
:
;
y

La teorfa de Euler se cumple en el perfodo eldstico. Si graficamos el \ @B 10
valor A en funcién de la tensién para un determinado material, por -

K»

ejemplo, acero St 37 (F 24), observamos que el periodo eldstico co-  Figura 5.83. A en funcion de la tension &
rresponde a valores de A > 100 (Figura 5.83).

2 0n I
G n.E Tensién critica de Euler

=

Donde:
- B depende de la condicién de vinculo en los extremos de la columna.
- E es el médulo de elasticidad que depende del material.



La carga de pandeo de una columna depende de su material, de su longitud, de la forma de su seccién
transversal, y de las condiciones de vinculo.

La carga es directamente proporcional al médulo de elasticidad del material e, inversamente propor-
cional al cuadrado de la longitud de la columna. Esto significa que una columna de acero tiene una
resistencia igual a tres veces la de una columna idéntica, pero de aluminio (el médulo de elasticidad
del acero es 2.100.000 kg/cm? y el del aluminio 700.000 kg/cm?). Dada dos columnas del mismo
material y con idéntica seccidén, una de 2 m de longitud y otra de 4 m, la carga de pandeo de la pri-
mera es igual a la cuarta parte de la segunda.

En 1889, el matemdtico Engesser sustituye el médulo de elasticidad E por el médulo tangencial de
deformacién (T) o médulo instantineo de elasticidad.

La expresién matemdtica de Euler queda asi:

2 .
= m. T Tensién critica
AL PP
forma de la seccién
T depende de
Y comportamiento pldstico del material
En el PCfdeO eldstico — T = E Figura 5.83. La esbeltez de los troncos.
En el periodo pléstico — E>T Magdalena en el bosque de amor. Obra pictdtica

de Emile Bernard - Museo de Orsay - Paris

Las hipétesis de la teorfa de Euler son vélidas para materiales homogéneos (acero, madera) en el periodo
eldstico; la correccién de Engesser es necesaria para los mencionados materiales en el periodo pléstico.

La tensién de pandeo de Engesser es menor que la de Euler.

El hormigon armado, material heterogéneo, no cumple con las hipdtesis de la teoria euleriana, ni con
la de Engesser.

En la tabla 5.1 expresamos los valores de la longitud de pandeo para materiales homogéneos. Ahora,
veamos como determinamos la longitud de pandeo para columnas de H® A°.

Para la determinacién de la longitud de pandeo de materiales heterogéneos, como el hormigén
armado, se considera la longitud de una barra sustituta con una longitud dada por la expresién
matemadtica:

sk=13.1

Donde:
- les la longitud original.
- 8 es un coeficiente que depende del grado de empotramiento en los extremos de la columna.?

(Rempitulemos. La teoria de Euler es vdlida para columnas de materiales idealmente eldsticos, homogéneos,
con ejes rectos y cargas centradas (acero—madera). Como el hormigon es un material heterogéneo y no cumple
con ninguno de los requisitos anteriores, Engesser trata de encontrar una solucion y propone una modificacién
a la teoria euleriana. Para esto, desarrolla el denominado método del modulo de elasticidad doble. Sin
embargo, este método no constituye una solucion para el hormign. Recién en la década del 60, al considerar
al hormigén como un material no homogéneo y no eldstico, se aceptan inexactitudes en la construccion de
klm columnas, aparece la teoria del momento de segundo orden y se descubre el efecto de la fluencia lenta.

i 8 Este tema se lo puede consultar en el libro: Construcciones de hormigén armado: tecnologia, disenio estructural y dimensiona-
i miento. Haydeé Noceti - Ratl Montoto. I

.
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¢ El fenémeno del pandeo. Método ®

Presentamos una columna simple sometida a una carga de compresién simple centrada.

La columna tiende, primero a acortarse; luego, si la carga pasa de un cierto limite, se produce una de-
formacién lateral; el eje, que originalmente era recto, se curva lateralmente, entonces se dice que la
columna pandea. Este efecto se debe evitar. Para ello, el calculista de estructuras tiene que considerar
todas las variables de las cuales depende el pandeo.

El pandeo depende de la denominada carga de pandeo, que es la carga que lo provoca. Esta carga, a
su vez, depende del material, de la longitud de pandeo, de la forma de la seccién, de las restricciones
impuestas a los extremos y, de la esbeltez.

La carga de pandeo al depender del material, estd relacionada con el médulo de elasticidad del mismo.
Matemdticamente, esta relacién la expresamos asi:

~ E, siendo £ el médulo de elasticidad del material.
K su vez, la carga de pandeo también depende de la longitud de pandeo sk.

¥ 1
4 .Ykz
Y, de la esbeltez A

Recodemos que, la esbeltez geométrica A para secciones geométricas rectangulares, estd dada por la
relacién entre la luz de la pieza y el lado menor de la seccidn.

Para piezas con otras secciones, por ejemplo doble T, ele L, circular, eliptica, etc, la esbeltez depende

del radio de giro i.

. 2 .
A=—, siendo i" ===i=
i

La tensién de pandeo es 6, =

» , Op <0,

La relacién entre la tensién admisible y la de pandeo es = (coeficiente de pandeo).

?
O ud .
—=0=s 0,20,=> 021
o
?
5i 6,S0,= 0s<]1
5i 6,=0,=w=1

Para @ = 1 el peligro de pandeo no existe, se trata de piezas cortas.

Ou =0.0, (12)

O, =

i3
’ F

Imagen 5.43. La naturaleza pandea
Tarde en Pardigon - Obra pictérica
de Henri-Edmond Cross. Museo
de Orsay - Paris



Reemplazando en la expresién matemdtica (12) a o,
P

O, =0 =2
/8

¢Cémo hallamos o?

El coeficiente ® depende de la esbeltez y del tipo de material. Estd tabulado segtn el material que se
emplee: acero y/o madera.

@esolvamos el siguiente ejercicio

2cm}
Pandeo
lLoem BN,
Ejercicio N° 5.5
Una columna de acero tiene una luzl =9 my estd em-
potrada en ambos extremos. El acero es ST37 (notacién | s 2em}
segtin las Normas DIN, F22 de acuerdo al CIRSOC) 20cm
(Figura 5.84). \ 30cm /
Figura 5.84. Esquema de la columna

o, =14.000—Y

cm

. z s . . . 5
sCudl es la carga maxima que permite a la pieza no romperse por pandeo?

Desarrollo

Como se trata de un perfil armado (no normalizado), entonces debemos hallar sus coordenadas ba-
ricéntricas, los momentos de inercia y el radio de giro minimo. Si se tratara de un perfil con seccién
normalizada, todos estos valores estdn tabulados.

a. Calculo de x e y¢ (coordenadas baricéntricas)

En el capitulo 3 hemos establecido que:

n
S; =Frxe = Frxg= Z F,.d,; (momento estdtico o de primer orden)
i=1

n
Froxg = z Fd, = xc= 1=1F— (coordenada baricéntrica respecto de un eje y)
i=1 T

. > Fid,
Fryc = z F,. dﬂ =y5= i:lF—(coordenada baricéntrica respecto de un eje x)
i=1 T

Aplicamos estas expresiones matemdticas a nuestro caso especifico, para ello fijamos un sistema de
coordenadas (Figura 5.85).
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1 Fldu +F2d2y +F3d3},

Jc

[

FT
40 cm*15cm+18 cm*.8 cm + 60 cm*.1em
G 'S 3
118cm
600 cm® +144 em® + 60 cm’
; Y6 = 2
_#‘5*, ! 118 em
A J Ye =6,81cem
_‘_y
,;h-l:;;'g{ 2ok Fldlx +F2a,2x +F3d3x
G PT
e 40 cm®. 15cm +18 cm*. 15 cm + 60 em* 15¢em
S 118 em?
xg =15cm
Las coordenadas baricéntricas son (xg, y5); (6,81;15)
{/
232; ]xT:]x1+]x2 +]x3
bh’ . 20 cm . 8 em’
& 27T
I, =2696,37cm”
bh’® 5 15 em.(12) em’

A, :F+Fz)’z =/, ST —

]xz = 241,49 em?

bh’ 30 em .2 em’
R

12
I, =204537cm"

J ., =2696,37cm" + 241,49 cm + 2.045,37 cm "

J ., =4.983,23 cm'

c. Célculo del radio de giro

R 4.983,23cm*
e Fr W 118cm?

ixG = 6,50 cm

-

30cm

Xg /

Figura 5.85. Seccion de la columna (perfil doble T)

+40 cm . 8,19 em?

+18 em”. 1,197 cm*

+60 em*.5,81cm’

b. Célculo del momento de inercia o de segundo orden /,, (momento de inercia respecto al eje xi)
T

Imagen 5.44. La esbeltez de los 4r-
boles. Alamos, 1922, Antonio Berni,
6leo sobre tela, 58,8 x 47 cm.
Coleccién particular



d. Ciélculo de la luz de pandeo
Como se trata de una columna empotrada-empotrada
s/e:é:nk:%” S - 450m
sk =4,50m
e. Calculo de la esbeltez A O
r i NP 450 cm
i 6,50 cm

A=6923= =139 (o seobtiene de la tabla para acero ST37 se considera A = 70)

f. Célculo de la carga admisible

14.000 NZ 118 om®

cm
1,39

=Py =

PX O 4 ‘FT
@
P, - 1.188.489 NV

g. Célculo del momento de inercia o de segundo orden ]J'T (momento de inercia respecto al eje ;)

]}’T =l +Jn+Ty

bh? 5 20°cm?®. 2 cm 2 2

]sz = 7+ E¥x — JYI = T+ 40 cm .0” cm
J, =1.33333 cm’

bh? 15%em’.12 cm 5

]}’2 =?+ F2x§: ]yz_ 5 +18 cm®.0%cm
Jy,= 3,375 cm’

bh? 30°cm®. 2 cm
Iy, =_+F3X32:>]Y3=T

12
Jy, = 4500 cm*

+60 cm?.0%cm?

7,, =133333cm" +3,375cm" + 4500 cm*
J,, =583671cm*

h. Célculo del radio de giro

, . 5.836,71 cm'
R e e
Fr 118 cem Imagen 5.45. La esbeltez de las

damas. Paseo a orillas del mar, 1909,
Joaquin Soralla, 6leo 1,18 x 1,85 m.
Casén del Buen Retiro - Madrid

iJ’c: 7,03 cm
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-
.

i. Célculo de la esbeltez
i sk N 450 cm
i ~ 7,03cm

A = 64,01 = @ = 1,35 consideramos A = 65

j. Célculo de la carga admisible

14000118 o’
= _O-adFT:>P | cm — -
2= i 135 Imagen 5.46. No todas las damas son es-
beltas. Baile en el campo. Baile en la ciudad.
PJ, =1.223.704 N Obras pictdricas - Renoir - Museo de Orsay.
Paris

¢Cudl de los dos cargas adoptamos P, = 1.188.489 No P, = 1.223.704 N?
Evidentemente, la columna se la debe cargar con la carga menor P, = 1.188.489 JV, porque de lo con-
trario en esa direccidn la pieza colapsarfa por pandeo.

5.10.7. Columnas compuestas
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-

Las columnas compuestas son aquéllas constituidas por dos o mds per-
2 files arriostrados. -
Las figuras 5.86; 5.87 y 5.88 son ejemplos de columnas compuestas
Como podemos observar en cada uno de los ejemplos anteriores exis-
ten dos ejes,

-

———d

_ida cotidiana

sen qué se diferencian?
Figura 5.86. Columna formada

; . ., d les doble T
En el primero y tercer caso, el eje x corta a la seccidn, por dos perfiledely
y el eje y no la corta. En el segundo caso, tanto el ejex, " ~N
. . 1
como el eje y no cortan a la seccién. | ________ I Y
1 : 1 :
' . !
% 9 o 5 3 q ! | !
Estas situaciones permiten diferenciar a los ejes en: ! ! ! !
PR R R, gl |m——————

1. eje material, cuando el eje corta a la seccidn;
2. ¢je libre, cuando el eje no corta a la seccién.

En el caso de las columnas compuestas debemos ve-
rificar el pandeo respecto de ambos ¢jes: el eje mate-

rial y el eje libre. e v v )
_______ Lo R

Por otra parte, las columnas compuestas necesitan de ' '

un arriostramiento, que puede ser mediante presillas, o

- bien a través de enrejado simple o doble, ya que si estu-
vieran sueltas el pandeo se producirfa como si fueran
* columnas independientes (Figuras 5.89; 5.90 y 5.91).

1
1
1
1
1
1
1
1
PR E
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
PR E
1
1
1
1
1
1
1
1

/'




Para el dimensionamiento de una
columna compuesta, que tiene un
eje material, el pandeo respecto de
dicho eje se calcula con el método
 de igual modo que lo hicimos
para una columna simple.

(Dado que, no es propdsito de este)

libro desarrollar el tema de di-
mensionamiento de piezas estruc-
turales, sino el de mostrar sélo la
parte estdtica de ese desarrollo,
planteamos y resolvemos, a modo
ilustrativo un ejercicio de dimen-
sionamiento de una columna
compuesta considerando el pandeo
respecto de su eje material. No
desarrollamos, por lo tanto el pan-

|
>}
Il
ol o

S

o

Figura 5.89

Arriostramiento

({eo respecto al eje libre. )

k;'m’a’z'tmnz presillas )

Figura 5.90

Arriostramiento mediante en-

(ejﬂdo simple o diagonales

J

Figura 5.91
Arriostramiento mediante
enrejado o diagonales y

Kpre‘_vz'//a.v

Resolvamos el siguiente ejercicio)

Ejercicio N° 5.6

Conocemos los siguientes datos:

¢ |a columna estd articulada en ambos extremos

e /=3m

. St37

. 0y = 14000
cm

L
Se nos plantea elegir los perfiles que soporten la carga 7.

Desarrollo
Sabemos que Fj =

:>FT =
ad

Fr: es la seccién total.

Para operar debemos transformar las unidades. Podemos expresar tanto el

dividendo como el divisor en 4V o

200 kN

N

2
cm

14.000

bien en V.

Nosotros decidimos expresar en N (newton).

200 &N 200.000 N

FT e et FT A R -
N N

14.000 - 14.000 -
cm cm

Una columna formada por dos perfiles L de lados desiguales estd sometida a una carga centrada, cuyo
modulo es T= 200 kN (Figura 5.92).

[=sk=3m

=

Figura 5.92. Esquema de
carga de la columna



Fr =14,29cm*

. 14,29 cm?

£ = F, =7,15¢em* (Seccién de un perfil)

F,=7,15cm*

Para cubrir esta seccidn se necesitan los siguientes perfiles: PNL 65 X 50 X 7 mm con
Frea/ =7,60 cm® .2
/= 15,20 cm?

F rea

STh

Para estos perfiles el valor del radio de giro es 7, = 2,02 cm

Ciélculo de la esbeltez (procedimiento de Domke)

-
n nuestro habitat

sk 300 em
=—=g=—
7 2,02 cm

Jo =1485=21=106=w = 2,02 (el valor de A estd tabulado en funcion de A,)

~200.000 Nx 2,02

= F =29 om?

necesaria necesaria

140002
cm

236 , 4 = 29 om?
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=145 em? corresponde PNL 130 x 65 x 8mm

necesaria por perfil 2 = Fnecemria por perfil

300 cm
417 cm

Seccién real:  F.,; =30,2 cm?;i, =417 cm; A, =

=, =722 w=144

P,

ida cotidiana

™

1,44 . 200 £N
o LT O kit

30,2 em?
o= 9,54k—1\]2
om
0 =9540——<o,,
om
Respuesta

- La columna estd compuesta por dos perfiles L 130 X 65 X 8 mm.

5.10.8. El arco como elemento estructural de compresién

El arco constituye el mayor elemento tensional del arte cldsico. El arco nos sigue impresionando y la
- humanidad ha tardado mucho en darse cuenta de su fenémeno resistente.

El arco es un sistema estructural que salva una determinada luz produciendo empujes o reacciones
1orizontales en sus apoyos. Este tipo de estructura tiende a abrirse o desdoblarse cuando actia bajo
estas cargas. De alli que debe ser fijada en sus apoyos para evitar los desplazamientos horizontales en
sus extremos (Figura 5.93).

Existen diversas clasificaciones de los arcos que iremos describiendo a lo largo del texto. Pero antes de




El arco, como cualquier elemento es- /
tructural estd cargado. Geométrica-
mente las fuerzas actuantes forman el
denominado poligono funicular, cuyo l
nombre proviene del estudio de los ca- l
bles. Si se traza una poligonal simétrica
se obtiene una poligonal denominada
antifunicular o directriz (Figura 5.96).
Entonces se denomina directriz de un \_

Clave

arco a la curva que pasa por los centros
de gravedad de las secciones normales
sucesivas. Y aqui, podemos dar una
primera clasificacién.

e Clasificacién de los arcos segtin su directriz
Los arcos se clasifican en:
* parabdlicos;

e circulares: de medio punto, de medio punto rebajado;
* elipticos: rebajado y peraltado;

Figura 5.94. Esquema de un arco

-

i
b
Estribo 1

j=

Imposta_{

Estribo _| i ot de arranque
ey

-

Dovela Clave Corona Estriba \
. feeCEe Clave

. LA s=te _ Extradds
}1-4 Rifion de la
“NCr ™ boveda
Intradds - Intradds \l
= -

fsafite)
(zafite

Estribo L

*Punto

Tramo

VISTA FRONTAL VISTA LA Tfﬁy

Figura 5.95. Las partes de un arco

-

* rectilineo simple,... T

seguin que la directriz sea una circunferencia o una semi- antifunicular

circunferencia, o bien una pardbola o una elipse o bien
poligono, etc.

funicular
En el caso de cargas uniformemente repartidas en la luz, ~
la curva mds conveniente es la parabdlica, pues se generan ~J1
sélo tensiones de compresién. L

T Y

Figura 5.96. Poligono funiculary antifunicular

E e Otra clasificacién )

También se distinguen otras dos clases de arcos: arco enjutado o de timpanos macizos y arco exento.

En el primero un muro lo acompana, de alli que la flexion del propio arco estd impedida por dicho muro.
De esta forma no sélo es el arco el que trabaja, sino también entra en juego el muro o timpano. Entre los
arcos de este tipo se encuentran los del arte cldsico y medieval.

El arco exento, debe considerarse como puro arco, desde el punto de vista tensional. Si la carga sobre el arco
es fija la directriz puede amoldarse al funicular de dichas cargas, entonces se logra que trabaje sélo a com-
presion. Pero si la sobrecarga es variable y hace que una zona del arco esté mds cargada, entonces esta zona
tiende a hundirse, el arco se levanta por el otro lado y aparecen flexiones de distintos signos.

En el caso de los puentes, donde las cargas moviles (vehiculos) varian de posicion, el funicular de fuerzas
se altera por esa situacion, por lo tanto se debe considerar una resistencia importante a la flexion.

El arco exento puede pandear, como cualquier pieza comprimida. No obstante, en este caso, al estar fijos
los arranques, el arco tiende a tomar una forma mds resistente al pandeo que una columna. Esto hace que
la esbeltez del arco sea mayor que la de la columna.

En el caso que el arco sea estrecho, también existe la posibilidad de pandeo, se produce torsion al salirse de
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Imagen 5.47 a. Arcos de pzedm, donde se
pueden visualizar perfectamente las dove-
las’. Madrid — Esparia

Imagen 5.47 b
Otro puente con arcos de piedra. Puente
sobre el Rio Sena — Paris — Francia

su plano y por efecto del viento flexion transversal.

En cuanto a los materiales constructivos, el arco exento, que
como ex_plicamos anteriormente estd expuesto a ﬂexiones, con-
viene construirlo con hormigo’n armado e incluso con acero, por
cuanto ambos materiales trabajan a la traccion y a la compre-
sion.

El arco exento de piedra, ladrillo y de hormigon sin armar, se
debe construir con espesores que eviten tracciones por flexion
bajo las acciones de las cargas moviles. En las luces corrientes, el
peso de la piedra puede ser suficiente para amortiguar estos efec-
tos de la sobrecarga. En las grandes luces se incrementan mu-
chisimo los espesores, por lo que resulta antiecondmico.

Imagen 5.47 d
El Coliseo romano (Roma — Ita-
lia) con sus famosos arcos de d
medio punto en distintos niveles Imagen 5.47 e

Un pequerio arco sosteniendo

Imagen 5.47 ¢

Puente sobre el Rialto. Venezia — Italia

unpumte que cruza un canal.

Venezia — Iltalia

En este sentido el arco puede ser empotrado o articulado con
una, dos o tres articulaciones. El arco triarticulado es estdtica-
mente determinado. Esto hace que no presenten variaciones tér-
micas o higroscopicas, ni deformacion lenta. En las proximi-
dades de las articulaciones disminuye la flexion.

Imagen 5.47 g
Estructura metd-
lica en forma de
arco que soporta
una cubierta vi-
driada. Confite-
ria desde donde se

visualiza la Cﬂte—

Imagen 5.47 f. Arcos que soportan la cubierta
' vidriada de la Galeria Médici. Milin — Italia

Imagen 5.47 h. Arcos que soportan la cu-
bierta de la vieja estacion de trenes, hoy
Museo de Orsay. Paris — Francia

Imagen 5.47 i
Estructura metdlica
de alma calada en
forma de arco. Esta-
cidn de ferrocarril de

Atocha — Madyid

Imagen 5.47 j
Arcos que sostienen
la cubierta de la es-
tacion de trenes “Li-
verpool”. Londres

Con sus juntas concurrentes a un centro el arco de medio punto es el tnico tipo de arco que se cons-
truye en el Renacimiento, pues tiene una forma geométrica simple y racional

% Dovelas: piedra labrada en forma de cufia, para formar arcos o bévedas. Cada una de las superficies de intradés o de trasdés

i de las piedras de un arco de béveda (www.rae.es).
ereotomfa: arte de cortar piedras y maderas (www.rae.es).




Dice Leonardo da Vinci “Un arco no es otra cosa que una fuerza engendrada por dos lados débiles, puesto
que los arcos de los edificios estdn formados por dos segmentos de un circulo, cada uno de los cuales, al ser
muy débil, tiende a caer; pero si uno de esos segmentos del circulo pesa mds que el otro, se rompe la estabi-
lidad, ya que el mds pesado dominard al que menos pesa” (Cuaderno de Notas).

Dado que los arcos trabajan a la compresién, los materiales pétreos son aptos para la construccién de
los mismos. Para que esto suceda, el peso propio debe ser considerado como la carga fundamental
frente a la cual otras cargas carecen de relevancia, como por ejemplo el viento.

Para la construccién de un arco es necesario conocer los espesores del arranque y de la clave.”

Estos espesores se calculan en funcién de la flecha (f) (mdxima ordenada de deformacién producida
por las cargas), de la carga total P del arco, de la luz y de la tensién a la compresién del material (p).

En este sentido el espesor se obtiene mediante la siguiente expresién matemdtica:

/

gdticos o peraltados.

/o
F2+0,015 T -1,03.f  espesor de la clave para arcos de medio punto,

Unidades de las magnitudes: ¢ en cm; fen cm; /en cm; “p” en N/cm?

Espesor del arranque: ¢;= 1,8 ¢ en cm

Arco de Cesta
(Arco Semieliptico)

Arco Ojival o de Lanceta

:(ﬁ' ..

W
A
Arco Trifolio o Trebolado Arco Tudor

Figura 5.97. Distintos tipos de arcos

Un edificio emblemdtico

El Mercado de Abasto de la Ciudad Auténoma de Buenos Aires, es
un excelente ejemplo de construccion con arcos de hormigén armado.
Consiste en una serie de estructuras trabadas entre si, de aproxi-
madamente 24,384 m de luz, dispuestas en cruz con bloques de
vidrio translicido entre si. Los ingenieros Delpini, Sulcic y Bes fue-
ron los artifices de esta obra arquitectonica elegante y majestuosa.

Imagen 5.47. Viejo Mercado de Abasto,
hoy transformado en el Paseo de Compras
del Abasto. Buenos Aires - Argentina

.

5.10.9 Las bévedas y cipulas

La béveda constituye un elemento estructural utilizado desde hace siglos, fundamentalmente en los

edificios religiosos.

Existen diferentes tipos de bévedas: de medio candn o candn seguido; de arco con punta; de rincén

10 Clave: piedra con la que cierra el arco o béveda (www.rae.es).




de claustro; por arista, ...

Veamos c6mo se obtiene, desde los principios
de la geometria, una béveda de medio canén.
Consideramos un cilindro, lo dividimos por
la mitad mediante el corte a lo largo de una
de sus generatrices y por el didmetro de sus
bases. La parte obtenida la colocamos en
forma horizontal. Obtenemos as{ una bo-
veda de canén. Se dice que los griegos con-
cedian a Demécrito los honores del invento, Figura 5.98. Distribucion de fuerzas en una béveda canion
pero tal vez fuera sélo un atributo ficticio, porque también se
sabe que los egipcios ya la utilizaban. Otra forma de concebirla
es como la superficie generada por una recta (generatriz) que
se desplaza en forma paralela sobre una curva. Estructuralmente
es considerada una estructura de arco.

La béveda de medio canén corrido produce fuerzas sobre todo
su apoyo (muros de mamposterfa). Los muros reciben las cargas
y la transmiten a los cimientos (Figura 5.98). Por este motivo, _
los muros no pueden tener aberturas; deben ser continuos. (Caso Imagen 5.48. fglesia de Cachi.
Iglesia de Cachi en Salta). Salta - Repiiblica Argentina
La nave central de la iglesia de Cachi estd constituida por arcos

préximos entre si. Sobre estos arcos se apoya un entablonado de cardén recubierto por barro.

/
(:;"v, ‘
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B 240 A partir de este tipo de béveda se generan otros tipos: la béveda de rincén de claustro y la de arista.
2
S Veamos cémo se obtienen.
5
= 1. Si cruzamos en forma perpendicular dos bévedas de cafén medio corrido obtenemos la denomi-

nada béveda de arista, muy comun en la arquitectura romdnica. Las aristas forman una X que
divide a la superficie en cuatro zonas que convergen en un punto (el més alto), denominado clave
de la béveda.

Esta solucién permite concentrar los em-
pujes en los vértices. Entonces no son nece-
sarios los muros de apoyo. Gran ventaja,
porque de este modo se pudieron hacer
aberturas. Es lo que ocurre con las catedra-
les gbticas. Asimismo, esta concentracion de
empujes permite ser recibidos mediante pi-
lares de contrafuerte o tensores perimetrales
o diagonales;

Figura 5.99. Tipo de bovedas: por artistas y rincon del claustro
2. Si a las aristas de este tipo de béveda se le agregan dos nervios diagonales, como refuerzo y como
estética, estamos en presencia de la [lamada béveda de cruceria.
Los arquitectos géticos, con su visién puesta en la elevacién de todos los elementos arquitecténicos,
no estaban satisfechos con esta forma de béveda. Entonces con el fin de lograr dicha elevacién acer-
caron los cuatro pilares que sostienen la béveda y, con ello transformaron el arco de medio punto
en un arco con punta ojival. Ejemplo: Catedral de Chartres y Notre Dame de Parfs. Se introduce
la denominada bdveda nervada.

La estructura de la béveda de forma ojival tiene grandes ventajas: es sdlida, liviana y eldstica. Si bien




su peso es absorbido por los nervios o nervaduras que, a su vez, lo transmiten a los pilares y/o colum-
nas, el empuje no sélo es vertical, sino que también se producen esfuerzos laterales.

Para absorber estos esfuerzos, los arquitectos de entonces idearon estructuras laterales, denominadas
arbotantes, que son arcos abiertos de un cuarto de circunferencia. Por lo general, los arbotantes estdn
construidos sobre las naves laterales, por cuanto, como ya lo expresamos, son los que soportan los es-
fuerzos laterales de la nave central. El empuje recibido por los arbotantes es transmitido a los contra-
fuertes, estructuras macizas externas que, a su vez, lo
transmiten al suelo.

En la arquitectura gética el peso de las bévedas descarga di-
rectamente sobre los pilares y las fuerzas laterales sobre los
arbotantes y contrafuertes. Los muros no cumplen una fun-
cién estructural, por esto fue posible calar el muro y colocar
vitreaux para dar iluminacién natural.

La rotacién de un arco alrededor de un eje permite generar
otra forma estructural, utilizada de manera especial en la
arquitectura religiosa del Renacimiento: la ciipula, super-
ficie de doble curvatura.

La iglesia de San Carlos (Salta) estd cons-
truida con una planta en crucero cubierta
con una ctpula sobre pechinas del tipo bi-
zantino''. Las naves laterales son arcos de
mamposterfa con tiranterfa de madera.
La ctpula de la Santa Marfa del Fiore, cons-
truida entre los afios 1420 y 1436 por el
maestro Filippo Brunelleschi, en Florencia,
constituye un ejemplo de una determinada
forma de construccién e inspirada en el arte
romano. La ctpula tiene la forma de un
ovoide con una base octogonal. Posee dos
casquetes, uno interno y otro externo. La
idea de construir uno externo, tiene que ver »
con la necesidad de preservarla de la hume-  Imagen 5.50 a. Iglesia de Santa
dad. Hasta entonces, la construccién de las ~ Maria del Fiore. Firenze - lialia
cupulas se hacia por medio de cimbras completas de madera, verdaderos encofrados, pero en este caso
esta técnica resultaba dificil por lo costoso y por problemas técnicos derivados de la crisis de las em-
presas de construccién en el siglo XIV, al no contar con maestros especializados en actividades de la
construccion.

botantes de Notre Dame de
Paris. Francia

Imagen 5.32. Esquema del di-
seio de la Chpula de Santa
Maria del Fiore. Firenze - Italia

Entonces Brunelleschi ideé un sistema basado en recursos fundamentales.

1. Concebir la ciipula como cuatro anillos concéntricos que se sostenfan por sf mismos, mientras eran
construidos.

2. Proyectar una estructura interna que sostenga los nervios y una membrana externa, compuesta por
ocho nervios de mérmol.

3. Utilizar el ladrillo como material resistente, més liviano que la piedra para las nervaduras internas.
Con el propésito de lograr una mayor cohesidn, los dispuso segtin el sistema espina- pez sobre su-
perficies cdnicas convergentes.

4. Implementar una serie de mecanismos para facilitar la tarea de acarrear y subir los materiales.

i Cupula bizantina: es una cipula hemiesférica, seccionada con cuatro planos verticales y un plano horizontal, lo
que de ella queda son tridngulos esféricos denominados pechinas, sobre los cuales se apoya un tambor cilindrico y
finalmente una cipula.
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La accién estructural de una cipula de revolucién
o circular, sometida a la accién de cargas verticales
simétricas respecto a su eje, por ejemplo su peso
propio, es una consecuencia de sus propiedades ge-
ométricas. Las secciones meridianas y las perpendi-
culares a ellas (los paralelos) constituyen las seccio-
nes principales de curvatura y de tensién. En ellas
las tensiones son de traccién o de compresién sim-
ple y se distribuyen uniformemente en su pequefio
espesor.

La figura 5.100 permite apreciar las tensiones des-
arrolladas en un paralelo: son tensiones de compre-
sién en la direccién de los meridianos y de valor
constante a lo largo del paralelo, pues tanto la cd-
pula por su geometria y las cargas son simétricas res-
pecto del eje.

Imagen 5.51. Ex edificio de
Gath & Chaves. Bs. As. Argetina

Imagen 5.50 b. Cripula po-
liédrica de la Iglesia Santa
Maria del Fiore. Firence -
Italia

Imagen 5.52. Ciipula de la Basilica de
San Antonio - Bs. As. - Argentina

-

N\

T

\

Meridiano

Paralelo

J

Figura 5.100. Esquema de tensiones des-
arrolladas en una cipula

Imagen 5.53 b. Ciipula en la
Avda. de Mayo. Bs. As. - Ar-

gentina Nice - Francia

Imagen 5.53 ¢
Ciipulas de la Catedral Rusa.

Imagen 5 53 f. Cupukts dela Cﬂte ml de S:m Marcos Venezza lialia
S

iy AL

Imagen 5.53 e
Ciipula con forma de
cebolla - Salburg -

Imagen 5.53 d
Ciipulas de la Catedral de Berlin - ex
Berlin Este - Rep. Fed. de Alemania Austria

Imagen 5.53 h

Ciipulas de la Catedral
de Santiago de Compos-
tela - Galicia - Espania

Imagen 5 53 g. Tres tupulm‘
Wsuperpuestas. La diltima e ¥
orma acebollada A orillas de:



Imagen 5.53 i. Estructura esférica vidriada ubicada Imagen 5.53 j. Ciipula vidriada del Palacio de Cristal - Parque del Retiro -

en el exterior de LVillete - Parés - Francia \ Madrid - Esparia
T

Imagen 5.53 1. Interior de la ciipula de

la Catedral de Berlin - ex Berlin Este e L. -l 243
Imagen 5.53 k. Interior de la ciipula de la . Imagen 5.53 m. Un deleite para nuestra
Catedral de Santiago de Compostela con la vista. Arcos que soportan la cipula policro- [ |
estructura de donde se sostiene el botafumeiro mada de la Saint Chapelle - Paris - Francia [
e

Caso 3 - Estructuras que trabajan a la traccidn y a la compresién

5.10.10. Estructuras de reticulado

Las estructuras de reticulado son estructuras livianas que permiten salvar grandes luces con economia
de material. Estas estructuras comenzaron a utilizarse en el siglo XIX con el inicio de la era industrial.
Estdn compuestas por barras y, por ello, también se las denomina estructuras de alma calada.

El dimensionamiento de dicha estructura y su construccion se asientan en las siguientes hipétesis:

1. dado que el tridngulo es la tnica figura geométrica indeformable, las barras forman reticulos
triangulares;
2. todas las fuerzas generadas en las barras y las fuerzas exteriores concurren en puntos denomi- '
nados nudos; 1!
3. los ejes baricéntricos de las barras deben concurrir en un punto de cada nudo, con el fin de evitar
que se origen momentos por excentricidad;
4. los nudos constituyen articulaciones, evitando de esta forma los momentos (es asi desde la teorfa,
pues es dificil lograrlo en la prictica), .
5. la totalidad de las fuerzas que concurren a un nudo deben estar en equilibrio, o sea su resul- . j
tante es nula; "
6. las barras son elementos perfectamente rectilineos (si no lo fueran, las fuerzas axiales causarfan
sobre ellas momentos flexionantes).
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El desarrollo de la triangulacién comenzé a dominar el 4mbito de las estructuras cuando el

acero laminado tom¢ su auge.

BN NYAN

Armadura de

5.10.11. Armaduras de cubiertas MONTAJE MAESTRO

Armadura Tipo FINK Armadura Tipo PRATT

(Sarmple} (4 paneles)

Las estructuras que soportan las cubiertas tie- /@% m\\ If ?g
nen como propésito fundamental soportar

3 Armadura Tipo HOWE Armadura Tipo PRATT Armadura Tipo
las cargas que pueden estar aplicadas en .la chatet e ks ABANICO SIMPLE
parte inferior (ductos, tuberfas,...), el propio
peso y las cargas accidentales. m 52 % m\
5 Armadura Tipo FINK Armadura Tipo FINK Armadura Tipo BEL_GA_
Las armaduras pueden ser de cordén su- B pances) o corafesada
perior horizontal o bien terminar en | : i

punta. Existen varios tipos de armadura SR TCPOR T
(Figura 5.101).

Armadura Tipo HOWE Armadura Tipo WARREN

paralelas)

Figura 5.101. Distintos tipos de armaduras

1. Las armaduras de tipo Warren y Pratt cuadrangulares son, sin duda, las que mds se usan en te-

chos planos.

2. Las armaduras de los tipos Pratt triangular y Howe son las mds comunes de medio peralte. Las
pendientes usuales en estas armaduras de dos vertientes o de dos aguas varfan entre 10 cm/m a

40 cm/m. Las luces méximas econémicas oscilan entre 27 y 30 m.

3. Para cubiertas con pendientes de 40 a 50 cm/m, es muy usada la armadura de tipo Fink. Esta ar-
madura se utiliza para luces de hasta 36 m. Una caracteristica que la hace econémica es que la
mayor parte de las barras trabajan a traccién y las que lo hacen a compresién son mds cortas.

4. También existen las armaduras de cordén superior circular, para cubiertas de supermercados, ga-

rajes, pequefios cobertizos industriales.

5. La armadura tipo tijera (el perfil tiene forma de tijeras) se puede utilizar en techos para pequenas

iglesias o templos;

6. Las armaduras en diente de sierra se usan en cubiertas donde se requiere mayor iluminacién natural

y cenital. Son usadas en construcciones industriales.

5.10.12. Armaduras para puentes

Seguramente, todos hemos visto al pasar por un puente, al mirar
hacia los laterales, que existen armaduras, en algunos casos sobre
la calzada (lugar por donde pasa el trdnsito), en otros debajo de
la misma y, en el tercer caso, la via del transito pasa entre el cordén
superior y el inferior.

En el primer caso el sistema estructural de la via de paso estd sos-
tenido por vigas transversales que van debajo de la calzada y se
apoyan en los cordones inferiores de las armaduras.

En el segundo caso, presenta la ventaja de que las armaduras, al
estar colocadas por debajo pueden acercarse, de manera que es
posible reducir los momentos laterales en el sistema de la calzada.
Otra ventaja es que permite una ampliacién, tanto en direccién
horizontal, como en vertical. La desventaja radica en la reduccién

Imagen 5.54. Puente colgante en
Neunwaistein - Repiiblica Federal de

Alemania

)

i



del espacio libre en la parte inferior.
En cuanto al puente con una calzada intermedia tiene la dificultad de utilizar un refuerzo la-
teral adecuado para las cuerdas superiores sujetas a compresién.

En la actualidad se trata de evitar la sensacién de encierro de
los usuarios, por lo tanto, la tendencia es la de usar la armadura
de calzada superior.

Los tipos comunes de armadura son: Pratt trapecial; Warren tra-
pecial, Warren trapecial
invertida y Parker o

lomo de camello. be b d vl o]+

Figura 5.102. Ejemplo de armadura.(Tipo Warren) Imagen 5.55. Puente en la ciudad de

Fribourg - Repiiblica Federal de Ale-

mania
5.11.- Estructuras de flexién o N\
Consideramos el caso de una viga de [ 4 ) 1'-‘:‘
balcén. Es una viga en voladizo. La % A
misma puede estar bajo la accién de P 245 [
cargas que somete a cada una de las g’
secciones a esfuerzos de corte (Q) y | ] ||
momento flexor (M), o bien a esfuer- |
zos de corte (Q), a momento flexor & €
(M) y a esfuerzo normal o axil. '

. 4
En el primer caso, se dice que la pieza ~ Imagen 5.56 Figura 5.103. Diagrama de
estd sometida a flexién simple y, en el Viviendas con sus balcones. carga de una viga empotrada
segun do, a flexién compuesta. Madrid - Espaia y con carga concentrada
Veamos c6mo materializamos esta situacién. Suponemos un balcén de 7
madera. De él tomamos una viga. Despreciamos su peso propio y sélo
consideramos el peso de la baranda perimetral (Figura 5.103). - - Eie )
- e xXS
Si analizamos la eldstica de deformacién observamos que se generan =\ Flastica
esfuerzos de traccién por sobre el eje neutro (eje donde la deforma-
cién es nula) y esfuerzos de compresién por debajo del eje neutro
(Figura 5.104). Figura 5.104. Eldstica de una
T/igﬂ fmpotrﬂdﬂ }/ con Cﬂrgﬂ A
concentrada

5.11.1. La viga como elemento estructural de flexién

Describamos la estructura de una de las tipicas viviendas de Mittelwald, pueblo de montafia del
sur de la Republica Federal de Alemania. Los techos son a dos aguas: una forma constructiva
comun en las zonas de nieve.
Los elementos que constituyen la estructura del techo son: la viga superior (cumbrera); las vigas que
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apoyan en el muro perimetral y en la cumbrera (cabios); las alfajfas o tirantillos, permiten la fijacién
del material de la cubierta.

1

Imagen 5.57. Vivienda unifamiliar en ~ Imagen 5.58. Restaurant en Mittel-  Imagen 5.59. Conjunto de viviendas en

Mittelwald - Repiiblica Federal de Alemania wald - Repiblica Federal de Alemania

& Andlisis de carga

M”" =¥ -_ ~ x;

Gstaad -Suiza; que repiten el modelo de
las estructuras alemanas

1. El techo recibe la carga (peso propio incluidos los tirantillos) y la sobrecarga o carga accidental que
depende del uso y de los factores climatoldgicos (nieve, viento, sismo).

2. Esta carga se considera como unidad de fuerza por unidad de superficie. Ejemplo N /m?* o N/cm?
(newton por metro cuadrado o newton por centimetro cuadrado).

3. La carga actuante viaja hacia los cabios e
donde apoya la estructura del techo.

Las reacciones del techo sobre los cabios se
transforman en acciones para los cabios y las
reacciones de estos son acciones para la cum-
brera y para el muro perimetral.

El esquema de carga los podemos visualizar
en la figura 5.105. %
Las reacciones sobre los apoyos de los cabios

son acciones para la viga principal. \

5.12.-Resolvemos estos
problemas

Problema N° 5.8

Enunciado

En un local comercial ubicado en la planta baja del
edificio donde vivimos se desea construir un entre-
piso para almacenar mercaderfa. Los arquitectos en-
cargados de la obra deciden construirlo con perfiles
de acero.

mﬁm obra en nuestro edificio estd por comenzar.. )
~
/l'l\ﬁ' |

Figura 5.105. Diagrama de carga

-

LTI T a-105 Nim

fEEEEEE

Vigueta

Vigueta
Vigueta
Vigueta
Vigueta
Vigueta

\_

lo=17,5 m Viga principal

4m

h

J

Figura 5.106
Diagrama de carga y disefio en planta del entrepiso

"



Las viguetas centrales de la estructura tienen el esquema estdtico que podemos visualizar en la
Figura 5.107.

El primer paso del calculista es la realizacién del cdlculo estdtico.
Veamos cdmo procede para calcular una vigueta central.

Las preguntas que se hacen, entre otras son:
apoyos, y cudles los del esfuerzo normal o axil de una vigueta central?;

2. ;cémo son los diagramas de momento flexor, esfuerzo de corte y axil correspondiente a esa ,
vigueta central? '
¥
|

1. ;cudl es el valor del momento flexor mdximo, cudles son los valores del esfuerzo de corte en los , ’}

Desarrollo
Para determinar los valores del momento flexor mdximo, esfuerzo de corte en los apoyos y esfuerzo
axil debemos calcular las reacciones de vinculo en los apoyos.

1. Determinacién del valor de cada una de las reacciones en los apoyos (método analitico).

¢ Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 6.108). , B o
[ |
¢ Calculamos el valor de V, ?1
X ¥
Como la estructura estd en equilibrio aplicamos las ecuacio- al LT ]a=105 Nim 247
nes de equilibrio que hemos desarrollado en el capitulo 2. b de [
“ I=4m [ T |

7
Y M =0=V.-L—<0
2 Figura 5.107. Diagrama de solido libre

9
Va.l=q'l
2
_9.12
“ 2x/
v =105 N/mx4m
2
V=210 N

a
Imagen 5.60 a. Lateral local comercial

¢ Calculamos el valor de V),

¢
Y M =0=V.l-L—=0

2
L
2
¢!’
2x/
105 N/mx4m

Imagen 5.60 b. Frente local comercial
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2. Verificamos con la ecuacién de proyeccidn sobre el eje y

ZProyy:O:Vﬂ—ql+Vb:0

=210 N-105 N/m><4 m+ 210 N

=210 N-420 N+ 210 N
= 0 = Verifica

¢ Calculamos la fuerza axil en el apoyo fijo

Z H,=0= H, =0 no existe carga externa activa en la direccién del eje x

Determinados los valores de las reacciones de vinculo procedemos a hallar, los esfuerzos de caracte-

risticas en forma analitica y los diagramas correspondientes.

Comenzamos por el esfuerzo de corte (Q) ya que en la seccién donde Q = 0 o bien donde Q cambia

de signo, el momento flexor es maximo.
3. Determinacién de los esfuerzos de caracteristicas
# Calculamos el esfuerzo de corte (Q) en las secciones mds criticas

En laseccién 1 -1
Qu=V,=>Q,;=210N

En la seccién x — x
Qy=V,-gx>x=1m =Q,_,=210N-105N/m.1m

Qp =105N
—>x=2m=Q, ,=210N-105N/m.2m
Q2=0

> Xy =4m= Qs 5 = -210 N-105N/m 4m
Q;.3 =210 N- 420 N

Q,5=-210N
_>xder.: 47}’[ = Q474 = —210N+210N
Qs4=0

Célculo del momento flexor (M) en las secciones mds criticas

En la seccién 1 -1

y

L.

X
X

1 {
[T
af ?

Vo

2

( 3
(LTI,
1

D

=105 N/m

Figura 5.108. Diagramas de:

sélido

libre, esfuerzo de corte, momento flexor

y esfuerzo axial o normal

Ml_l = 0
En la seccién x — x
, 1052 10
Vid a
Al S Vax—T—>x: lm =WV = ZIONm—f

M., =1575Nm



105 Y 222

—>x=2m:>Mx:2m=210Nm.2m—+ 1 ¥ |
M., = 210 Nm
8 2 “', 5
) R
—>x=4m=>M,__,, =210 Nm.4m-105 E—Gm L 28 ““'
m 2 ‘ ‘ .
1 a
M. _,, =840 Nm-840 Nm S
Mx=4m = 0 I ’
Cilculo del esfuerzo axil (N) ;
N=0 |
2
La funcién V,x- q; es una funcion cuadrdtica, la grdfica es una pardbola de segundo grado. —~2 ‘.\ a ]
M mdximo = 210 Nm |
Respuesta
El momento flexor mdximo es M, = 210 N m y se produce a una distancia del apoyo izquierdo
x=2m.

Los esfuerzos de corte en los apoyos son: en el apoyo 2, Q= 210 N Ty en el apoyo 6, Qf?izq= 210 N l :

Qﬁdeﬁ 0V
|
Problema N° 5.9 2 g —
(Un diserio estructural. ..
Enunciado 4 c L C: A
Se estd construyendo un edificio de oficinas en el centro de
la Ciudad Auténoma de Buenos Aires. La planta sobre pri-
mer piso de la estructura del edificio tiene el disefio que se 4.5m
- muestra en la figura 5.109. n Ol G I i
5 O
-
Segiin el plano municipal la viga Vj recibe las siguientes cargas: @ vl 2m
1. carga que transmite la losa L, — q, = 105 A7 G5 Lo 1 i
' & 3m 3m 3m
i J 2. carga que transmite la Vs alaviga V3, P =105 N £1-Cy-Cs-Ca-Cy-Cg- Cr-Cy —> Columnas
1= Vy-Vy-Vy-Vy- Vg — Vi
3. peso propio de la viga V3 — q, =7,5 A e e
m

L1-Ly-L3—> Losas
\ f1t2rhs Y,

Figura 5.109. Planta sobre primer piso




El calculista de estructuras tiene que realizar el W
célculo estético de la viga V5 . P-105 N

105 Njm + 7,5 Nfm
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIbansm+

1. ;Cudles son las reacciones de vinculo en los

apoyos ay b?
2. ;Cudl es el valor del momento flexor méximo, L=2m l=45m
y a qué distancia del apoyo « se produce?
3. ;Cudl es el valor del esfuerzo de corte en las Figura 5.110. Esquema estitico de carga de la viga Vs

secciones de los apoyos y en la seccién donde el momento flexor es mdximo?
4. ;Cudl es el valor del esfuerzo axil en las distintas secciones de la viga?
5. ;Cémo son los diagramas de esfuerzo de corte (Q); momento flexor (M) y esfuerzo axil (N)?

Aplicamos las ecuaciones de equilibrio

k]

=

2

E

‘g;; Desarrollo. 5 e ~N
g 1. Determinacién del valor de cada una de las

e reacciones en los apoyos (método analitico). x

:% P-105N

B ¢ Dibujamos el diagrama de sélido libre ENERERRNEEERRREERRRNAC

= (Figura 5.111). T Tb<_H'

=i B A

"1} h

._; ¢ Calculamos el valor de V), \_~ hezm l-45m )
‘s

S

Figura 5.111. Diagrama de sélido libre

(6,50 m)*

B 250 Y M =0 =-V,.650m+q +105 N2 m=0

112,5%(6,50 m)*
-V,.650m+105 N2 m=-—

1]
S
=
°
= 2
= - 23766 Nm - 210 Nm
& Vb =
g - 6,50 m
8 V, =39793 N
g ¢ Calculamos el valor de V,
N
™7
© 2
- Y ul-o0=v, ésom_q@ ~105 N. 450 m =0
1125 (6 50 m)*
V,.650 m-= fﬁu 105 N. 4,50 m
4 V., . 650 m=2376,6 Nm+ 4725 Nm
3 28491 Nm
_ “ 0 650m
N V, = 43832 N
N 2. Verificamos con la ecuacién de proyeccién sobre el eje y

> Proy,=0=V, -q. 650 m-105+V,= 397,93N-112,571”—V.6,50 m-105 N+ 43832 N

=39793N-73125 N-105 N+ 43832 N
=0




¢ Calculamos el valor de H,
ZProny=0:>Hd= 0

3. Determinacién de los esfuerzos de caracteristicas

¢ Calculamos el esfuerzo de corte (Q) en las secciones

mds criticas: 1-1; 2-2; 3-3; 4-4 a 5-5
Q.=V,>Q, =43832N

Q,,=V, - q.2m
Q, , = 438,32 N-112,5 ;’”_\’_2 -

Q, , = 438,32N-225 N
Q,., =213,32N

Qs5=V,-qg2m-P
Q, s = 43832 N-1125 L 2 m-105 N

Q, , = 43832 N-225 N-105 N
Q,, =10832 N

Q,,=V,-q.650m-"P

Q. 4 = 43832 N-11250 2 650 m-105 N

Q, ; =43832 N-73125 N-105 N
Q4_4 = —397;931\]

Qs 5 =-397,93 N+397,93= Qs5=0

¢ Calculamos el valor de x para Q = 0

CT_.
1 Z(lp(a A
|||||K|(||||||||||||||(I"§

7— 7

af H (5
-
v v,

Li=2m l;=45m

Y
Mmax=493,78 N/m

N=0

.

5
<
H,

Figura 5.112. Diagrama de sélido libre, esfuerzo

de corte, momento flexor y esfuerzo normal

V, -qx-P=0=43832 N-1125N/m.x-105 N =0

105 N-43832 N
~ -1125 N/m
x=296m

¢ Calculamos el momento flexor en las secciones: 1-1;2-2; 4-4 y en x = 2,96 m.

M, =0
(2 m)?
2 N 4 m’

M, , = 43832 N.2m-1125 —.
m

M, ,=V,.2m-gq

a




M, , =87664 Nm-225Nm
M, , =65164 Nm

Momento flexor en x = 2,96 m

(296 m)?
2

M, ;o6m =V, 296 m-q -P.2,96 m o

(2,96 m)2 [

M, = 43832 N.2,96 m-1125 % ~105 N. 2,96 m

M.,y =1297,42 N m-492,84Nm -310,8 N m
M, ;56 = 49378 Nm
2
M, ,=V,650 m- qm— P.450 m
2
N (6,50 m)2

M, , = 43832N.650 m-1125x " _105N.4,50
m 2

M, , = 2.849,08 — 2.376,56 — 472,5
M, , = 0,02 — Esta diferencia corresponde a la aproximacién de los decimales.
M, ;=0

252

¢ Determinacién del esfuerzo normal o axil.
N=0
Respuesta

Las reacciones en los apoyos @y & son: V= 438,32 NT ;3 V,=397,93 NT
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=
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n
=
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™7

El momento flexor méximo es Mmdx = 493,78 Nm y se produce a una distancia x = 2,96 m
El esfuerzo de corte en los apoyos son: Q, = 493,78 NT, th‘zq: 397,93 N l, Q= ON

El corte es igual a cero en la seccién donde el momento flexor es méximo.
El esfuerzo axil es cero.

Ejercicio N° 5.7
5
) Sobre una viga de acero apea una columna incli- 60° |
- nada. El peso propio de de la viga se desprecia. a; ;b '
El esquema estdtico de carga es el que se muestra en 11=4m l=2m
la figura 5.113.

Figura 5.113. Diagrama de carga
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Desarrollo

1. Cilculo de las reacciones de vinculo en los
apoyos a y b.

Cuando en el diagrama de carga existe una fuerza

concentrada inclinada, debemos trabajar con las

componentes segtin los ejes x e y: P, P

be

1. Célculo de las componentes de la fuerza ﬁ

2

X

~

X

):ﬁ Rw

Py
Py
by

= P cos240°
=75 N. cos 240°
=75 N (-05)
=-375N

=75 N. sen240°
=75 N(-0,8606)
= -64,95N

2. Célculo de las reacciones de vinculo
Aplicamos las ecuaciones de equilibrio

D M =0=-V;,.6m+P,4m=0
- V,.6m+6495N.4m=0

- V,.6m = -64,95 N4dm

> M-0=V,.6m-P,.2m=0
V,x6m-64,95N.2m=0

v, - -259,8 Nm
- 6m
V, =433N
V.6m = 1299 N#
e
V., = 2165 N

. ¢Cudl es el valor de la reaccién de vinculo en cada uno de los apoyos?

. ¢Cudl es el valor del esfuerzo de corte en las secciones 1-1; 2-2; 3-3; 4-4 y 5-5?

. ;Cudl es el valor del momento flexor en 1-1; 2-2 y 4-4? ;Cudl es el valor del momento flexor
maximo?

. ;Cudles son los valores de los esfuerzos normales?

. Realizar los diagramas de esfuerzo de corte, momento flexor y esfuerzo normal.

l1=4m

l2=2m

Figura 5.114. Diagrama de sélido libre

.

YA
= |o=2600
b o
B "X
B
B
Y

J

Figura 5.115. Descomposicién de la fuerza Pen E y [?}
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Verificacién
> Proy, F=0=>433 N- 6495 N+ 2165 N =0 verifica
YH=0=>H,-P, =0

Ha = Px

H, =+37,5N

El signo de P ) el de P, indican el sentido. Cuando calculamos el momento consideramos el signo del )

momento tomando a [a Sfuerza P con su sentido real. No debemos utilizar el signo de P

2. Cilculo de los esfuerzos de caracteristicas

2.1. Determinacién del esfuerzo de corte en las secciones 1-1; 2-2; 3-3; 4-4 y 5-5.

Qlfl = V:z = Ql—l = 21,65 N / \
Q,=V,=Q,,=2L65N !
Q55 % —Py = Q, ; =21,65 N-6495 N L>x
Q; 5 = -43,3N N
P
Qs = Vi =P, = Q. =-433N 7 o Wl
> ?1 2? 7 4? 5
2.2. Determinacién del momento flexor en las sec- 7 3 AN
: 9.0, “ Vo
ciones 1-1; 2-2; 4-4 y en x-x.
4m 2m
M, , =0 ‘
y
]\42_2 = Va .4 m Va P i Q
M, ,=2165N.4m A
M, ,-866 Nm S v,
M4_4=Va.6m—Py.2m M
My 4=2165N.6m-6495N.2m /
My 4 =1299 Nm-1299 N m @ )/
M4_4 = 0 Nm Y
M psx=86,6m
En una seccién x-x
Parax <4 m
Mx_x £ Va (13) N=37,5N @ N
M, . =2165N.x \_ 4
Figura 5.116. Diagrama de sélido libre; de esfuerzo de corte,
Para x > 4m de momento de flexor y de esfuerzo normal
M, =21,65N. x - P,(x~4m) (14)

Las expresiones matemdticas (13) y (14) son funciones lineales, cuya representacion grafica de cada
una es una recta.




2.3. Determinacién del esfuerzo normal

Enl-1-> N, = H

a

N, =375N
En2-2—>N,,=375N
En3-3—>N,,=H, -P,

N, ,=375N-375N

N,,=0

El signo del esfuerzo normal resulta de la siguiente convencion:

si la componente normal de la resultante comprime, el signo del esfuerzo normal es negativo.
si la componente normal de la resultante tracciona a la seccidn, entonces el signo es positivo.

Respuesta
Las reacciones de vinculo tienen los siguientes valores: [ |

v.-2165NT v, =433 Nt B, =375 —
255 [

El esfuerzo de corte en cada una de las secciones toma los valores siguientes: [
Q1.1= 21,65 V; Q) 5=-21,65 N; Q3.5= -43,3 N; Q4 4= -43,3 NV; Q5.5= ON

El momento flexor mdximo es Mmax = 86,6 N m

El momento flexor en cada una de las secciones es: -~
M;_1= 0 N m; My 5= 86,6 N m; My 4=0 N m 2
El esfuerzo normal o axil es : N1_1= 37,5 N; N, ,=37,5 Ny N3 3=0 N

o - ——
(Para pensar y resolver ; - ;

Los siguientes ejercicios y problemas son para pensar y resolver. Al final del libro encontramos las so-
luciones desarrolladas.

= 35
e
Problema 5.10 i
Un edificio con las patas torcidas q=35kN/m
AiINNEEENERENNEENNNEEENY
Enunciado
Un edificio tiene, en planta baja, un gran espacio | -3 =6m 40 \
de recepcién. Se ven cuatro columnas inclinadas. i

Figura 5.117 a. Esquema de carga de la viga
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Las columnas reciben las cargas de vigas.
;Cudles son las fuerzas provenientes de la viga que soportan las columnas?

Supongamos que los datos son los que estdn en la figura 5.117 a.
Problema N° 5.11

¢Cémo disefiamos la estructura de un balcén?

Enunciado

En un edificio de planta baja y cuatro pisos, una viga de uno de los balcones tiene el siguiente esquema
estatico.

a -
sCudles son las reacciones de vinculo en el empotramiento? - D:l:l:l:l:l:l:l:l:l:lq_ 15 kNim
1=2,50m

Figura 5.117 b. Esquema estdtico de
carga de una viga empotrada

Ejercicio N° 5.8

El esquema estético de carga (Figura 5.118) representa una vi- /y, W
ga con dos voladizos y con una viga y una columna apeadas.
X h

P =90N A

P, =70 N o )
q
. (T
a = 45° é‘
l1=2 ly=2 l3=2 g=3

1. ;Cudles son las reacciones en los apoyos 2 y b ? N S awim )

2. Esfuerzo de corte. Diagrama. Figura 5.118. Esquema estitico de carga

3. Esfuerzos normales. Diagrama.
4. Momento flexor. Diagrama.

Ejercicio N° 5.9

El esquema estdtico de carga (Figura 5.119) corresponde a una viga empotrada-libre sometida a una
carga ¢ y a un momento.

Los datos son: ¢ = 130 e %
i M
M,=78 Nm N
a JLHHTTTDETT]9
1. ;Cudles son los valores de las reacciones en el empotramiento? ¥
2. Realizar el diagrama de esfuerzo de corte 150m ~ 150m
3.Realizar el diagrama de momento flexor

4.Realizar el diagrama de esfuerzo normal Eiatalonis

Esquema estdtico de carga

% 2




Ejercicio N°5.10

El esquema estdtico de carga (Figura 5.120) corresponde a una viga simplemente apoyada.

N

Los datos son: ¢ = 90 — 4

m Y,

¢=90N/m
= B X P P=5N

1. ;Cudles son los valores de las reacciones en los apoyos? [T e
2. Realizar el diagrama de esfuerzo de corte a b
3. Realizar el diagrama de momento flexor e Sooxs.
4. Realizar el diagrama de esfuerzo normal K 2m 2m 1,50m 1,50m

J

Ilguta 5.120. Esquemﬂ estdtico de carga

Hemos recorrido juntos este dltimo capitulo, a través del cual pudimos analizar, discutir, y reflexionar
acerca de los principios y conceptos fundamentales de la estdtica aplicados en nuestro hébitat. En este
capitulo nuestro énfasis estuvo puesto en las estructuras de los objetos artificiales, considerada la es-
tructura como el corazén de cada objeto creado por el hombre y, sin la cual serfa imposible la existencia
de los mismos.

Y, cuando hablamos de estructura, implicitamente aparecen los principios y conceptos de la estdtica
incorporados a ella. Por ello, dejamos para el final el abordaje de esta temdtica, tan fundamental en
nuestra vida cotidiana.

El funcionamiento de los distintos elementos estructurales, de acuerdo con diferentes variables: tipos
de apoyo; tipos y formas de aplicacién de las cargas; reacciones de vinculo; esfuerzos de caracteristicas:
momento flexor, esfuerzo de corte, esfuerzo normal;... constituyen las temdticas asociadas a la estdtica
que hemos considerado importante presentar y desarrollar en el dltimo capitulo del libro.

Recordamos que, previo al comienzo del capitulo 1, propusimos una situacién problemdtica que de-
nominamos: “Mantener el barrio en condiciones de higiene y seguridad y estéticamente agradable”.
Dicha propuesta es integradora de los contenidos desarrollados en los capitulos 1 a 5.

Seguramente, habrd lectores que, a medida que incorporaban los saberes necesarios, resolvian la si-
tuacién y, en cambio, otros lo hardn ahora, al término del libro.

j--y ahora,
a pensar y resolver!

No interesa el momento, ni la forma; importa que el aprendizaje
haya sido significativo.

Todavia quedan por resolver los ejercicios y problemas que dejamos para
“Pensar y resolver” correspondientes a este capitulo, cuyas soluciones el
lector las encontrard al final del libro.

1
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PARA PENSAR'Y RESOLVER

SOLUCIONES ........ccccoovivinnn

I. Célculo de las componentes rectangulares de una fuerza

Ejercicio N° 1.10

1. Dibujamos el diagrama de sélido libre y las compo-
nentes segiin x y segiin y de las fuerzas (Figura 1.66).

aF,=1N
Fy,= 0N

cos oy = 0°

F
b. cos &, = FZX =F, =F, xcos o,

2

F,, = 1,5 N x cos 40°
F, =1,5Nx0,77
F =LI55N

E
2
scna2=F—y=>F2y= F, x sen o,

2

F,, = 1,5 Nx sen 40

c. cos (180° - ar3) =

cos 150° =

sen (180° - a3) =

3

F,, = 15Nx0,643

F,, =0965N
F,
F,
Fs o
= F;, = F; xcos 150
F,
F,, = 0,7 Nx(-0,87)
F,, = -0,609 N
Ey,

F
sen 150° = % = F;, = Fyxsen 150°
3

E, = 0,7Nx0,5
F, =035 N

F
cos Oozﬁﬁlﬂx = F, xcos 0°

4

Fy

Fy,

sen 0° = —L = Fy,
E,

F4y

F4y

F
cos 270° = ﬁz F,, = F, xcos 270°

5

=2Nx1
=2N

=F, xsen 0°

=2Nx0
=0

F,, =05Nx0
F,, =0N

F
sen 270° = %: Fs, = F; x sen 270°

5

F, = 0,5Nx (-1)

.

Fy, = -05N
Y,
N
=4 Fz
Fay
40°
30° B |6 .
SR i
Fax W] Fsx
— 0 = — X
Fax RN ) RN Fax Fix
Fsy 1F5
N
Fq —
Fay

J

Figura 1.66. Diagrama de sélido libre (fuera de escala)

Respuesta

Las componentes rectangulares de las fuerzas son:

F,=1N
F;,=0N

F,, = 1,ISSN
F,,=0,965N

Fs, =- 0,609 N
Fs,= 0,35 N

Fi=2N
Fy=0N

Es, =

X

Fs5,=-0,5N




74

Ejercicio N° 1.11
1. Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 1.67).

2. Determinamos las componentes de las fuerzas en
forma analitica.
a.

E
E cos OO:EX:EX = Excos 0°

E, =20Nx1
E =20N

Y

sen 0° = = E, = Exsen 0°

E =ON
b.
£

cos 180° = == f = f x cos 180°

-

£ =0INx(-1) f EO,OIkgxlOS—n;
£ =-0IN f=0IN

f
sen 180° = —fi:> f, = fxsen180°

f, =0N

)/

c.
P
cos 270° = ?" = P, = P x cos 270°

P, =50Nx0 P=5kgx10—=
N
P, =0N P=50N

P
sen 270° = ?y = PY = P x sen 270°

P =50Nx(-1)

X

P =-50N

y

P
B e —
AL

- J

Figura 1.67. Diagrama de sélido libre (fuera de escala)

Respuesta: las componentes rectangulares son

E,=20N E=0N
fe=0IN | f,=0N
P.=0N P,=-50N

III. Momento de una fuerza respecto de un punto

Problema N° 1.15

En el consultorio odontolégico

1. Dibujamos el esquema de sélido libre con las com-
ponentes de ]: I ]_; (Figura 1.68).

El efecto de / es un giro provocado por el momento
de J respecto de a.

4 y N

N
J
5 Nt
Q
25 -
T X

- J

Figura 1.68. Diagrama de sélido libre (fuera de escala)

2. Hallamos el médulo de cada una de las componen-

tes: /,; -/y

J

cosSO:]—"=>]x = J x cos 5°
J, =12Nx0,996

=
componente de J
segun x.

J. =1195N

y

sen 5° = =], =] xsen5°

J, =12Nx 0,087

o
componente de J

] , = 1,044 N
segun y.
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3. Hallamos las distancias al punto « de las componen-

tes /5 ]]:xl; 7y, (Figura 1.69).

Célculo de x
cos 25° = = x = 25cmx cos 25°
cm
x = 25cmx 0,906
x =22,65cm
Ciélculo de x,

cos 25° = —2— = x,=10cmx cos 25°
10 cm

x,=10cmx 0,906

x,=9,06cm
Célculo de x;
X = X-x,
x, = 22,65cm - 9,06 cm
x, =13,59 cm
Célculo de y
sen 25° = L:>}/= 25 cmx sen 25°
25cm
y=25cmx 0,422
y=10,55cm
Célculo de y,

sen 25° = —22 =y, =10cmx sen 25°
10cm

¥, =10cmx 0,422

¥y, =422cm
Célculo de y,
Vi =)= )2
y, =10,55cm - 4,22 cm
7, =6,33cm
N I
JV J_) AV
\ R
y
J,
X 2
y
a |
2% )
X -+ X L K
/50,”
/o%

Figura 1.69. (Fuera de escala)

4. Hallamos los momentos de las componentes de la
-
fuerza | respecto de «:

M =] xx,
Lo

M*? =1,044 Nx13,59 cm
b

M/’i =14,19 Nem Momento de /, respecto de 4.
y

El signo de M ?, es negativo (-).
Iy
M} =/Jox

M? =11,95Nx 6,33 cm

x

M* =75,64 N cm
Je

Momento de /, respecto de a.

El signo de M*, es negativo (-).
J.

x

5. Hallamos el momento defrespecto dea:

M = M+ M
7 J J

,
M’ =7564Ncm+1419Ncm  Por el teorema

/ de Varignon
M? -89,83Ncm  Momento de /,

4 respecto de a.
El signo del momento f respecto de « es negativo (-)
Respuesta
1. La fuerza 7 provoca que el pedal gire debido al mo-
mento estdtico de ] respecto de a.
2.M", - 89,83 Ncm

J

III. Traslacién de fuerzas

Ejercicio N° 1.12

En el punto G aplicamos un sistema nulo de fuerzas

(Figura 1.70).

- o
El par | Z; - Z |determina un momento.

M=Zxr
M =0,01 N x25cm
M = +0,25 Ncm



N~y

o|o
~

- ' J

Figura 1.70. Diagrama de sélido libre (fuera de escala)

Resultado final
4 I\ N\

Ld ).
\/

- v J

Figura 1.71. En forma grdfica (fuera de escala)

En forma analitica
Z de médulo Z=0,01 N
M =0,25N cm
El signo del momento es positivo.

Respuesta
La traslgcién de 2 al punto G da como resultado la
fuerza Z de médulo o intensidad

Z=0,01 Ny momento M=+ 0,25 N cm

Ejercicio N° 1.13

En el punto z apli- 4 T \
camos un sistema L5

de fuerzas nulo
(Figura 1.72).

El par (i S Yi)

A

2
Y

determina un mo- \ J

mento. Figura 1.72

M=Txd
M =1Nx2cm
M =2Ncm

El signo del momento es negativo.

4 2

Resultado final

En forma analitica
M=-2Ncm &
T=1N

M

- o

Figura 1.73. Resultado en
forma grifica

=

En forma gréfica e——|

Respuesta
La traslacién de la fuerza al punto « da por resultado
la fuerza 7' de intensidad

T=1Nyel momento M =2N cm

Ejercicio N° 1.14

Aplicamos en el punto G un par de fuerzas nulo ; 's ; "

(Figura 1.74).

El par de fuerzas
estd dado por el
momento

M=Fxd
M =0,1Nxlcm
M =0,1 Ncm

Figura 1.74

Resultado final

En forma analitica

F=01N
P =02N
M=0,1 Ncm

Figura 1.75. En forma grdfica

Ejercicio N° 1.15

Aplicamos en el punto G sistemas de fuerzas nulas
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- - - =
(PI;PI'J y [PZ;PZ'] (Figura 1.76).

En forma analitica
M, =P xd =M, =10Nx0,30m

M, =3Nm elsigno de M, es positivo.
M, =P,xd, =M, =10Nx 0,30 m

M, =3Nm elsigno de M, es negativo.

P.=P+P,+P=P. =10N+10N+110N
P =130N

Respuesta

> =
La traslacion de la fuerza B, y P, al punto G da por re-
sultado la fuerza de médulo ;= 130 N y los momentos
My=+3NmyM,=-3Nm

; R

Py
' 18 M; T®
P1) My
P

0 X 0 X

M.
\ 4

=

Figura 1.76. En forma grifica
Ejercicio N° 1.16

1. Hallamos los componentes de 1;1 y }—7; (Figura 1.77)
a. Componentes de 7|

F,. = F xcos 20°= F, = 0,1 Nx cos 20°
F,.=01Nx0,94
F,, =0,094N

Fly = F, xsen 20° = Flw = 0,1 N x sen 20°

F]y = 0,1 Nx sen 20°
Fly = 0,034 N

b. Componentes de }_7;
F, =F, x cos 160°
F, =0,2Nx(-0,94)
F, =-0,188N

F,, = F, xsen160°
F,, =02Nx0,34
F, =0,068 N

2y

Fay 4 [ b N

e Fiy 7o o2 oy

Y b ‘ £ ¢
PRy Fax

‘.ﬂ)x.‘ = H
N /

Figura 1.77. Componentes de P_i y f_‘i

c. Componentes totales

F.=F, +F,
F_. =0,09 N+ (- 0,188 N)
E, = -0,094 N
F,=F,+F,

F =0,034 N +0,068 N

F; =0102N

2. Trasladamos ﬁ] y F‘; al punto o

En el punto o aplicamos pares de fuerzas nulas (Fi-
guras 1.78 - 1.79).

Con el propésito de lograr una buena visualizacién del
procedimiento gréfico, la traslacién de cada una de las
fuerzas la realizamos en gréficos separados.

Resultado final

.
a. Traslacién de Fal punto o

En forma gréfica



—
e .

\

VY
N
F1y
b =
F1x
A
N
Fy
<+ ="
'le | F1x
o F
_|:1y'
'y
Zwlx 1
N
F1y
of &7
F1x

\

_/

Figura 1.78. (Fuera de escala)

En forma analitica

Fy, = 0,094 N
Fy,=0,034N

My, = Fioxy
M,, = 0,094 N x 0,80 m
M,, = 0,0752 Nm M

1x

- -
(le;‘ F

Ml}, = Fly X X;
My, = 0,034 Nx0,40m

M,, = 0,0136 Nm M,

— —
Fiys- B

b. Traslacién de ﬁz al punto o

Elsigno de M, es positivo.

es el momento del par

Elsigno de M, es negativo.

es el momento del par

En forma gréfica

/

= e
F2x
¥
Y\
Fy
. "lo . .
= 1 2 X
-Fox F—> Fax
Fy Y
I\
A
s
Fzy
-~ 5 >
'F2x

En forma analitica

F, = (-0,188) N
Fy, = 0,068 N

M, = Fy
M,, =0,188 N x 0,80 m El signo de M, es negativo.
M,, =0,1504 Nm

M,, = Fy, xx,
M,,
2, = 0,0612 Nm

Figura 1.79. (Fuera de escala)

M, es el momento del par

(FZX; - sz]

= 0,068 Nx 0,90m Elsigno de sz es negativo.

M, es el momento del par

(Fzy; . FZ}’ )
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lo visualizamos en un solo grifico

.80).
=-0,094 N
=0,102 N

MxT = Mlx + MZx
M, = 0,0752Nm + (- 0,1504 N m) E
M, =-0,0752Nm

My = M, + M,, ;
M,; = ~0,0136 Nm - 0,0612Nm

M = -0,0748 Nm \- /
Figura 1.81. Diagrama de sélido libre (fuera de escala)

Hacemos coincidir el centro de coordenadas con el
punto de apoyo de las manos de Cecilia en el mango
My, Moy de la lustradora.

Aplicamos las ecuaciones de proyeccién sobre los
ejesxey

Para pensar y resolve

Proys« E = E cos 0, = Ex = 25N x cos 310°
I 264 Proyﬂ?:EsenO(.E:>Ey=25Nxsen310°
May Myy

da cotidiana

\_ y E.=25Nx0,64= E-=16N
Ey =25N(-0,77) = E =-1925 N

Figura 1.80
- Respuesta

Respuesta - A
yh . -

> =
La traslacién del sistema F, ; F,, dada por sus com- W
ponentes La intensidad de la componente horizontal es E, = 16 N K

- N y laintensidad de la componente vertical E, = -19,25 N.
(le; £, ] y (Fu? F, ) da por resultado: La fuerza E, provoca el movimiento de avance de la
lustradora hacia delante.

v con intensidad F},T = 0,102N
M ;. con intensidad M = - 0,0752 N
_)xT con intensidad M},T = -0,0748 N

Problema N° 1.17

Unos jévenes juegan con un plano inclinado

Desarrollo
Dibujamos los diferentes diagramas de sélido libre para
Problema N° 1.16 cada uno de los casos (Figuras 1.82, 1.83, 1.84).

La familia Monteserin limpia su casa

Desarrollo
Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 1.81).

A



A 4 A A
Enel abc rectinguloen b o, + ff =

A A

a + B

NN N[N N N

A
A A
Enel bdc rectinguloenc o+ f,=

a A A
En abm rectingulo en m o+ B==

) De()y®)

Figura 1.82 &i+/§=&i+ Al
It ﬁ= 1
‘ B,= B, por dngulos internos entre paralelos
i
N ﬁ) g . 4 P L4
N P X Para o= => ﬂl:g;ﬁZ:g -
v Para a._£_>ﬂ _zﬂ & .
A\ g T
0 ” N =X T A A
Para m=3=>ﬁ1=0°;/32=0"
-
De (2)y 3) 265 [
z
/ O+ ﬁ1=3 |
Figura 1.83
A a;+ ﬂ1=£
v N\ 2
o+ Bi=o,+ B
) @ -a,
[ z z
Para ;= —=>0,=—
6 e
L Para o,=% >, =%
0 > T4 T4
z

z
Para o,=—=>a, ==
2 2

\- J

Figura 1.84

1) [P, =10Nx 0,5=P,=5N
P,=10Nx 0,87=P,=87N

Célculo de P y P, (componentes de P) para cada si-
tuacion (Figura 1.85):!

=10 Nx sen 45°= P =10 Nx 0,7071
=10 Nx cos 45° = P,=10 Nx 0,7071

=7,07 N
=7,07 N

Px sen =P, =10 Nx sen%

P x cos o;= P, =10 N x cos%

= 10N
P,- ON
~ Figura1.85 .

oo ke f,-niA#eim—x}om_—‘* &
. L F VY & e {W‘-—'

e
A

i



erzas que intervienen son:
peso de la rueda cuyas componentes sonP enla
direccién de la tabla y P, perpendicular a la tabla

- -
N fuerza normal de igual direccién y médulo de P,
y de sentido contrario (no se toma en cuenta en este

problema);

7 7
f fuerza de friccién en el punto de contacto entre
la rueda y la tabla inclinada (no se toma en cuenta
en este problema).

P, =5N
2. Para ai=£; !
] P,=8,7N
8
=
o
2 P,=7,07N
= Para o, = A
5 P,=7,07N
2
[
o
s P,=10N
(]
o Para o, =—;
I 266 P,=0N
2 s -
2 3. P, es mixima para o, = oy (tabla en posicion vertical)
3 y es minima para ¢ - ©
- 6

~ Problema N° 1.18
Vamos al circo

Desarrollo
Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 1.86).
Ubicamos en el sistema de coordenadas con centro en
el punto o

~

ral. 86 Dmgmma de sélido libre (fuera de escala)

- - —
1. Fuerzas actuantes P, T, y T,.
2. Aplicamos las ecuaciones de proyeccién sob
sobre y.

Denominamos ﬁ yﬁ a las fuerzas componentes de g
Suponemos que los sentidos son los indicados en la
figura 1.86.

P cos 270° =T, x cos 240° + T, x cos 330°
P sen 270° =T, x sen 240° + T, x sen 330°
0=T,x (0,5 N+T,x(0.87) N

500N (-1) = T, x (-0,87)N + T, x (-0,5)N

‘ 0 0,87 ‘
-500 -05 435
T - 0,5 0,87 == 0,25 N
-0, R ,25 + 0,76
~0,87 -05
435 ¢
= 1 01
|T|= 431N
‘- 0,5 0 ‘
-0,87  -500
|T2| = 101
250
e mN
T, = 247,5N

A A — —
3. Determinacién de vy § paraT, =T, .

Analizamos el trlangulo de fuerzas (Figura 1.87)
Si T1 Tz el oab es isosceles = ar= ﬁ

4 y

~N




4. La componente es mayor del lado del mayor dngulo
que forma la cuerda con la barra seguramente es esta
cuerda la que tiene mds probabilidad de romperse.

Respuesta

> - —
1. Las fuerzas actuantes son: P’I‘ y T,
2. Las fuerzas componentes de P tienen intensidad:

T, =431N
T, =247,5N

3. La relacién que debe existir entre oz y f para que las
componentes tengan la misma intensidad es que &= /3.

4. El mayor médulo se encuentra del lado del mayor
dngulo y la menor intensidad para el menor dngulo.

CAPITULO 2
PENSAR Y RESOLVER ceuitiitiiieieeeeeeennennnnns .

Desarrollo y resolucién de los ejercicios y problemas

Ejercicio N° 2.3
Desarrollo

Método analitico
Aplicamos el siguiente sistema de ecuaciones para el

; o
cilculo de R, R, y My .

R, =P cos o + P, cos a, + Pycos
R, =P;sen o, + Pysen a, + Pysen a;

o
My = Pysen a,xd, + P,sen a,xd, + Pysen a5 x d,

R, =4 Ncos 90°+ 5N cos 180°+ 6 N cos 270°
R,=-5N

Ry =4 Nsen 90°+ 5 Nsen 180°+ 6 Nsen 270°
R), =—2 N

MR=-4Nx2cm-5Nx2cm+6Nx1lcm
=-12 Ncm

CAlCUIORERmSdulo de B

Aplicamos una de las consecuencias del Teorema de Pi-
tagoras

R- 1/R§+Rf
Ro J(2N)?+ (5N)?
R= v 4N? +25N?

R= v 29N?
R= 54N

Ciélculo de la direccién y sentido de R .
Recordemos que la direccién y sentido de R estdn
dados por el valor del dngulo que forma el eje x con
la recta de accién de la resultante.

-2N
tgop =——=tg oy = 0,4
gor =~ SN g Or

oy = arctg 0,4

oy =22°, este valor se obtiene por
Elvalor reales oy =180 + 22° calciE

g =202°

Célculo del valor de la distancia del punto o a la recta
de accién de la fuerza

M¢ = -12Neom = M9 = Rd

oo Mr
R
_ 12Nom
"~ 54N
d=222cm

Verificacién mediante método grafico (Figura 2.49)
en la pdgina siguiente.
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da cotidiana I Para pensar y resolve

\_

R
)/ Esc.f: N

0,5cm

lcm
Esc.long.:

sc.long Tom

Comparados los valores obtenidos por medio del mé-
todo analitico con los del método grafico, observamos
que la diferencia es la admisible

~ Ejercicio N° 2.4

Desarrollo

Meétodo analitico
Aplicamos el siguiente sistema de ecuaciones para el

cilculo de R, R,y MQ.

R.=Ticos a1+ T2cos a2+ Tscos a3
R, =Tisen on+ Tasen o2+ Tssen o3

M§=TIXdI+T2 xd2 +Tssen a3 x ds

Rx =6 Ncos 0° + 3 Ncos 270° + 2 N cos 45°
R,-742N

Ry = 6 Nsen 0° + 3 Nsen 270° + 2 Nsen 45°

R}, =-1,59 N

M% =6N x3cm +3Nx5cm +
+ 2 Nsen 45°x0<:m=>M2 =33 Ncm

A

Figura 2.49. Determinacién deRen Jforma grdfica

Cileulo del médulo de K
Aplicamos una de las consecuencias del Teorema de
Pitdgoras

R=RE +RS

R= (742N)> +(-1,59N)>
R= 55N +2,53N%
R=+5753N%

R= 758N

Célculo de la direccién y sentido de R .y
Recordemos que la direccién y sentido de R estin
dados por el valor del dngulo que forma el ¢je x con
la recta de accién de la resultante.

-1,59N
7,42 N

R = tgoy =-0,21

oy = arctg (- 0,21)

0 =-12° este valor se obtiene
Elvalorreales  ay =360°-12°  POF caleuladora

oy = 348°




Célculo del valor de la distancia del punto o a la recta
de accién de la fuerza

M§= 33Ncm=>M§ =R.d

MO
S
R
4. 33Nem
7,58 N
d=4,35cm

Verificacién mediante método gréfico (Figura 2.50).
Comparados los valores obtenidos por medio del mé-

todo analitico con los del método grafico, observamos
que la diferencia es la admisible.

Ejercicio N° 2.5
{ Desarrollo

Método analitico
s Aplicamos el siguiente sistema de ecuaciones para el

R, =2Ncos 30° + 4 Ncos 150° + 6 N
R, --773N

R, =2Nsen 30° + 4 Nsen 150° + 6 N'sen 180°
R}, = 3N

M%: 1,73 N xlcm -1 Nx2cm - 0,39 N cm =
M;=—0,66Ncm

Céleulo del médulo de R
Aplicamos una de las consecuencias del Teorema de
Pitdgoras.

R= y(-773N)%+ 3N)? 2
R= y59,8N>+9N> ;
R= 688N*

R= 829N

Célculo de la direccién y sentido de R 5
Recordemos que la direccién y sentido de R estin
dados por el valor del dngulo que forma el eje x con
la recta de accién de la resultante.

269

: tgoy =———— = tgoy = - 0,39
cdlculo de Rx,RyyMg. SR AN T E0R
Rx=S,cos & +S, cos &, +S; cos &y o = arctg (-0,39)
Ry =S, sen & +S, sen &, + S5 sen a5 oy = 21,3°, este valor se obtiene por
calculad
MR =S, sen @, xd, +S,sen &, xd,+S;sen a; xdy+ Elvalorreales oy =180 -21,3° _
- +S, cos a; xd,, - S, cos &, xd,, ayp =158,7°
4 \ A
'y
\_) I
R ld
\ B
X T
SN T
=\’
T di
: 03 >
X
11}
Ese.f: N
0,5cm
Esc.long.:—1CM_

Figura 2.50. Determinacién deR en Jforma grifica

PV P
R 2 St -
A s r



Célculo del valor de la distancia del punto oalarecta  Como el sistema de fuerzas estd en equilibrio, aplica-
de accién de la fuerza mos las ecuaciones de equilibrio de fuerzas.

& 0 Consideramos dos ecuaciones de momento y una
Mp =-0,66 Ncm = My, |=R.d ., .
R R ecuacién de proyeccidn.
M
g= LR Célculo de V,
R
4= %066Ncm SM% =0 = V,.450m-P,.3m-P,.1m=0
8,29N V,. 450m-60kN.3m-75kN.1m =0
d=0,08cm V,. 450 m—-180kNm-75kN.1m =0
Verificacién mediante método gréfico (Figura 2.51) V,.4,50 m =255k Nm
7]
E Comparados los valores obtenidos por medio del mé- V,= Pl
s . , [ 4,50 m
§ todo analitico con los del método gréfico, observamos
& que la diferencia es la admisible. V,=56,67 kN
8 Célculo de V,
s Meétodo analitico| R = 8,29 N | o = 158,8° | d = 0,08 cm
£ Método grifico |R=8N | og=161° |d=(D)* SM%=0=-V,.450m+P,. 1,5m +P, .35m=0
‘g (1)* Con la escala elegida no se puede determinar en forma grifica el valor de d. -V 450m+60kN.1,5m+75kN.35m=0
s -V,.450m+90k Nm+262,5 kNm =0
=N
© Problema N° 2.11 -V,.4,50m =-352,5kNm
©
[
Desarroll v, _ 23525 kNm
B 270 esarrollo b T

Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 2.52)
4 y N

V, =7833kN

Con la ecuacién de proyeccion sobre el eje y verifica-

mos ambos resultados

> =
PV PE
0 a b Proyy=0+Va—Pv-Pt+Vb
N =56,67kN-60kN-75kN+78,33kN
Va Vi

La Estatica en la vida cotidiana

Proy, =0 Verifica

Figura 2.52. Diagrama de sélido libre

Y

><Y

Esc.f: N

0,5cm

Tcm

Esc.long.: 050m

Figura 2.51. Determinacion de Ren forma gra’ﬁ@




Respuesta

Las fuerzas reactivas son

V,=56,67 kNyV,=7833kN con direccién perpendicu-
lar al eje y hacia arriba (positivo).

Problema N° 2.12
Reacciones en los apoyos de una viga de madera

Desarrollo
Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 2.53)

m 3m 2m

Figura 2.53. Diagrama de sélido libre

Como el sistema de fuerzas estd en equilibrio, aplica-
mos las ecuaciones de equilibrio para el cdlculo de fuer-
zas en los apoyos m y u.

1. Calculamos el valor de V,,

IM”;=0= -Vu.7m+Py.5m+P1Vy.2m=0
M7= 0= -Vu.7m+50kN.5m+Ph)y.2m=O (1)

Calculamos Py,
&

senoc:TVy:;Plvy = Plv.sen(x
Y Plyy = 40kNsen (180° + 30°)
=40 k N sen 210°
= 20k N

Reemplazamos el valor de P, , en la expresién mate-
midtica (1)

-V,.7m+250kNm+20kN.2m=0
-V, .7 m=-250 kN m—40 kN m

-290 kN m
-7m

V, =

u

V,= 4143kN

2. Calculamos el valor de V,,

IM“=0=V,.7m- Plv}, 5m-P, .2m=0
V- 7m-20kN .5m-50kN.2m=0
V,,.7m- 100kNm —100kNm =0
V,,-7 m=200kN m

v, - 200 kN m
7 m
V,,=2857kN

3. Calculamos el valor de H,,
2Proy, =0=H,, - P, =0(2)

Calculamos Py, .

Plvx

cos oL = = Piyx =Py, cosa

v Py =40k N. cos (180° + 30°)
Piyx =40k N. cos 210°
Py x =40k N .(-0,87)

Py, =-348kN
Reemplazando la expresién (2)
Hm - Plvx =0
Hm = Plvx
H, =348kN

4. Verificamos los resultados obtenidos

Con la ecuacién de proyeccién sobre el ¢je y verifica-
mos ambos resultados.

ZProyy =0

VinPlyy-Pry+Vy=2857kN-20kN-50kN +4143 kN
=0 Verifica

Respuesta

Las fuerzas reactivas son:

a.en elapoyom V, = 28,57 kN
H,, = 34,8kN

b.enelapoyou V, = 41,43k N

Problema N° 2.13

;Cudl es la luz de una viga de balcén?
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Desarrollo
Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 2.54)

T@
4m X

. J

Figura 2.54. Diagrama de sélido libre

EM°=0
197,50 N.8m—-500N.4 m+140N.x=0
1.580 Nm—2.000 Nm + 140 N.x=0

140 N. x=2.000 N m - 1.580 N m

420N m
© 140 m

x=3m
Respuesta
La luz del balcén es x = 3 m
Problema N° 2.14
Una mina a cielo abierto
Desarrollo
1. Dibujamos el diagrama de sélido libre, conside-

rando el eje x en la direccién de la pendiente y el eje y
perpendicular al eje x (Figura 2.55)

Figura 2.55. Diagrama de sélido libre

T

2. Hallamos P ..y sz (Figura 2.56)

. U )

Figura 2.56
00_ |Pfx| P _ P 00
sen 30”7 = |P |2| fxl—l Clsenﬁ
Pl = 20 k Nisen 30°
[P, |=20kN.0,5
|ch|= 10k N
P
cos 30° = : Pcy: :|P[},|=|Pc|cos 30°
¢ |Pq,|= 20kN. 0,87
|Pq,|= 17,4 kN

3. Aplicamos las ecuaciones de equilibrio de un sistema
de fuerzas no concurrentes

2Proy,=0=-P,.+T = 0
T=+ch i
T=+10N -

R
—

4. Calculamos los valores de V, y V

SXM*=0

-V, 140 cm + P 70 em - Py 60 cm + T . 60 cm = 0
-V,. 140 cm + 1.218 kN cm - 600 kN cm + 600 kN cm = 0
-V,x 140 cm = - 1.218 kN cm

-1.218 kN cm
Vi= - 140 cm
V,= 8,7 kN

EM'=0=V,.140 cm - Py 70cm =0
V,.140 cm - 17,4 kN x 70 cm = 0
V,.140 cm = 1.218 kN cm

Vo 1.218 kN cm
S 140 cm
V,= 8,7kN

Verificacion:

aplicamos la ecuacién de proyeccién sobre el eje y

ZProyy=0:>—PLy +V, +V,=-17,4kN + 8,7 kN +8,7 kN
=0 Verifica



Respuesta

La fuerza del cable de sostén tiene una intensidad
T= 10 kN.
Las fuerzas reactivas en las ruedas V, = 8,7 kN y

V, = 8,7 kN.

Problema N° 2.15
Se instala la marquesina de un edificio pitblico

Desarrollo

1. Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 2.57)

. v ™
m,|
T> = 2m
Me[ He | Ty
A -
¥ r el
v
m 1m Im;1m

\- J

Figura 2.57

2. Hallamos las componentes de la tensién

200 cm

o, 00 =
& " Bookm

tg. o = 0,666 = 0. = 33, 69°, consideramos 0. = 34°

cos (180° - o) =& =T,=T. (cos 180°- Q)
T, =120 k N.cos (180° - 34°)
T,=-99,5kN
T
sen (180° - 6) =—= =T, = T. sen (180° - &)
N T},= 120 k N . sen 146°
T),=67,10kN

3. Aplicamos las ecuaciones de equilibrio de un sistema
de fuerzas no concurrentes

EM =0
P3.3m+P).2m+P .lm—Ty.3m+P.2 m-M =0

150N.3m+150N.2m+ 150N.1m-67.100N.3m +
+75.000N.2-M=0

450 Nm + 300 Nm + 150 N m—201.300 N m +
+150.000 Nm-M?=0

- M*=50.400 N m

M =-50,400 k N m

Proyy=0:>Ve—P1-PZ—P3-P+TY=0

V,-150 N-150 N - 150 N - 75.000 N + 67.100 N = 0
V,= 450 N +75.000 N — 67.100 N

V,= 8350 N

V,= 8350kN

XProy,=0=H, -T, =0

H, =T,
H, =99.500 N
H, =99,5kN

Respuesta

Las reacciones en el empotramiento de la marquesina son:

V, = 8,350kN
H,=99,5kN
M, =- 50,40 k N'm 213

Problema N° 2.16
La habitacién de Vincent en Arlés

Desarrollo

1. Hallamos el peso del cuadro=P =mx g
P =10kgx9,81 m/s?
P=981N

Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 2.58)
- v N

S

=

- J

Figura 2.58

- o5 o
El sistema [FI;F2 yP | estd en equilibrio y es un sis-
tema de fuerzas concurrentes en el punto o (repre-




(%]
-]
=
2
o
=
o
w
-
3
=
o
«\n
[
-
>
=
©
«\
=
[
=5
©
1
(]
o

N 274

]
=
1S
=
=
°©
o
©
=
H
L
=
@
©
o
k=]
N
7]
w
©
=

senta al clavo), entonces se cumplen las condiciones
de equilibrio de un sistema de fuerzas concurrentes.

{ZProyx =0= F xcos &, + F,xcos g + Pxcos o, =0

ZProyY:O=>lesenaz+szsenaX+szen0{P:0

F, x cos 45" + F, x cos 135° + P x cos 270" = 0
F, xsen 45" + F, x sen 135" + P x sen 270" = 0

F, xsen 45° + F, x sen 135" = 981 N

F, x 0,7071 + F, x (-0,7071) = 0

{Fl xcos 45° + F, x cos 135° = O N
{Fl % 0,7071 + F, x (0,7071) = 98,1

0 -07071
g %81 07071 ~0-(-69.37)
' ]o,7071 - 0,7071 '0,50 - (<0,50)
0,7071  0,7071
F, = 69,37 N
0,7071 0
0,7071 98,1
F, = B =&- 69,37 N
Respuesta

Las fuerzas en las cuerdas son Fy= 69,37 Ny F,= 69,37 N

Problema N° 2.17
Nirios jugando

Desarrollo
1. Hallamos el peso de la escalera y el del chico.
Se parte de g = 9,81 m/s?
Peso de la escalera =m, x g
Peso de la escalera = 16 kg x 9,81 m/s?
Peso de la escalera = 156,96 N

Peso del chico = m_x g
Peso del chico = 40 kg x 9,81 m/s
Peso del chico = 392,4 N

. Dibujamos el diagrama de sdlido libre (Figura 2.59).

- v . N

2m

. PR J

Figura 2.59. Diagrama de solido libre

Consideramos el sistema de coordenadas cartesianas (x; y)
con el centro coincidente con el apoyo de la escalera en
el piso, el eje x con el piso y el ¢je y perpendicular a x.
Se trata de un sistema de fuerzas no concurrentes. Se
cumplen las ecuaciones de equilibrio para fuerzas no
concurrentes.

x,=20 cm ¢ fuerza reactiva de una hoja de la
x. =30 cm escalera sobre la otra.
x;=50 cm

y,=2m=y,=200cm

ZProyX=0:>Nx—PEX—Pm+ﬁ5x—ex=0
ZProyy=O$Ny+fe]—Pey —P[y =0

Y M-0

N.cos 90"+ P,.cos 270"+ P,.cos 270"+ f,;.cos 0"+ e.cos 180°= 0
N.sen 90°+ P,.sen 270"+ P..sen 270°+ f, .sen 0"+ e.sen 180" = 0

-e2+P.x, +P,x,=0

fes+e(-1)=0
N-156,96-392,4=0
-2e +392,4.0,30 + 156,96.0,20 = 0

ft::x= e
N =549,36 N

e=7456 N = fi.= 7456 N

Nota: de acuerdo al sistema de coordenadas adoptado
3
- . . . .
la fl:lffI‘Za ¢ tiene signo negativo y la fuerza _]:, 5 SIgNO
positivo.




Respuesta
La fuerza de friccién entre la escalera y el suelo tiene

como intensidad f = 74,56 N

Problema N° 2.18
El café de noche

Desarrollo

Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 2.60).
Aplicamos las ecuaciones de proyeccidn sobre los ejes
xey.

4 )

Salida de
la bola de billar

\- J

Figura 2.60

sen o = Fi.sen @ + Fy.sen o) + Fs.sen o5 + Fysen o
cos & = Fj.cos @ + F,.cos &, + F3.cos a5 + Fy.cos o

E

F.

F.sen & = 1 Nusen 45° + 4 N.sen 20° + 2 Nusen 330° + 3 N.sen 300°
F.cos & =1N.cos45" + 4 N.cos 20° + 2 N.cos 330" + 3 N.cos 300°
F.
F.
E.

sen & = 0,7071N+ 1,37 N+ (-1) + (-2,60)

cos @ =0,7071N + 3,76 N+ 1,73 +1,5

sen @ = -1,52 N
F.cosx=7,70 N

{
|
{
{

Dividiendo miembro a miembro.

F.sen - -1,52 N
F.cosa 7,70N
tga=-0,1974
a=-11,17° valor obtenido en la calculadora.

Como el seno de o es negativo y el coseno de . es po-
sitivo, el dngulo estd en el cuarto cuadrante, entonces:

il = 360°-11,17°
Qeal = 348,83°

F.cos 348,83° = 7,70 N

7,70 N
cos 348,83°
F=786N

F =

Respuesta B,

El médulo de la fuerza resultante Fes F=7,86 Ny la
direccién y sentido estd dado por & = 348,83°.
Problema N° 2.19

El puente de Langlois

Desarrollo

Dibujamos el diagrama de sélido libre (Figura 2.61).

4 ' N

| B,
JL [ T
v CCR o
i [ |
7,50 m Y 7,50 m -
N\ J .
Figura 2.61 275 [
|

1. Célculo de las reacciones en los apoyos

Aplicamos las ecuaciones de equilibrio: una ecuacién
de proyeccién sobre el eje y y dos ecuaciones de mo-
mento respecto de los apoyos

z Proy ok 0, con esta ecuacién verificamos
z M* =0, con esta ecuacién calculamos R,

b 3
z M?” =0, con esta ecuacién calculamos R,

Célculo de R,

EM5=0:>Rax 15m—-1.050 kN x7,50 m =0
1.050 kN x 7,50 m

R =

“ 15m
R,=525kN
Célculo de R,

IM’=0=-R,x 15 m + 1.050 kN x7,50 m = 0

_ -1.050 kN x 7,50 m

R,
b -15m
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R,= 525 kN

2. Verificacién

) Proy, =0=Ra+Rb-1.050kN = ?
= 525kN + 525kN-1.050kN = 0 verifica

Respuesta
Las reacciones en los apoyos del puente son: 525 kN.

CAPITULO 3
PENSARY RESOLVER ..cuiiiiieeeennnnieneeeeeeanes ,

Desarrollo de problemas
Problema N° 3.3
Los perfiles L se encuentran soldados, tal como se

muestra en la figura 3.54, formando una sola pieza a
los efectos del cilculo.

200 mm

22 mm

22mm 22mm
200 mm 200 mm

Figura 3.54
El conjunto de ambos perfiles lo podemos expresar como
la suma de figuras planas. Diferentes son los modelos que
podemos utilizar. Presentamos aqui algunas alternativas
posibles, pero el lector podrd utilizar otras.

a. Alternativa I - Modelo I (Figura 3.55)

]

X

Figura 3.55
b. Alternativa IT — Modelo II (Figura 3.56)

Y, Y, )/

X

{0

Figura 3.56

Jy RANSY O,

c. Alternativa III — Modelo III (Figura 3.57)

Y, Y, Y,

e

|

X

Figura 3.57

Para el desarrollo del problema nosotros elegimos el

modelo III.
1.1. Célculo de las coordenadas baricéntricas

Escribimos los resultados en el siguiente cuadro:

Figuras Superficie xGi | vGi Sy, Sxe
simples mm? mm | mm | F;, xg F;. yqi
Rectdngulo 1 | F; = 400 x 200 | 200 | 100 | 16.000.000 | 8.000.000
F, = 80.000
Rectdngulo 2 | F, =178 x 178 | 89 | 111 |-2.819.876 |-3.516.924
F,=-31.684
Rectingulo 3 | F; =-31.684 |311 111 |-9.853.724 |-3.516.924
S S
= JG e
= =16632 3326400 | 966.152
_3.326.400 mm’
© 16.632 mm*
xg =200 mm
Yo = 58,09 mm

oy I

|/t T e

G
(200;58,09)

\_ g =

Figura 3.58. (Fuera de escala)

1.2. Célculo de los momentos de inercia baricéntricos

Cilculo de ]xG y ]J’G

a. Cdlculo del momento de inercia respecto del eje xq

Jx 3 ]Xl _]xz _Jx3

G



4 2 ’
= w +80.000 7mm” x (41,91 mm)*

= 266.666.666 mm" +140.515.848 mm"
407.182.514 mm"

o p

_QQ
x =
1

o

200 mm

]11,91 mm

\ 400 mm o J

Figura 3.59
3
T, = w + 31.684 mm” x (52,91 mm)>
J, = 83.656.321,33 mm" + 88.698.347,28 mm"
= 172.354.668,6 mm"

J . = 172.354.668,6 mm"

178 mm

[ SRR h{178 mm
89 mm

22 mm b

k 89 mm J

Figura 3.60

= 407.182.514 mm"* - 2 x172.354.668,6 mm"
J.. = 407.182.514 mm" - 344.709.337,2 mm*
Ju, = 62.473.176,8 mm'

J.. = 6.247,31768 cm'

h| 200 mm

\ 4U[;Jmm XJ

Figura 3.61

Jya = Jyl _Jyz "J}g
hx b’
]}’1 E 12
200 mm x (400 mm)’
JJl B 12

J,, =1.066.666.667 mm*

S ™

89 mm | i
\ L 111 mm : /

Figura 3.62

_ 178 mm x (178 mm)?
2 12
J,, = 83.656.321 mm” + 390.378.564 mm"

J,, =474.034.885 mm"

T N

178 mm

+31.684 mm*x (111 mm)?

b{178 mm

111 mm

\ 200 mm /

Figura 3.63

_ 178 mmx (178 mm)®
3 12
7y, =474.034.885 mm’

+31.684 mm® x (111 mm)*

% ]]1_])’2_]J/3

Jy, = 1.066.666.667 mm® — 2 x 474.034.885 mm*
Jy. = 1.066.666.667 mm" —948.069.770 mm'*
Jy. = 118.596.897 mm*
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b

Respuesta
Las coordenadas baricéntricas del perfil son:

xg =200 mm
JG = 58,09 mm

Los momentos de inercia baricéntricos son:

J 4 = 6:247.31768 em?
I, =11.859,69 em*

Problema N° 3.4

Este problema tiene varios casos. Cada uno corres-
ponde a uno de los recortes de la madera.

* Caso 1
Desarrollo
1.1. Célculo de las coordenadas baricéntricas

La seccién dada puede considerarse como una seccién
constituida por figuras simples.

)/ Y, Y,

= + - | ifoa
T0cm 10cm10om 25 em 30cm * %o Toem
Figura 3.64
Escribimos los resultados en el siguiente cuadro
Figuras Superficie EoR Yie Sye Sxg
simples cm? cm em |x; x B enm?| y; x F; em?
Rectdngulo 1| F; =30 x 50 15 25 22.500 37.500
F, = 1.500
it pozxr’ |k =B 50095139 858 38 | 24.531,25
Semicirculo | F.=—— iGT 3x3,14 deRLb o
F,= 981,25 x;, = 40,62
Circulo F; = n.rf 15 25| -1.177,5| -1.962,5
Fy=78,5
Sy = | Se.-
Ya XG
DR 61.180,88 | 60.068,75

61.180,88 cm” 60.068,75 cm’
Xg = 2 Jo = 2

2.402,75 em 2.402,75 cm
xg = 25,46 cm Yo =25cm

) ™

25 O G (25,46;25)

25,46 cm TX J

Figura 3.65

1.2. Ciélculo de los momentos de inercia baricéntricos
Célculo de ]xG y ]yG (Figura 3.66)

a. Célculo del momento de inercia respecto del eje x

v ™

H
25¢m
— X
25,46 cm 15,16 cm
40,62cm )
Figura 3.66

E
= SOl Oty +1500 em* x 0

E 12
J 5 = 312500 cm*
7T X 74
Ve S 3
T = 15332031 em*
4
. Exn
]xa = 4
3,14x5 cm*
R e ™
4
J ey = 490,63 em*
]XG = .]x|+]x2 _]x3
Sy = 465.329,68 om’
]J’G . ]}’1 +])’z _]]3
50 x 30° )
Jy = - +1.500% 10,46

]y1 = 112.500 + 164.117,4



Iy = 276.617.4 om*
]J,2 = %— 8;;4 +F,.(x,)°
jn = (% - ;?;J +981,25.(x,)"
5, = 153.320,31-110.580,33 + 981,25x15,16°
= 42.739,98 + 225.516,37
5, = 268.256,35 om*
7y, = 490.63 com* + 78,5 om® .(10,46)"cm’ = ], = 9.079 em"
7y = 2766174 cm" +268.256,35 com" - 9.079 om’*
Ty = 535.794,75 cm*
Respuesta
Las coordenadas baricéntricas son:
xg = 25,46 cm
Yo = 25¢m

Los momentos de inercia baricéntricos son:

Jy, = 465.329,68 em®
Jy, = 53579475 om'*

* Caso 2

Consideramos la seccién compuesta formada por figu-
ras simples. Presentamos tres modelos alternativos.

Modelos alternativos

Modelo 1

10cm

10cm10cm  20em Y Y

20cm

50 cm +

30cm

10cm

20cm

-

10cm 20cm 10cm

20cm

Modelo 2

Y 10cm10cm  20cm

S —

20cm

30cm

20cm

10cm

.

30cm

' J

20cm

Figura 3.68
Modelo 3 i
Y 10cm10cm  20cm Y
10cm
20cm
+
40cm
30cm
10 cml [ll] om
20cm  10cm 20 cm 10cm X
Y, /
110 om
110 cm
+
\ 40cm 20cm *
Figura 3.69

Nuestro modelo es el N° 1.

2.1. Célculo de las coordenadas baricéntricas

Completamos el siguiente cuadro con los result




Modelo 2

" ) N

50cm = 50cm —
[ 1
0em 20em  10em ¥ a0om X
)/ )/
(%]
-]
=
-E 45cm
= —_— -
a
* oL D6 32,000 em’
= CONFE Y 1200 om? T
- \ 20 cm * 30cm * /
e xg= 26,7 cm
= Figura 3.71
a S 5
E Vo = G =y = M MOdClO 3
- DNE; 1.200 cm?
& Yo = 28,33 cm / Y / / \
B 230 Respuesta

Las coordenadas baricéntricas de la seccién compuesta son:

x, = 26,7 cm e = + Hon 4

Y =2833cm

{5em,
« Caso 3 0em 20em 10em o oem O om

Consideramos a la seccién compuesta formada por figu-
ras simples. Presentamos tres modelos alternativos.

? La Estatica en la vida cotidiana

+ 45cm 4

- Modelo 1

t = ' A Clie,,
- \ 30cm * F0em. X
- Figura 3.72
50cm = 50em 4

= e

3 10cm  20cm  10cm 10cm

Prg ¢ » ' ) . Elegimos el modelo 1.

3.1. Célculo de las coordenadas baricéntricas




Sy 17.750 em’®

X co X,
E, 1.225 cm®
x, = 14,49 cm

Sig -, 26125 com’

Yo = o SN~ B
CONE Y 1225 om
Jo=21L33cem

Respuesta
Las coordenadas baricéntricas de la seccién com-
puesta son:

e 14,49 cm
Vo= 21,33 cm

¢ Caso 4

Consideramos a la seccién compuesta formada por fi-
guras simples. Presentamos dos modelos alternativos.

Modelo 1

/

Y, )/

\

Nm = 30em

A

20cm

10cm 40cm

10cm

Figura 3.73

Modelo 2

/

/

£ N

20cm  10cm

10cm 20 cm 10cm

20 cm 10cm

-

Figura 3.7
Elegimos el modelo 1

4.1. Célculo de las coordenadas baricéntricas

Escribimos los resultados en el siguiente cuadro.

~20.860 cm’® _17.332,75 cm’
© 1,043 om? ¢ 1043 om?
X =20 cm Yo =16,62 em
Respuesta .
s . | 4 .
Las coordenadas baricéntricas de la seccién com: ]
puesta son:
-
x,=20cm - X
J. = 16,62 cm 3
e
¢ Caso 5 -
Desarrollo

La seccién dada puede considerarse co



cién constituida por figuras simples.

Los modelos alternativos pueden ser los siguientes:

f

-

\

/

Modelo 1
Y, Y,
20cm —,— ‘ZU cm
50em ; +
15cm 20cm  15cm 15¢cm; *
)/ Y,
—
+

40cm
35cm 15¢m *
Figura 3.75
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Modelo 2

s

20cm

La Estatica en la vida cotidiana I Para pensar y resolver. Soluciones

Y/

L

50om —

e

15¢m 20cm  15¢m

50 cm

40 cm

~

/

Figura 3.76

Modelo 3

"

20cm

| —

20cm

-

50em +
X
15¢m 20ecm  15¢m
Y,
10cm
+ + 50 cm
20cm * 15cm * /
Figura 3.77

Existen otros modelos, pero los dejamos para que el

lector los arme.

Nosotros elegimos el tercer modelo.

5.1. Célculo de las coordenadas baricéntricas

Escribimos los resultados en el siguiente cuadro

Figuras Superficie % | Yig S, . S, .
simples om? em | em | XGXFi JG; X Fi
Rectdngulo 1 | Fy =20 x 15 7,5| 40 2.250 12.000
Fy =300
Rectdngulo 2 | F, =20 x 10 25 | 45 5.000 9.000
F, =200
Rectingulo 3 | F3=50x 15 |42,5| 25 | 31.875 18.750
F; =750
2F =1.250 39.125 39.750
39.125 em’ 39.750 cm’
R e [T
1.250 cm 1.250 cm
xg =313 om Jo=318cm

5.2. Célculo de los momentos de inercia baricéntricos

Cilculo de T ¥ Iy




15%20°
- X207 Sh0x82?

Ty, = 30172 em*

3
- 200 o00.a3,2)
12

3
2 1590 50,68
3 12

Jx. = 156.250 + 34.680
Jx. = 190930 cm *

3

J
J. = 36.514,67 cm*
J

Jup = 257.616,67 cm *
]J/(; = ]}’1 + ]h L ]}/3
3
Ty, = 20157 300x 23,8
Ty, = 5:625 + 169.932
7y, = 175.557 em®
3
I, - 105207 50x10x6,32
7y, = 6.666,67 +7.938
7,, = 14.604,67 cm'*
3
7y, = 055"  s0x11,22

Jy, =108.142,5 cm*

Ty, = 175557 em’ + 14.604,67 em" + 108.142,5 cm'*
1y, = 298.304,17 cm’

Respuesta
Las coordenadas baricéntricas son:

%0 = 31,3 cm
s 31,8 cm
Los momentos de inercia baricéntricos son:

_]xG =257.616,67 cm*
]};G =298.304,17 cm*

III. Vigas Compuestas
Ejercicio N° 1
Desarrollo

La seccién dada en la figura 3.78 puede considerarse
como una seccién constituida por la seccion del perfil

normal (formado por tres rectdngulos), y las dos chapas.

f \

Figura 3.70

chapa 1
E‘E“l;"‘ Tem
12.16cm

14,4mm 40cm

l l —
\ - 15,5 cm i::chapa 2

Célculo de las coordenadas baricéntricas

Escribimos los resultados en el siguiente cuadro

J

Figuras sim- Superficie i | Yig S),G o
ples y/o sec- cm? com | om Xj X F; igX F,
cién del perfil - o
Chapa 1 F,=155x1 |7,75|41,5| 120,13 643,25
=155
Rectdngulo 1 |F, = 15,5 x2,16|7,75|39,92| 259,47 1.336,52
F; = 33,48
Rectdngulo 2 |F, = 51,38 7,75| 21 398,20 1.078,98
Rectangulo 3 |F; = 33,48 7,75| 2,08| 259,47 69,64
Chapa2  [F,=155x1 [7.75|05 | 120,13 7,75
F,=155
2F; = 149,34 S)’G =1.157 SxG =3.136,14
_ L157 cm’ S 3.136,14 cm’
¢ 149,34 cm’ ¢ 149,34 m’
x, =775¢cm Yo =2lem
Célculo de ]xG

]xG =]rlmpal +]x1+ .[x2+ jx3+ chapa 2

el

] chapa 1

] chapa 1

7

.]Xl
]Xl

3
15’57)(1 +15,5x% 20,5%
12

1,29 + 6.513,9
6.515,19 em'

3
% +33,48.(18,92)°

13,02 + 11.984,7
11.997,72 em*

-
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T = +33,48.(18,92)*

15,5x2,16°
3 12
T, = 13,02+11.9847

Sy =11.997.72 cm*

1,44x35,68°
/xz - 12
J. = 5.450,74 om*

2

15,5x1°

J chapar = +15,5% 20,5°
Johapar = 1,29+ 65139
J hapar = 6:515,19em*

Je. = 6.515,19x2 cm ™+ 11.997,72x2 cm* + 5.450,74 cm*

G

]x{; = 42.476,56 cm*

Respuesta
Las coordenadas baricéntricas del perfil son:

x,=7,75cm
Je = 21 cm

El momento de inercia del perfil respecto del eje x
baricéntrico es ]xG = 42.476,56 cm*

CAPITULO 5
PENSARY RESOLVER ...vtiiiteiieeeeneeeneeeennes .

Problema N° 5.10
Desarrollo

1- Célculo de R,

b ° (Gm)z
ZM =0= R, xcos30" x 6m- qx

2

=0

- 35kN/m><36m2
2xc0s 30°x 6m

~ 35kN/m x 36 m”
© 2x0,87x6m
R, = 120,7 kN

L.

X

Rtl

a

q=35kN/m

J LTI ITIIITTTITIIIT T,

Hg ﬁ & Hy

Figura 5.117. Diagrama de sélido libre

l=6m

2. Célculode V,y H,

V, =R, X cos 30"

V, =120,7 kN x 0,87
V, =105 kN
H,=R,% sen30°

H, =120,7 kN X 0,5
H, =60,35kN

3. Cdlculo de R,

. 6m)*
3 M7= 0= Ry x cos 30 x6m+qx%:0
-35kN G m
- Ry X cos30°X6m = W

35 kN/m x 36 m”
2 X cos 30°X 6m
R,= 120,7kN

Ry =

4. Cdlculo de V), y H,,

V), = R, Xcos 30°
V, =120,7 kN x 0,87
V, =105 kN

H, = R, Xsen30°

H, =120,7 kKNx0,5

H, = 60,35 kN

El signo de H , es negativo

5. Verificacién

ZPrayy =0
—35kN/m X6 m+105kN+105kN =0
-210kN+210kN=0

z Proy, =0
H,+H, =0
60,35 kN + (= 60,35 kN) = 0

Respuesta.
Las columnas soportan las siguientes cargas: 120,7 kIN
en el apoyo a2y en el 6.

Problema N° 5.11
Desarrollo

1. Célculo del momento de empotramiento



VL
X
v/~ [T o- 5w
[

M. Kk 1-250m
) Vo
Sentido real

Figura 5.117. Diagrama de sélido libre

Yy M=0= q><1><51+M= 0
M =—gx—

M =
2

M =—-46,9kN m

El signo negativo significa que el sentido tomado «

priori del momento no es correcto.
El sentido correcto es negativo.

2. Célculo de H,
Y>H=0=H,=0

3. Célculo de V,

ZProyy =0=>V,—gx/=0

V,=qxl
V, =15kN/mx2,50m
V, =37,5kN
Respuesta
Las reacciones de vinculo en el apoyo a son:
M = 46,9 kN m
V, =375 kN
H,=0

Ejercicio N° 5.8

Desarrollo

1. Célculo de las reacciones en los apoyos a y b.

_ 15kN/m x (2,50 m)?

L.

X

2| 13 Py 5 6 |7 8‘
LL]] [IINNNERNEEE
Ha b

a

1

(=)

1 21|13 4‘ 5 6|17
: Vo
2m 2m 2m 2m

8

Figura 5.118. Diagrama de sélido libre

a.
> M =0
B.6m-V,4m+g.8m.2m+ 7P, .2m=0

540Nm-V,.4 m+1.600Nm+49,49N.2m= 0
-V,.4m+2.239Nm =0

-V,.4m=—-2.239Nm
V, ==2239 Nm
—4m
v, =559,75 N
b.
M’ =0

B.2m+V.4m-¢.16m—-P,, .2m=0
180Nm+V,.4 m—1.600Nm— 98,99 Nm = 0
V.4 m=— 180 Nm+ 1.600 Nm + 98,99 Nm

V, = 1.518,99Nm

4m

V, =379,74N

c. Verificacién

z Proyy =0
—800N —90N + 379,74N + 559,75N —
—-49,49N =0

2. Célculo del esfuerzo de corte
Enl-1Q,, =0

En2-2(izq); Q,, =qX2m
Q,,=-100N/mX2m
Q,,=-200N

En2 -2 (der); Q, , =—200 N +379,74 N
Q,, =179,74 N

En4—-4(izq); Q, ,=179,74N—-qx2m
Q, , =179,74N-100N/m X2 m
Q, ;=179,74N-200N

Q, ,=-20,26N
En4—4 (der); Q, , = —20,26 N -49,49 N
Q4 =-06975N

En 6 -6 (izq); Q; ¢ =—69,75 N-200 N
Qg =—269.75N

285 N
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En7 -7 (der);Q, , = 269,75 N +559,75 N

Q,, =290N

En 88 (izq); Q4 s =290 N —200 N
Qs =90 N

En8-8(der;Q, ;=90 N-90N=Q, , =

En el tramo, Q =0 en x=3,80 m

3. Célculo del momento flexor
Enl-LM, =0

En2-2M, ,=—¢x2m
M, , =-100 NX2m
M, , =-200 Nm

En7-7;M, , =—gX2mX1m—PF X2m
M, , =-200 Nm—180 Nm
M, , =-380 Nm

En5-5;M, ; =—-qX4mX2m+379,74 NX 2m
M, , =-100N/mx8 m> +759,48 Nm
M, , =-800 Nm+ 759,48 Nm
M, ; =-40,52 Nm

En6-6;M;_¢ =-gx6mx3m+ Vﬂ><4m—1’2y><2m
Mg_g =-100N/mx18 m? +379,74Nx 4 m — 98,99 Nm

0

Mg ¢ = -1.800Nm+1518,96—98,99 Nm

M_g =-380 Nm

Mg ¢ =-3.200 Nm + 2.278,44 Nm — 197,96 Nm + 1119,5 Nm

=0,02 Nm
=0 Nm

M, =-100N .3,80 m. 1,60 m + 379,74 . 1,80 m
m

=75,53 Nm
4. Célculo del esfuerzo normal

2= Rgaos 3 158
B, = 49,49N

ZProyX=O:>H”+P2X=O
H,=-49,49 N

El sentido adoptado para A, no es correcto. Corres-

ponde el sentido contrario.

5. Diagramas de esfuerzos caracteristicos

a

L.

X

B [P

PZX
HERERRERERERERERNRERN
H, 4¢ b

Vi, Vi

2m 2m

MR

. 380m |

=

£S

mm

N

\

/

Figura 5.119. Diagramas de: carga, esfuerzo de corte,

momento flexor y esfuerzo normal

Respuesta

Ejercicio N° 5.9

Desarrollo

1. Célculo de las reacciones en el apoyo e.

Las reacciones en el apoyo @ son V= 379,74 Ny

H=49,49 N; y en el apoyo & V), = 559,75 N.

1,50 m 1,560 m

Figura 5.120. Diagrama sélido libre

Y M =0 gx3m+M,~M, =0
130 N/mx3 mx1,50 m+78 Nm—M, = 0
585 Nm+78 Nm—M, =0



M,= —585 Nm—78 Nm
M,= =663 Nm

> ProyF =0=-130N/mx3m+V, =0
V,=390N

z ProyF=0 H, =0

2. Cilculo de esfuerzo de corte

Q.. =V
Q,,=390N

Q,.,=V,—gx150m

Q, , =390 N-130 N/mX1,50 s
Q,,=390N-195N
Q,,=195N

Q;;5=V,—gx3m

Q, ,=390-130N/mx3m
Q, ,=390N-390N
Q;5=0

Q. =Vi—gxx
Q, =390 N-130N/mxm
Q... =-130x+390 N

una funcién lineal con
pendiente negativa

3. Calculo de momento flexor

M, =M,
M, , =-663Nm

g% (1,50 m)?

M, .. =M, +V,x1,50m-

2-2irq

221 =—06063 Nm+V, 1,50 m - >

=—663 Nm+ 390 N x1,50 m—146,25 Nm
=—663 Nm+ 585 Nm—146,25 Nm
2 21g =—224,25 Nm

M
MZ
M
M

SRS

g =—224,25 Nm+ 78 Nm
M, , .. =—146,25 Nm

130 N/mx (1,50 m)?

2 de =—003 Nm+390 Nx1,50 m — 146,25 Nm + 78 Nm

M, =M, +V, X3m~—

2
L((; m) +M,

M, ; =—663 Nm+390 Nx3 m
M, ; =—663 Nm+1170 Nm—585 Nm+78 Nm
M, ;=0Nm

_130N/mx (3 m)’
2

4. Célculo del esfuerzo normal
ZPrayxz 0=>H =0

5. Diagramas de esfuerzos caracteristicos

+78 Nm

\ - J
Figura 5.120. Diagramas de: carga, esfuerzo de corte,
momento flexor y esfuerzo normal

Ejercicio N° 5.10
Desarrollo

1. Célculo de las reacciones de vinculo en los apoyos 2y &.

el

1 Ha ZT? 4 5‘ ‘a 7T
Vo V[;

2m 2m 1,50m 1,50m

Figura 5.121. Diagrama de slido libre
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NS M =0 M, = —gxixt

2

—¢.2m. .2m. .3, -V.5m=0 E

¢9.2m.1m+4.2m.1m+P.3,50m-V;.5m ! o0 2m)2
—180 Nm+180 Nm+17,5 Nm—1V,.5m= 0 22~ 2

2

v - =17,5 Nm _ —90N/mx4m>

" —5m MZ-Z_T
V,=35N 1

M,,=—180 Nm
| > =0 B,
—g.4m.5m+V,.5m- P.1,50m=0
—1.800Nm+V,.5m—7,5 Nm=0

M, = —qx4mx2m+1&\3\c2'm
M, = =90 N xdmx2m+361L5Nx2m

M, ;= 3 Nm Q!
V5 m 1807.5 Nm '
' 5m M, = —90 N x 4m x3,50m +361,5Nx3,50 m
% =3615N M, = 525Nm
Verificacién M, = =90 Nx4mx5m+361,5Nx5m-5Nx1,50m
ZPrayy=Oﬁ—qx4m+Vd—P+V =0 M, =0

-90N/mx4m+361,5N-5N+35N=0
~360N+361,5N-5N+35N=0 4. Cilculo del esfuerzo normal

ZProyx=0 = V5L =)
2. Cilculo de los esfuerzos de corte

5. Diagramas de esfuerzos caracteristicos

Q,,=0N
T " N\
Qz-zxzq= —qx2m
Q4= 90N/mx2m X P
Q= 180N q l
> , b
H a
Q,,= —180N+3615N ‘ Ta TVb
Q;;=1815N 2m 2m 1,50m  1,50m

Q4_4= —qX4 m+ 361,5 N
Q4= -90N/mx4m+361,5N

Q- 15N {ED
Q5= 15N
Q676 = _5,5 N W M
Q7—7izq= =35 N
N=0
Qe 35N-35N - J
Q, 4= ON Figura 5.121. Diagramas de: carga, esfuerzo de corte,

momento flexor y esfuerzo normal

3. Cdlculo de momento flexor

| . Respuesta
.=0N Las reacciones de vinculo son: V,=361,5Ny V, = 35N



Apéndice

LA MATEMATICA ASOCIADA

A LA ESTATICA

Haydeé Noceti
Sol Avancini Noceti

El propésito de este apéndice es el de facilitar al lector la visualizacién, en forma de sintesis,
de los contenidos de la matemdtica que sirven de apoyo al desarrollo de las problemdticas
que plantea la estdtica de los cuerpos sélidos indeformables.

Al.- Las secciones cénicas y las funciones: la cir-
cunferencia; la pardbola; la ecuacién cuadritica
o de segundo grado; intersectos (intersecciones)

Al.1- La circunferencia

La circunferencia, desde el punto de vista de la geo-
metria analitica:

Desde esta dptica, la )
circunferencia la po-
demos expresar como
una seccion conica
que se obtiene como
la interseccion de
una_superficie cd- Figura A.1
nica con un plano Obtencién
perpendicular a su de la
ge. circunferencia
J

Los elementos que definen a una circunferencia estdn-
dar —el centro de la circunferencia coincide con el ori-
gen de coordenadas— los podemos visualizar en el
siguiente cuadro:

o (0;0)  Horizontal — (£7;0)
— 5= coincide con el

4 r eje x
Siendo 7 el radio de Vertical — coin- 0;£7)

la circunferencia cide con el ¢je y

Otro concepto que se usa es el de la longitud de una
circunferencia.

El valor de la longitud de [~ v 2\

una circunferencia es = 7. d,
o bien la longitud de una cir- X:}’)
" X

cunferencia es = 277, siendo
d el didmetro y 7 el radio.
Expresién matemati I

p .C’S % demare de, r Figura A.2. Circunferencia re-
funcién, Cuya representacion | forida a un sistema de coorde-

en el sistema (x,y) es una cir- \adas cartesianas )
cunferencia estindar.
2 2 PR
x YR &"+y7) _
. = =L~ =1
7 7
x+ }/2 =7

y=rox
v

yes la variable dependiente; x la variable independiente

y el radio.

Desde el punto de vista del cdlculo matemdtico, se pue-

den presentar las siguientes situaciones:

1 conocido el valor de su longitud (directriz), calcular
el didmetro de la semicircunferencia, o sea el ancho
del arco.

2 conocido el valor del didmetro o del radio de la se-
micircunferencia o sea la altura del arco, calcular su
longitud (directriz).

A.2.- La pardbola cuadritica

Desde la geometria analitica definimos a la pardbola como
‘el conjunto de todos los puntos del plano que son equidis-
tantes a un punto fijo, llamado foco, y a una recta fija, de-
nominada directriz”.

La pardbola es una curva que se puede obtener como
la interseccién de una superficie cénica con un plano
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" paralelo a una recta de dicha super-  b.x — término lineal o de primer grado; & coeficiente
ficie (figura A.3) del término de primer grado.
¢— término independiente.
@ Elementos de la pardbola cuadrd-  Esta expresién matemdtica la escribimos como:
tica b\ b2
f®=a [erZj + [cf T J
Eje: es la recta perpendicular a la di- T . - :
Je: ¢ perp Con el fin de visualizar mejor a la expresién anterior,
rectriz que pasa por el foco.
Vértice: es el punto de interseccién 4 cemos =hyc- Z_,
de la pardbola con el eje. 2.a 4a
Figura A.3 ., , — +) 2 +
Una forma de obtencién de la| A2.1.-Ecuacién de una paribola refe- Entonces /()= (( a3
pardbola cuadritica rida a un sistema de coordenadas car- .
\ J Sih=0yv=0= f@=ax’

tesianas ortogonales, con centro en el

vértice de la pardbola y eje y coinci- Sia=1= flx) = x’ (Figura A.5).

dente con el eje de la pardbola y x tra-

zado por el vértice de la paribola. La representacion grafica de esta funcién es una pardbola
que denominamos pardbola madye porque de su grifica

Consideramos una parbola de foco podemos obtener todas las demds que conforman, en su

f con coordenadas (0,f) y directriz ~ conjunto, la familia de pardbolas.

fix) =—f (Figura A.4).

L Fe)= %2 F(9; expresion matemtica A2.3.-La familia de las pardbolas cuadriticas
! 4"}!' 4

Apéndice | La matematica asociada a la estatica

Imagen A.3 ., ;. ,
Arcos del Colegio Santa Teresa de una funcién cuadrdtica cuya gra-

En la figura A.6 representamos también las pardbolas
fica es una pardbola cuadritica estdn- para:

dar con foco (0,/) y directriz —p,  2=25ya=6

siendo p > 0

Una funcién cuadrdtica tiene la si-  Representamos las pardbolas flx) = x% flx) = 1 x%
guiente expresion completay general:  flx) = % . x” (Figura A.7).

fix) =ax’+b.x+c, cona#0
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s ; N [ 0 N
r N\
v 2 i
10 10:
. fl0-x2 ’
d(P,F) 7 7
Fop=——2] - : :
. di=d : 4.
[Imagen A2 3
-La Sagrada Familia - | X 2
Antonio Gaudi (1852-1926) | i BN, —
T Figura A.4 (=) R o
Pardbola de foco f . ’
\con coordenadas (0; f) y directrizfix) = -f ) Figura A.6
Figura A.5 Grdficas comparativas
A2.2.-Una forma de representar Grdfica de la pardbola: de las pardbolas: fix) = x*;

e ., . fx)=x2 con a=1 fix) = 2,5x% fix) = 6x7
graficamente una pardbola a partir ™ /N /
de la expresiéon matemdtica de una (Figura A7.Grificas comparativas )
funcién cuadratica de las paribolas: )

. ., . fix) =x%
Partimos de la expresion anterior T = 05%% - o
fx)=ax’+b.x+c i) =025x7 2 H=x

f(x)=0,5x*

Damos nombre a cada uno de los

términos de la funcién cuadritica: 1125

a X*—>término cuadritico o de se- 1 flx)-0.25x
gundo grado; a coeficiente 050

almagen A.3
' Puentes romanos y acueductos

\(Principado de Ménaco) [}

’ . yo. 0,25
del término cuadritico.




Conclusién 1

En las gréficas A.6 y A.7 observamos que:

Sia<1y a>0, entonces la pardbola madre se abre y tiende
para valores de #<<<1 y #>0 a transformarse en el ¢je x.
Esto implica que la pardbola se degenerd y se transformé
en una recta, cuya expresién matemdtica es f{x) = 0

Si @>1, entonces la pardbola madre se cierra y tiende
para valores #>>>>>1 a transformarse en el ¢je y. Esto
implica que la pardbola se degeneré y se transformé en
una recta, cuya expresion matemadtica es x = 0
Seguimos aumentando la familia de las pardbolas.

Conclusién 2

Representamos las pardbolas fix) = x% fix) = x* + 1;
fx) =57 +2; fix) = — 2; fix) = x* — 1 (Figura A.8).
Siala grafica de la pardbola f{x) = x* se le suma un nad-
mero positivo o negativo, entonces la grafica se traslada
segtin el eje y tantas unidades como indica el nimero
sumado.

Es decir, en la expresién matemdtica f{x) = (x+h)* + v,
el valor de v traslada a la pardbola segtin el eje y.

Conclusién 3

Ahora, consideramos la expresion f(x) = (x+h)’
Representamos las pardbolas f{x) = x% f{x) = (x+ 1)%
flx) = (x— 1)*( Figura A.9).

El ndmero 4 en la expresion f{x) = (x+5)? traslada a la
pardbola segtin el eje x, tantas unidades como indica el
valor de 4, hacia la derecha si / es negativo y a la iz-
quierda si 4 es positivo.

Conclusién 4

Completamos la familia de las pardbolas haciendo 2 <0
Representamos las pardbolas f{x) = x% fix) = —x %
fx) = —2x7% fix) = —0,5x? (Figura A.10).

Las gréficas de las pardbolas f{x) = +a.x? y flx) = —ax?
son simétricas respecto del eje x.

Conclusién general

Podemos expresar que cada uno de los coeficientes de
los términos de una funcién cuadrdtica completa y ge-
neral cumple una funcién.

Entonces, dada f{x) = (x+4)? + v, cada uno de los co-
eficientes tiene un rol:

1 v permite trasladar a la pardbola madre, segtin el eje
y tantas unidades como indica el nimero ;

2 h permite trasladar a la pardbola madre, segin el eje
x tantas unidades como indica el nimero 4. Si 4 es
positivo la traslacién se produce en sentido del se-
mieje x negativo y si / es negativo la traslacién se hace
en el sentido del semieje x positivo;

34>0ya=1abreo cie-
rra a la pardbola, acer-
cdndola al eje x o bien
al eje y;

4 las pardbolas, una con
el coeficiente del tér-
mino cuadrdtico posi-
tivo y la otra con el
término cuadritico ne-
gativo son simétricas
respecto del eje x.

Si @ >0 la pardbola es
céncava hacia arriba

Si @ <0 la pardbola es
céncava hacia abajo

®Aplicaciones de las pa-
rébolas cuadriticas

Existen aplicaciones de
las parédbolas, tales como:

e en un partido de fttbol
se realizan numerosas
jugadas, entre ellas se
destaca aquélla que ha-
ce el jugador cuando
lanza al aire la pelota en
forma oblicua; la mis-
ma describe un movi-
miento parabdlico bajo
la accién de la fuerza de
gravedad;

e también, bonitos arcos
parabdlicos se obtienen
bajo la accién de la a-
traccién gravitatoria de
la Tierra, por ejemplo
los chorros y las gotas
de agua que salen de los
cafios de las numerosas
fuentes que podemos
encontrar en las ciuda-

des;

N
flx)=x?+2
fix)=x?+1
flx)=x?
fix)=x*-1
fix)=x*-2

f(x)

-z\\_;“12"

Figura A.8

Grificas comparativas de las pardbolas
fx) =% fix) =x2 + 1; fi) =5 + 25
Kf(x):xz—Z;f(x):xz—I y

-

f(x)
fix)=(x+1)?

flx)=x*

fix)=(x-1)?

Figura A.9
Grdficas comparativas de las pardbolas
\f(x =x%flx) =(c+ D% fix) =(x— 1)

( fix) )
flx)=x?
1 2 X
fix)=-0,5x*
flx)=—x?
flx)==2x?
Figura A.10
Grdficas comp de las pardbol

fx) =% flx) = = fix) = 2.7

(S0 = 0.5

magen A.4. Puente con arco para,
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e la cocina solar, o las radiaciones electromagnéticas,
en general y las antenas parabdlicas utilizan la pro-
piedad de la pardbola mediante la cual cualquier rayo
que incida de forma paralela al eje de la pardbola re-
bota en su superficie pasando por el foco;

e otro caso es el que nos permite disefiar el faro de un
coche, de manera que el corte transversal a través de
su eje sea una pardbola y que la fuente de luz esté co-
locada en el foco de la misma;

o las pardbolas son también importantes en el disefio de
los puentes colgantes. Los cables principales de los mis-
mos toman, en muchos de los casos formas parabdlicas.

A2.4.- La ecuacién cuadritica o de segundo
grado

Hasta aqui hemos desarrollado la temdtica referida a
dos tipos de relaciones: la que da como gréfica una cir-
cunferencia y las funciones cuadréticas, cuyas graficas
son pardbolas de segundo grado.

En todos los casos, cuando trabajamos con funciones,
siempre nos referimos a dos variables: la variable inde-
pendiente y la variable dependiente. La variable depen-
diente es el valor de la funcién para determinado valor
de la variable independiente. Por definicién de funcién,
para cada valor de la variable independiente, es decir, para
cada elemento del conjunto dominio le corresponde uno
y s6lo un elemento del conjunto codominio.

Y, llegado a este punto, nos podemos preguntar si la

. 7. 2 2
expresién matemdtica y = +vr” —x” que define a una
circunferencia corresponde a una funcién.

Si el conjunto dominio es %x eR/-r<x< +7+,
para un valor de x, le corresponden dos valores de y.

Por ejemplo, si x=2 y =3, entonces y =/ 5 . Esto sig-

. .7 7. 2 2
nifica que la expresién matemdtica y = +Vr~ —x” no re-
presenta a una funcidn.

La definicién de funcién nos estd diciendo que para
que una funcién quede bien definida es necesario saber
cudl es el conjunto dominio.

No es lo mismo que el conjunto dominio sea el con-
junto N de los nimeros naturales, que sea el conjunto
7, de los enteros o bien R, el de los reales.

Por otra parte, toda funcién puede representarse, me-
diante diagramas de coordenadas cartesianas ortogo-
nales, como lo hemos realizado en el item A.3, pero
también mediante diagramas de Venn y por medio de
tablas.

,,,4//1//.

'/nrfwm‘ L
el b

Por ejemplo, la funcién f(x) = 2.x%,
con Dominio = R (conjunto de
los reales), podemos represen-
tarla del siguiente modo:

1 mediante coordenadas cartesia-
nas ortogonales (Figura A.11);

2 por medio de diagrama de Venn'
(Figura A.12);

3 mediante tabla (Tabla A.1).

La flecha indica que para cada
valor de x le corresponde un solo
valor de f{x).

Si conocemos el valor de f{x) ob-

Imagen A.5

) Fuentes _gente al
- ,|,5 Casino de Monte-
-~ carlo - Principado

Monaco |

rFigura A.11 flx)

tenemos el/los valor/es de x. Asi
por ejemplo, podemos observar
que para f{x) = 2, los valores de x
sondos: 1y —1.

La expresién matemadtica, en este
caso es: 2.x7 = 2, que recibe el nom-
bre de ecuacién y, como proviene
de una funcién cuadritica, la ecua-
cién se llama ecuacién cuadritica.
Entonces de la funcién cuadratica
Jfx) = a.x’+b.x+c, podemos obte-
ner a.x’+b.x+c = 0: ecuacién cua-
drdtica completa y general.

Los valores de x se llaman raices
de la ecuacién.

! John Venn (1834 - 1923), fue un légico briténico que se hizo famoso por sus diagramas

l6gicos.

f(x)=2x?
9 2 [ 2 X
(2 B w
- 2x?
T
| (8
] \?
8
f=A—B
\Figura A.12 )

Tabla A.1



A2.5.- Célculo de las raices de una ecuacién cua-
dritica

Partimos de la expresién matemdtica
2
Sfix)=a|x +%)2+ (t+§—ﬂ)
Haciendo f{x) = 0
2
a (x +%)2+ (c+ %): 0

. ., v
sumamos a ambos miembros la expresién — (¢ +-7)

y dividimos por a.

ol _( _7)
(’H—%)ﬂc/_ 4;1)_([/_ 4/1): »’14
o+Lptactt

bo_ 4|6~ dac
x+2¢z - 40’

— —bINb — dac V& — dac

* 2a

Las raices de la ecuacién son dos:

_ —b+\b? —dac

X =
2a
x_—bi\/bz—%zc
2a
—b—\b? —4ac
Xy =———
2a

s

El valor de x; y el de x; re-
presentan las abscisas de los
puntos de interseccion de la
pardbola con el eje x. Esos
puntos se llaman intersec-
ciones en x.

Figura A.13
Grdfica de la pardbola en la que se
indican las raices x y x

- J

A2.6.- Intersecciones

La gréfica tiene intersecciones en x si la ecuacién
a.x’+ b.x + ¢ = 0 tiene soluciones reales.

Las soluciones pueden ser: una, dos o ninguna.

:De quién depende la existencia de las soluciones reales
de la ecuacién a.x’+ b.x + c = 0?

El signo del radicando &’ 4.a4.c, que recibe el nombre

de discriminante determina la cantidad de interseccio-
nes en X.
El intersecto en y para la grifica f{x)= a.x’+ b.x + ¢, es

el valor de f{0)

La ecuacién de segundo grado tiene dos soluciones

reales y distintas.
Dos intersecciones.

b’—4.a.c>0

La gréfica tiene con el eje x dos puntos de interseccidn

La ecuacién de segundo grado no tiene solucion real.

No hay intersecciones en Xx.
La grdfica estd totalmente sobre el eje x.
La gréfica estd totalmente debajo del eje x.

b’—4.a.c<0

La ecuacién de segundo grado tiene dos soluciones

b~ 4.a.c=0  reales iguales.
Existe un solo intersecto.

A3.- Otras funciones no lineales

A3.1- Las funciones logaritmicas y exponencia-
les

Las expresiones matemdticas de las funciones exponen-

ciales y logaritmicas se utilizan como modelos mate-

miticos, en biologfa, fisica, quimica, geologia,... y, en

el caso especifico de los logaritmos, constituyen la base

de la famosa regla de cdlculo que, durante tantos afios

los calculistas de edificios utilizaron para realizar los

célculos.

Si buscamos modelos mateméticos en la biologia po-

demos recordar la tan conocida teorfa poblacional de

Thomas Malthus (1776-1834) que establece que las

personas se reproducen mds rdpidamente que los ali-

mentos.

Esta teorfa se basa en dos hipétesis:

11a poblacién, cuando no estd limitada, aumenta en
progresién geométrica (1, 2, 4, 8, 16, 32,...) en perio-
dos anuales. De este modo la poblacién se duplica
cada 25 afos;

2 los alimentos crecen en progresién aritmética ({1, 24
3, 4, 5,...) por afio.

Malthus llegé a una conclusién muy dramdtica: las

hambrunas mundiales llegarian, excepto que se toma-

ran medidas.

Malthus expresé esta prediccién mediante la siguiente

funcién:

2(t) = p e, con k>0 que utilizé como modelo mate-

mitico para pronosticar la poblacién mundial.

Con:

(%) poblacién mundial en un tiempo #

P, Ppoblacién mundial en un tiempo # determinado

k  la tasa anual de crecimiento

La expresion p(2) representa una funcién exponencial.
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También en la quimica encontramos diferentes mode-
los matemdticos que apoyan la resolucién de sus pro-
blemas. Recordemos que en el ano 1950 el quimico
Willard Libby creé el método conocido como carbono
14, que se fundamenta en el hecho de que los seres
vivos absorben carbono 14 radiactivo a través de los
procesos de alimentacién y respiracion. El carbono 14
se deja de absorber al morir.

El método permite realizar dataciones, por ejemplo es-
tablecer la edad de restos fdsiles.

Se basa en un fenémeno natural que consiste en que
algunos elementos quimicos, como el carbono, que son
inestables, tienden a desintegrarse, transforméndose en
otros isdtopos o elementos diferentes.

péndice | La matematica asociada a la estatica
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En el proceso de desintegracion se trabaja con el pard-
metro denominado vida media.

La Estatica en la vida cotidiana

El modelo matemdtico utilizado en el método del
carbono 14 es el siguiente:

E@)=Ey- e

Esta expresion matemadtica es la expresion de una fun-
cién exponencial.

Ej es la cantidad inicial de elemento en el cuerpo, £
la cantidad final, 7 el tiempo transcurrido y # (cons-
tante).

El ntimero ¢ es un nimero irracional. Su valor aproxi-
mado es de 2,7182818284590452354... Nosotros lo

utilizaremos con una aproximacién por exceso:

3= 2o/ 2

En general, definimos a una funcién exponencial me-
diante la siguiente expresién matemdtica:

fix)=a*cona>0ya+1

A3.2- Gréficas de las funciones exponenciales

Con el fin de visualizar la forma grafica de una funcién
exponencial en coordenadas cartesianas ortogonales
consideramos la funcién f{x) = 2*
La representacién gréfica la reali-
zamos determinando las coorde-

nadas de los puntos (Figura A.14).

Por lo dicho en pérrafos anteriores
para que la funcién quede definida
se hace necesario definir el con-
junto dominio.

En este caso el conjunto do-
minio es el siguiente:

Dom. =R

Definimos algunas de las
coordenadas de los puntos
(pares ordenados) mediante
la tabla A.2.

Si observamos la gréfica (fi- [ 3 R
gura A.14) podemos definir | Figura A.14

algunas propiedades de la \ Gufica de funcion f)= 2> )
funcién f{x)= 2

Tabla A.2

f(x) A
4

f(x)=2%

1 La funcién f{x)= 2* es una funcién creciente en el in-
tervalo (— o0; + o0).

2 El intersecto en y es el par (0;1).

3 La grafica no tiene intersecto en x. La recta x = 0 es
una asintota horizontal para la grifica de f{x)= 2~.

4 El conjunto dominio es el conjunto de los reales R.

5 El conjunto imagen es el conjunto { yeR/y>0 >

En general estas propiedades son vélidas para f{x)= &
cona> 1.

Graficamos la funcién f{x)=(V2)* con dominio = R (Fi-
gura A.15).

Definimos los pares de coordena-
das de sus puntos mediante la

tabla A.3.

Si observamos la grafica podemos
definir algunas propiedades de la

funcién (V2)* .

Tabla A.3



Entonces la funcién de la cate-

1La funcién flx) = (42)* es
' una funcién decreciente en  naria la podemos definir asi:
e 5 el intervalo (— 00; + ). ~
ft0-[3] i 2 El intersecto en y es el par ) = ch)
5 ic! = i-
(051). ) . . Siel# 1 :f(x) - c.c/y(x/c) (Fi x Figura A.16
3La grifica no tiene inter- gura A.16) Grifica de la catenaria:
2 A ‘u T2 3 X sectoenx. Larectax=0es fx) = c.eh(x/c)
Fieura ALLS una asintota horizontal para
igura A. , oo
G;%z;tﬂ de funcion fix)= (¥5)* la graﬁca de C_)tro edificio muy COI?O—
\ /o fix)= (o) cido es el Arco de Saint

4 El conjunto dominio es el conjunto de los reales R.
5 El conjunto imagen es el conjunto {y € R/ y>0}.

Estas propiedades son vélidas para la funcién flx) = a*
con 0 <a <1.

Las gréficas de las funciones f{x)= 2* y f{x) = (%5)* son
simétricas respecto del eje y.

Un ejemplo caracteristico de las funciones exponencia-
les son aquellas funciones que tienen como base al na-
mero e.

Por ejemplo: f{x) = ¢ y flx) = ¢*

SCHIF 0 INV

In

Algunas de las aplicaciones de las funciones exponen-
ciales, mds precisamente de las funciones de base el na-
mero ¢, son las que corresponden a las estructuras de
puentes, denominadas colgantes. Estas estructuras per-
miten salvar grandes luces. El elemento estructural
principal es el cable. El material, casi excluyente, con
el que se construyen los cables es el acero.

El cable que soporta una carga, uniformemente distri-
buida a lo largo de la longitud del mismo cable, es el
caso de los cables que cuelgan bajo su propio peso.
La traza que toma el cable, en este caso se asimila a la
curva geométrica denominada cazenaria.

La expresién matemadtica de la catenaria de eje vertical

€s:
Cle 4 T

fW=——

c es una constante que depende de las caracteristicas fi-
sicas del cable.

A ¥ _ e+ é”
Si ¢ =1, entonces la funcién f(x) =

forma parte

de las denominadas funciones hiperbdlicas; en esta caso
la funcién se llama coseno hiperbdlico y se abrevia ¢/ (x).

Louis construido en el Jef-
ferson Memorial Nacional
de Expansion, 11 Norte
Fourth Street, St. Louis,
Missouri, a orillas del rio
Mississippi, en EE. UU.
Su estructura tiene la par-
ticularidad de conformar
un arco con la forma de
una catenaria invertida.

Imagen A.3
Arco de Saint Louis en forma de catenaria
invertida

A3.3.- La funcién logaritmica

En pérrafos anteriores hemos dado el modelo matemd-
tico que permite, mediante la desintegracién del car-
bono 14, encontrar la edad de los fésiles o de otros
elementos.

Presentamos ahora la expresién matemdtica que nos
da la cantidad de radio existente en una muestra des-
pués de zafios.

Ct) = C,. e, siendo C, la cantidad inicial

Si tenemos una muestra de 50 g de radio, podemos
preguntarnos la cantidad que se tendrd al cabo de
t = 2.000 afios y, cudl es la vida media del radio, ex-
presada en afios.

La primera parte la respondemos reemplazando en la
férmula anterior a t por 2.000

C(ZOOO) — 50 g ¢ -0,00041. 2.000

C(2.000) = 50 g. ¢ 8

C(2.000) = 50 g. 0,44

C(2.000) =22 g.
La cantidad que quedard es de 22 g, esto significa que
se desintegraron 28 g.
Para dar solucién a la segunda pregunta, recordamos
que la vida media de un elemento hace referencia al
tiempo que debe transcurrir para que quede la mitad
de la muestra inicial.

Entonces de los 50 g deben quedar 25 g.
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La expresion matemadtica es:

25 g = 50 g. e -0,00041. ¢

o 000041 _ 1

Aqui se nos presenta la necesidad de encontrar el valor
de 7 que figura en el exponente de la expresién mate-
matica. Para resolver esta ecuacién debemos utilizar los
denominados logaritmos.
Dejemos para mds adelante la respuesta a la segunda

pregunta.
Logaritmos

Definicién

El logaritmo de un ndmero se define de la siguiente
forma:

log, x = bea=x,cona>0na#1

Se lee logaritmo en base « de x es igual a & si y sélo si
a elevado a b es igual a x.

Ast:
1 log, 8 =3, pues 2’ =38
2 log; 9=2, pues 3" =9
3 logig1=0, pues 10" =1
4 log.5=x, pues ¢ =5
5 log;g 3.x+30) =3 =3.x+30=10°
3x =10°-30
3.x =1000-30
x =270
3
x =323,3

Los logaritmos que se usan con frecuencia son: log
y log. que se llaman, respectivamente, logaritmos de-
cimales y logaritmos naturales o neperianos.

Cuando trabajamos con logaritmos decimales no colocamos la
base; entonces log 2, significa logaritmo decimal de 2 y cuando
lo hacemos con logaritmos naturales escribimos asi: In 2, signi-
fica logaritmo en base e de 2.

Propiedades de los logaritmos
Para todo nimero perteneciente a R™: ¢ y b, se cum-
plen:

1 log. (a.b) = log.a + log. b

2 log, (a/b) = log, a - log, b

3 log.a’=dlog a

Volvemos al problema anterior. Para dar respuesta a la
pregunta, ;cudl es la vida media del radio, expresada
en afos?, recurrimos a la expresién matemdtica

e 00004l T _ 1y
Aplicamos a ambos miembros In, entonces

In e 000041 — [ (14), aplicamos la tercera propie-
dad de los logaritmos

—0,00041. ¢ . ln e = —0,69
_ =0,69
—0,00041
t = 1.683 anos

La vida media del radio, es decir la cantidad de afos
en que se desintegrard la mitad de la muestra, es de
1.683 anos

Grificas de las funciones logaritmicas
Con el fin de visualizar la forma grafica de una funcién
logaritmica, en coordenadas cartesianas ortogonales,

consideramos la funcién f{x) = log,(x) (Figura A.17)

La representacién gréfica la realizamos determinando
las coordenadas de los puntos.

En este caso el conjunto dominio es el siguiente:
Dom. = R"

Definimos algunas de las coordena-
das de los puntos (pares ordenados)
mediante la tabla A.4.

Si observamos la grifica podemos
definir algunas propiedades de la

funcién f{x) = log, (x). Tabla A.4

1La funcién flx) = log,(x) es (i (x) =log,"
2

una funcidn creciente en el in-
tervalo (0; + )

2 El intersecto en x es el par
(1;0)

3 La gréfica no tiene intersecto
en y. Larectay = 0 es una asin-
tota vertical para la gréfica de
fix) =log,(x) *

4 El conjunto dominio es el con-
junto de los reales R*

Figura A.17. Grifica de
Sfuncién flx) = logz(@

5 El conjunto imagen es el con-

junto {y € R} (

En general estas propiedades| 3
son validas para flx) = log,(x)| 2

con a>1 1

Graficamos la funcién:

) = log 15,69
con dominio = R" (Figura A.18)

f(x)=lug|/z‘x’

Figura A.18. Grifica de
L Sfuncién fix) = logI/Z@

~




Definimos los pares de coorde-
nadas de sus puntos mediante
la tabla A.5.

Si observamos la grafica pode-
mos definir algunas propiedades
de la funcién fix) = logy, (x).

Tabla A.5
- < 1La funcién flx) = logy,(x) es
(x) una funcién decreciente en el
3 intervalo (0; + o).
N flx)=log, 2 El intersecto en x es el par (1;0)

3 La gréfica no tiene intersecto
en y. La recta y = 0 es una asin-

- | tora vertical para la grafica de

fx) = logy, (x)

4 El conjunto dominio es el con-
junto de los reales R*

5 El conjunto imagen es el con-
juntody € R

fix)=log ™

Figura A.19. Grdfica de las
funciones: flx)= logy,(x)
ky de fix)= log,(x)

Estas propiedades son vélidas
para la funcién f{x) = log, (x) con
/ 0<a<l

Comparacion entre las graficas de la funcién logarit-
mica y la exponencial

f(x)
3 fix) = 10*

Representamos
con ayuda de la
calculadora las fun-
ciones f{x)=10* y
g(x)=log(x) en un
T 2 1 P A 3 3 & x |mismodiagramade
7 coordenadas carte-
e sianas ortogonales

s ) (Figura A.20).

Con los valores
obtenidos comple-
tamos la tabla A.6.

Figura A.20
L Grifica de las funciones f(x)=10y g(x)=log(x))

Observamos que
las gréficas de:
fix)=10"y
g(x)=log(x)
son simétricas de
la recta y=x.

Tabla A.6

Ambas funciones son, entre si, funciones inversas.

Para definir a las funciones inversas, recordemos la de-
finicién de funcién biyectiva.

A4.- Las funciones goniométricas vs. circulares vs tri-
gonométricas

Por lo general, los términos goniométricas, trigono-
métricas y circulares, cuando se aplican a las funciones,
se consideran como sindnimos y se usan en forma in-
distinta, sin embargo son diferentes.

Si bien todas estas funciones tienen un denominador
comun: el conjunto dominio estd referido a los dngulos
cuando nos referimos a:

o funciones trigonométricas estamos significando fun-
ciones aplicadas a dngulos de un tridngulo, sea este
rectdngulo u oblicudngulo;

o si se las aplica a dngulos en general las denominamos
funciones goniométricas y,

o cuando nos referimos a funciones circulares estamos
reconociendo que, a cada nimero real x, le corres-
ponde un dngulo de x radianes.

Dado que los dngulos ocupan un lugar importante en

estas funciones, comenzamos el estudio de todas ellas

definiendo a los dngulos y a los sistemas de medicién
de los mismos.

A.4.1.- Una forma de definir a un 4ngulo plano

Pensemos por un momento en la rotacién en un plano
de una semirrecta alrededor de un punto.
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En la rotacién existe una posicién inicial y una posi-
cién final de la semirrecta. Durante la rotacion la se-
mirrecta barre una parte del plano (Figura A.21 a). A
esa parte del plano la denominamos dngulo plano.

Un 4ngulo se lo caracteriza por los siguientes elemen-
tos: vértice, lados y sentido de rotacién: dado por el
signo +.

Sentido: si la rotacién se hace en el sentido contrario a
las agujas del reloj lo consideramos con signo (+) (Fi-
gura A.21 a).

Si la rotacién se hace en igual sentido que el movi-
miento de las agujas del reloj, el sentido es (-) (Figura

A.21Db).

posicion final "\

En el caso de la figura A.21 a:

o es el vértice
% .
oa es el lado de origen

_)

o’ es el lado final

Sentido: opuesto al de las agujas del re-
loj, lo consideramos con signo (+)

Figura A.21 ay A.21 b. Ge-
(Wmcio'n de un dngulo plano )

N En el caso de la figura A.21 b:

o es el vértice
% es el lado origen

%’

ob’ es el lado final

Sentido: igual que el de las agujas del
reloj, lo consideramos con signo ()

.h‘., .
posicion final | Conviene referenciar a los dngulos me-
diante un sistema de coordenadas.
Nosotros consideramos el sistema de

coordenadas cartesianas ortogonales. El lado del origen
del 4ngulo coincide con el semieje de x positivo, el vér-
tice con el origen de las coordenadas 0.

En la figura A.22 a el dngulo

Figura A.22 a aob tiene signo +; en cambio en
( Y N la figura A.22 b el 4ngulo cod
tiene signo —
oD b
(>
B>
A.4.2.- Los sistemas de medi-
értice i X ] 2
vertcef] fado origen 2 ) cién de los dngulos planos
FiguraA.22b  LXisten diferentes sistemas de
s V ~ medidas de dngulos: sistema se-
T lado origen xagesimal; sistema radial y sis-
artice 0] .
vertice ) ¢ * | tema centesimal. El nombre de
‘oqp P cada uno estd relacionado con la
/7,9/

unidad de medida adoptada.

Los sistemas mds utilizados son los dos primeros.

Sistema sexagesimal
Unidad de medida: la unidad de medida es el grado se-
xagesimal (1°).

Se define como grado sexagesimal al valor del 4n-
gulo que se obtiene como las
360avas partes del dngulo de-
terminado por rotacién com-
pleta con signo + (Figura A.23).

\J

,_rotacién completa
360

rotacion completa

1 rotacién completa

360 Figura A.23

Unidades menores que el grado: (submultiplos de 1°)

Minuto: 1’
Segundo: 17

Se define como minuto sexagesimal (1) al valor del 4n-
gulo que se obtiene mediante las 60avas partes de un
grado sexagesimal (Figura A 24 a).
r-2

60

Se define como segundo sexagesimal (1) al valor del
dngulo que se obtiene mediante los G0avas partes del
minuto o los 3.600avas partes del grado sexagesimal

(Figura A.23 b).

=il v Figura A.24 a y Figura A.24 b
60
A qué se llama 1ol oL
g 60 60
medida de una P P
magnitud? | b | X

Medir significa comparar. Generalmente, se compara
con la unidad de medida.

Esto significa que, por ejemplo, podamos querer de-
terminar la medida de un dngulo, tal como lo presen-
tamos a continuacion.

El valor de uno de los dngulos de uno de los tridngulos
que se forman en la tranquera de un campo es o =45°.
Si queremos hallar la medida de ese dngulo respecto de
la unidad de medida del sistema sexagesimal, decimos
que:

45° — valor del dngulo

Medida & = 1° — valor de la unidad de medida

Medida & = 45

Por lo tanto, la medida es un ntiimero real, en este caso 45.



Sistema radial
Unidad de medida: 1 radidn (rad)

Para definir al radidn se considera la propiedad que es-

tablece que el valor de un arco de circunferencia es
e ~, igual al valor del. dngulo central
que abarca el mismo arco.

Por lo tanto, hacer referencia al

\
b
A valor de un arco es similar a ex-
J

presar el valor del dngulo cen- = ——

S RO
tral que lo subtiende (Figura Imagen A.z.z(‘vur/ta al mundo en la Wasser” |
A.25). Turm. Mannheim. Repiiblica Federal de Alemania
Fi A2 N o
\Figura A.25 valor de ¢ = valor de ab ( Figura A.26 ™
Entonces realizadas estas consideraciones definimos al | Esquema de diferentes po-
i siciones de la Vuelta al
i Mundo
El radidn (rad) es el dngulo plano comprendido entre . gL
dos radios de un circulo que, sobre una circunferencia ‘F{‘ ||
de dicho circulo, interceptan un arco de longitud igual ~\?:/ “\
del radio.( Definicién dada por el Sistema Internacio- Pyt
nal de Unidades — SI). = \'\ [
Consideramos que la siguiente definicién es mds clara =\ |
si la expresamos del siguiente modo: =3
p g 299 N
El radidn es el valor del dngulo central de un circulo subtendido por £
un arco de circunferencia cuya longitud es ignal al radio del circulo. « &
La medida del arco de circunferencia es igual a la medida del dngulo
central que abarca dicho arco. & J
s N
Sabemos que: Cuslles el balocdelrdii ;‘;’3
Longitud de una circunferencia =2nr A (g Reli e TR
do el pasajero estd en la posicién
4 >
Medida del arco total de la circunferencia conside- ™45 ala? P, y/f‘ \ P,
rando el radidn como unidad de medida es: oy 7 ’ b
a posicién mds alta corresponde
2nr L p ! P d
e 2m a un cuarto de circunferencia, o
sea para esa posicion: Prl
Observemos algunos casos: P P 5 Figura A.27 2
AN
valor de 6. ==~ rad y
La vuelta al mundo de un parque de diversiones gira 4 Ps
aleatoriamente; unas .vueltas las daen 631 mismo ser.ltido NG N
de las agujas del reloj y, otras, en sentido contrario. . ﬁ\ .
Referimos la rueda a un sistema de coordenadas carte-  ;Cugl es el valor del 4ngulo cuan- - \u e
sianas ortogonales. El centro de la rueda coincide con  do el carrito que lleva al pasajero
el centro de coordenadas, el eje x estd determinado  |legue a la posicién P, (Figura o
por las posiciones P, — P, y el eje y por las posiciones A 27 a)? P Fieura A27 b p
P, — P; (Figura A.26). . on s =
Nos detenemos en el momento en que la rueda giraen ~ valorde f = B ad r‘,’
el sentido contrario al de las agujas del reloj. La posi- g 2 ¥ o
s ) 3 P, valor de B = r rad ¥
cién donde sube el pasajero estd en la posicién (P)) y
la silla a 70 em del suelo ¢Y cuando llega, nuevamente, a la /—\
, . : o, osicién inicial, o sea a P, (Figura | _P 5 Py
Los dngulos los consideramos a partir de la posicién b B 1 1 (Fig g X 1
A.27 b)?
(Py).
Pl Figura .27 ¢
gua s/ € )
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valor de y = % T rad

3Y cuando gira en forma completa (Figura a.27 ¢)?

valor de ¢ = 27 rad

Cuando se usa el valor de los dngulos en radianes no
se coloca la unidad.

Sistema centesimal
Unidad de medida: la unidad de medida es el grado

centesimal (1°).

¥ ") Se define como grado centesimal al

valor del dngulo que se obtiene

como las 400avas partes del dngulo
16 | determinado por una rotacién com-

Gigura A.28 )

EJ * | pleta con signo + (figura A.28).
_ lrotacién completa

16
400

Unidades menores que el grado centesimal (submuil-

tiplos de)

Minuto centesimal: 1™
Segundo centesimal: 1°

Se define como minuto centesimal (1 M) al valor del 4n-
gulo que se obtiene dividiendo a 1° en 100 partes.

Se define como segundo centesimal (1%) al valor del
dngulo que se obtiene dividiendo a 1™ en 100 partes o
a1 en 1.000 partes.

®Relacién entre los sistemas: conversién de un sis-
tema a otro

El valor de un dngulo determinado por una rotacién
completa en el sentido contrario a las agujas del reloj
lo podemos visualizar en el siguiente cuadro:

& =360° o =2n & =400
Entonces:
360° =2n 360° =400¢
180°=m 180° =200°

90° == i
2 90°=100
L S o 400°
180 360

1°~ 0,0174533 radianes
1 radidn = (180 / &) °
1 radidn ~ 57, 29578 °

( )
En forma gréfica v Y
lo vemos en la fi- / \ '\
gura A.29.
!J X u x
360°-2n 9= -
360°-400° 90°= 1006
¥ y
0 X \i X
Figura A.29
Relacion entre los 3
sistemas de medi- 180°=n 270°= T
cidielaelangulos 180°-2008 270°=3006
J
A4.3.- Las funciones circulares
Para definir las funciones circulares se hace necesario
dar una definicién previa. Definimos a la denominada
circunferencia trigonométrica porque es en ella donde se
definen las funciones circulares.
La circunferencia trigonométrica ( y )
e ”q”e{lﬂ cuyo radio es lﬂ ’f"’d“d 2°Cuadrante 1| 1° Cuadrante
de medida y el centro coincide con p
el origen de coordenadas. (Figura
r r
A30) B WA S N
r|
Observamos que el plano que- | 3 Cuadrante 1| 4° Cuadrante
da dividido en cuatro partes
que llamamos a cada una, cua- Figura A.30
drante; primer cuadrante, se- \__ Circunferencia trigonoméirica)

gundo cuadrante, tercer cua-
drante y cuarto cuadrante.

Las funciones circulares son las siguientes: seno; co-
seno; tangente; cotangente; secante y cosecante

Una forma simple y ficil de visualizar, por ejemplo, la
definicién y la representacién gréfica de la funcién seno
es mediante el siguiente caso:



Al continuar avanzando, la rue-
da realiza media vuelta comple-
ta (0,m); la altura recorre el in-
tervalo [1;0]; o sea decrece de

1 a0 (Figura A.32 b).

~
Figura A.31

Continta el avance de la rueda;
~ da 3/4 de vuelta completa

1({“) ) [0;27/3], el valor de f{z) pasa de
0a—1, o sea recorre el intervalo
) hy [0;—1] (Figura A.32 ¢).

’ i
!\/
I

S)=h

L_¥ [0:1]

La rueda avanza hasta completar
una vuelta [0;27]. La altura f{z)
- pasa de —1 a 0 (Figura A.32 d)

Si el mévil se desplaza con una ve-

locidad de una unidad por se-

gundo; cuando la rueda da una
vuelta completa, el punto # reco-
r1ié 2 radio, que es la longitud

de la circunferencia. Esto significa
que la rueda tarda 27 segundos en
- recorrer una vuelta completa.

La funcién f{z) se denomina fun-
cién seno.

[ ) D) f

S Y& )

1 Y sen x=f(x)
CODOMINIO

0]

VR
N,

Sf(1)-0 S®)--h S(®)--n Figura A.33

r — YD 7 7 7 ~, Generalizando el caso anterior a

1 1 1 1 otras situaciones similares, pode-

/ \ / \ / \ / \ mos dar la siguiente definicién

-1 - 1 . -1 i )1 -1 . 1 -1 . |1 de la funcién seno.

T =5 ] = Para todo nitmero real x, el seno de x, es la
ordenada del punto de interseccion con la
fi (t)F’1 SfW)--h L0l fR)=-m i (t);u Figura circunferencia trigonométrica del lado final

A32d ) del dngulo x expresado éste en radianes.

Supongamos que marcamos un punto 4 en la rueda
delantera izquierda de un automovil.

Tomamos la altura de la marca sobre el centro de la

rueda f{#) (Figura A.31)

Cuando la rueda recorre un cuarto de vuelta, el punto 2
describe un arco de circunferencia (0,7/2), y la altura fz)
el intervalo [0;1]; es decir crece de 0 a 1(Figura A.32 a).

Para ello, primero definimos el conjunto dominio y el
conjunto codominio. En el caso de la funcién seno el
conjunto dominio o conjunto de partida es el conjunto
de los ntimeros reales R que corresponden a la medida
de los dngulos. El conjunto codominio también es el
conjunto R (reales).

Representamos a la funcién f{x)=sen(x) en diagrama car-

[ |
[ |
301
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tesiano ortogonal (Figura A.34).

Figura A.34
La funcién seno en el

periodo [— 47 + 47]

Anhon

UWVV

En el eje x representamos a los R (ntimeros reales) que se
corresponden con las medidas de los dngulos en radianes;
enel gjey, alos R que representan a los valores de las or-
denadas de los puntos de interseccién de la circunferencia
trigonométrica con el lado final del dngulo.

QFunciones coseno

Representamos a la funcién f{x)=cos(x) en diagrama
cartesiano ortogonal (Figura A.35)

En el eje x representamos a los R que se corresponden
con las medidas de los 4ngulos en radianes; en el ¢je y,
alos R que representan a los valores de las abscisas de
los puntos de interseccién de la circunferencia trigo-

y

nométrica con el lado final del dngulo.
f(x)=cos x Figura A.35
La funcién coseno en el

A y A / periodo [- 470 ; + 471]

4n\72n\y UWWWMX
-1

¢Dominio e imagen de las funciones seno y coseno

Si observamos las figuras anteriores (A.34 y A.35) po-
demos definir el conjunto dominio y el conjunto ima-
gen de las funciones seno y coseno.

El conjunto dominio, tanto de la funcién seno como
del coseno es el conjunto de los niimeros reales R y el
conjunto imagen es el conjunto de los nimeros reales
mayores o iguales que —1 y menores o iguales que +1.

Definimos por comprensién los conjuntos dominio e
imagen de ambas funciones.

En simbolos

Dom.= {X € R} conjunto dominio
Imagen = {y eR/-1<y<+1 } o bien expresado
como intervalo

Imagen= [-1; +1]

#Propiedades de las funciones seno y coseno

Observamos en la grafica de la funcién seno que, para
los ntimeros reales: x y x + 27 pertenecientes al con-
junto dominio, el valor de la imagen es el mismo.

En simbolos:

sen x = sen (x + 2.7)
[dem para el coseno

cosx=cos (x+2 )

Podemos generalizar esta observacién a cualquier na-
mero entero n de 27:

sen x = sen (x + 2n7)
cos x = cos (x + 2nm)

Decimos, entonces que las funciones seno y coseno son
funciones periddicas.

Funcidn periddica
Una funcién no constante f es periddica para todo x del dominio
de f; si existe un niimero positivo p, tal que:

f ) = f(x+p), x€ Dom.f
El'menor valor positivo de p es el periodo de la funcién f

El periodo de las funciones seno y coseno es 27

En la circunferencia trigonométrica planteamos las si-
guientes situaciones:

a Consideramos dos valores del conjunto dominio:
+x y — (Figura A.30).
Observamos que:
cos x = cos (—x), Vx € R
sen x=—sen (—x), Vx € R

Esta propiedad expresa que la funcién coseno es una
funcién par y la funcién seno es impar.

* Una funcion g es par, siy | N
sélo si para todo x, perte-
neciente al conjunto do-
minio de g se cumple que
g(x) = g(~x).

* Una funcién g es impar,
si y sélo si para todo x,
perteneciente al conjunto
dominio de g, se cumple Figura A.36
que g(x) = —g(x) \ y.

4 cosx
NETNA X

b Para valores de x y de (/2 —x), se verifica que:
sen x = cos (7/2 —x)
cos x = sen (1/2 —x)



¢ Para valores de x y de (x + ), se verifica que:
cos (x + T) = —cos x
sen (x+ 1) = —sen x

d Para valores de x y de (1 — x), se verifica que:
cos (T — x) = —cos x
sen (T — x) = sen x

e Para valores de x y de (x + 27), se verifica que:
sen x = sen (x + 27) y cos x = cos (x + 27)

#Otras funciones circulares

Funcion tangente

Para todo niimero real
x#+Cn+D)n/2conne N, ,

la tangente de x, es la ordenada del ,1! X

y=tan x

punto de interseccion del lado final
del dngulo x, expresado éste en ra- ~
dianes, con la recta tangente a la

circunferencia trigonométrica en el )
punto de coordenadas (1;0). Figura A.37

Representamos a la funcién f{x)=tan(x) en diagrama
cartesiano ortogonal (Figura A.38).

En el ¢je x representamos a los R que se corresponden
con las medidas de los 4ngulos en radianes; en el eje y, a
los R que representan a los valores de las ordenadas de
los puntos de interseccion de del lado final del dngulo
con la recta tangente a la circunferencia trigonométrica.

( y y=tanx )

I 3n on fn /0 /7 fAn AAn | an

Figura A.38. La funcion tangente en el periodo [— 3m; + 37]
\_ J

Funcién cotangente

Para todo niimero real x # + nmw
conn € N, la cotangente de x, es la
abscisa del punto de interseccion del
lado final del dngulo x, expresado
éste en radianes, con la recta tangente
a ld circ f‘ ia tr é Strica en

el punto de coordenadas (0;1).

Figura A.39

Representamos a la funcién f{x)= cot(x) en diagrama
cartesiano ortogonal (Figura A.39).

En el ¢je x representamos a los R que se corresponden
con las medidas de los dngulos en radianes; en el ¢je y,
a los R que representan a los valores de las abscisas de
los puntos de interseccién de del lado final del 4ngulo
con la recta tangente a la circunferencia trigonométrica
en el punto de coordenadas (0;1).

( v )
y-
A S I T
2 2 2
‘ ‘ Figura A.40. La fun-
i cidn cotangente en el
: periodo [— 7; + 27]
\ _/

#Dominio e imagen de las funciones tangentes y co-
tangentes

El conjunto dominio de la funcién tangente es el con-
junto de los nimeros reales R tal que,

x # + (2n+1)1t/2 con n € N y el conjunto imagen es
el conjunto de los ntimeros reales.

Definimos por comprensién a los conjuntos dominio
e imagen de la funcién tangente.

Dom.= {x € R/ x# * (2n+1)7/2 con n € N} con-
junto dominio

Imagen ={y € R}

El conjunto dominio de la funcién cotangente es el
conjunto de los nimeros reales R tal que, x # n7 con
n € Zy el conjunto imagen es el conjunto de los na-
meros reales.

Definimos por comprensién los conjuntos dominio e
imagen de la funcién cotangente.

Dom.=4{x € R/x#nmconn € N} conjunto domi-
nio

Imagen =4y € R}

El periodo de las funciones tangente y cotangente es 7

Funcién secante ( Y

y _
, . 0a=sec x
Para todo niimero real ] med. 0a

x#1t2n+ w2 conn € N,
la secante de x, es la medida del seg-

mento que tiene por extremos al cen- 9 %
tro de coordenadas y al punto de \J
interseccion del lado final con la tan- =

gente geométrica a la circunferencia

trigonométrica en el punto de coorde- )
nadas (0;1). Figura A.41
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En el eje x representamos a los que se corresponden
con las medidas de los dngulos en radianes; en el eje y,
a los R que representan a los valores de los segmentos
que tienen por extremos al centro de coordenadas y a
los puntos de interseccién de cada lado final de los 4n-
gulos con la recta tangente a la circunferencia trigono-
métrica en el punto de coordenadas (0;1).

( v A
2
1
dnIndnon dndn x T |0 X % 3% 2 9% 9% In dn X
A S S S I S S S
IR Figura A.42
La funcion secante en
) el periodo
' —712)1; (+7/2)7
\_ [(=712)7; (+7/2) ])

Funcién cosecante

Para todo niimero real x #nm conn € Z,
la cosecante de x, es la medida del seg-
mento que tiene por extremos al centro
de coordenadas y al punto de interseccion
del lado final con la tangente geométrica
a la circunferencia trigonomérica en el

punto de coordenadas (1;0)

med. 0a =csc x

Figura A.43

Representamos a la funcién f{x) = csc (x) en diagrama
cartesiano ortogonal (figura A.44).

-

~ En el eje x representa-
mos a los R que se co-
rresponden con las me-

\
. k ) didas de los dngulos en

radianes; en el eje y, a
los R que representan a

los valores de los seg-
mentos que tienen por

—_—
=
.
&

\

Figura A.44. La funcion cosecante en el periodo

extremos al centro de
coordenadas y a los pun-
tos de interseccién de

cada lado final de los

[~ 2m; +2n] ) dngulos con la recta

tan- gente a la circunfe-
rencia trigonométrica en el punto de coordenadas (1;0).

#Dominio e imagen de las funciones secantes y cose-
cantes

El conjunto dominio de la funcién secante es el con-

junto de los nimeros reales R tal que,
x # (2n+1)m/2 con n € N y el conjunto imagen es el
conjunto de los nimeros reales, tal que |y| >1

Definimos por comprensién a los conjuntos dominio
e imagen de la funcién secante.

Dom.={x eR /x#+ (2n+1)m/2 con n € NOF con-
junto dominio

Imagen ={y € R, |y[>1¢

El conjunto dominio de la funcién cosecante es el con-
junto de los nimeros reales R tal que,

x#nm conn € Z,y el conjunto imagen es el conjunto
de los ntimeros reales, tal que |y|>1

Definimos por comprensién a los conjuntos dominio
e imagen de la funcién cosecante.

Dom. =4{x €R / x # n7 con n € Z{ conjunto domi-
nio

Imagen =1y € / R;|y|>1¢

#Relacién entre los valores de sen x; cos x ; tan x y
cot x

l.-tanx = 32X %/ cos x # 0
Cos x

2-tanx=—L1_Vecotx#0
cotx

3-cotx= —L_ Viwanx#0
tan x
4-sen’x+cosPx=1=>senx=I-cos’x
+
= COS X = _/1—sen’x

®Relacidn entre los valores de sen x; cos x5 sec xy
csc x

l.-secx=1/cosx, Vcosx #0
2.-cscx = 1/senx, Vsenx # 0

#Otras propiedades importantes de las funciones cir-
culares

1 Expresiones matemdticas de la suma y diferencia
para las funciones seno y coseno

sen (U+vVv) =senu.cosv+cosu.senv
sen (U —vV) = sen u.cos v—Cos U . sen v

cos (u+Vv) =cosu.cosv—senu.senv
cos(u—v)=cosu.cosv+senu.senv

2 Expresiones matemdticas de la suma y diferencia
para la tangente



tan (u+v) = (tanu+tanv) /(1 —tanu. tan v)
tan(u—v)=(tanu—tanv)/ (1 +tanu. tanv)

Las férmulas de las sumas y diferencias podemos usar-
las para encontrar los valores exactos de las funciones
seno, coseno y tangente de los dngulos o ndmeros que
puedan ser reemplazados por sumas o diferencias de
valores tales como: 1/6; T/4;1/3; 2/3 T;... cuyos valores
se dan en la tabla:

Tabla A.7

3.- Expresiones matemdticas del dngulo doble y del
4ngulo medio

cos 2v = cos* v — sen’ v

sen 2v=2senv.cosv

sen’Y =

1 v
2 2

+
(14 cosv) = sen—== L(l — cos V)

2 42

+
v _ 1 v (1 + cosv)
cos’ 5= = (1+cosv) = cos - =z

tan 2v =2 tan v/(1 — tan® v)
tanz%= (1 =cosv)/(1+cosv)

4.- Expresiones matemdticas del producto y suma
Las siguientes expresiones permiten escribir la suma de
senos y cosenos en productos

sen u+senv =2 sen ((u+v)/2)) cos (u—v)/2))
senu—senv =2 cos ((u+v)/2)) sen ((u—v)/2))

WA _1!!! R L ."
Lol e T

cos u + cos v =2 cos ((u+v)/2)) cos (u—v)/2))
cos u —cos v =—2 sen ((u+v)/2)) sen ((u—v)/2))

Mediante las siguientes férmulas podemos transformar
productos de senos y cosenos en sumas

senu.senv=1/2 [cos (u—v) —cos (u+V)]
cosu.cosv=1/2[cos (u—v)+ cos (u+V)]
senu.cosv=1/2[sen (u+v)+sen (u—v)]
cosu.senv=1/2[sen (u+v) —sen (u—v)]

#Funciones circulares inversas

En un apartado anterior definimos a las funciones in-
versas y expresamos la condicidn necesaria para que
exista una funcién inversa de otra dada.

Observando las graficas de las funciones circulares en
todo su dominio podemos expresar que las mismas no
cumplen la condicién de ser biyectivas; condicién para
que existan funciones inversas.

No obstante, restringiendo, adecuadamente, los domi-
nios podemos asegurar que las funciones circulares tie-
nen inversas.

Las funciones inversas de las funciones circulares se de-
finen como: arco seno, arco coseno, arco tangente, arco
cotangente, arco secante y arco cosecante.

Veamos la restriccion que debemos hacer a cada uno
de los dominios de las funciones circulares.

y
y=arc sen x

y

y=arc cos x

y=arc tan x
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A5.- La trigonometria del tridngulo

Cuando el conjunto dominio de las funciones es el
conjunto de los valores de los dngulos de un tridngulo,
entonces las funciones reciben el nombre de funciones
trigonométricas.

Las funciones trigonométricas de un dn-
gulo agudo de un tridngulo rectdngulo se

definen del siguiente modo:

Hipotenusa Cateto
opuestg
ao

sen (= cateto opuesto / hipotenusa

cos @ = cateto adyacente / hipotenusa

tan ( = cateto opuesto/ cateto adyacente ¢ it adyacente a o 0
csc @ = hipotenusa / cateto opuesto

sec ¢ = hipotenusa / cateto adyacente

cot (= cateto adyacente / cateto opuesto

(Al E—

Figura A.48

En el caso de las funciones trigonométricas de los dn-
gulos agudos de un tridngulo rectdngulo, las seis fun-
ciones trigonométricas se definen como las razones de
las longitudes de los lados del tridngulo.

Nota. Las propiedades que hemos definido para las
funciones circulares las hacemos extensivas a las fun-
ciones trigonométricas.

#Utilizacién de la calculadora para el célculo de los
valores de las funciones trigonométricas, circulares
y sus inversas

Las calculadoras denominadas cientificas permiten calcu-
lar, con aproximaciones, los valores de las funciones trigo-
nométricas, de las funciones circulares y de sus inversas.

Para determinar las funciones circulares se procede de

la siguiente manera:

1 adaptamos la calculadora en el modo que deseamos:
Deg (grados sexagesimales); Rad (radianes); Gra (gra-
dos centesimales);

2 existen teclas con los nombres: sin, cos y tan, que nos
permiten calcular las funciones trigonométricas para
lo cual colocamos el modo Deg o Rad o Gra. Con
las mismas teclas calculamos las funciones circulares,
pero colocando sélo en modo Rad;

3 los valores de las funciones secante, cose-
cante y cotangente los podemos obtener
haciendo:
sec @ = 1/ coseno @; csc P=1/seno ¢ y
ctg @ =1/ tangente @;

4 en algunas calculadoras los valores de las

funciones inversas se calculan del siguiente

modo:

Imagen A.5. Calcu-
ladora cientifica

lo explicamos a través del siguiente ejemplo: si sabemos
que sen @ = 0,5 y queremos calcular el valor de @, en-
tonces escribimos 0,5, oprimimos la tecla INV y luego
sin. Obtenemos el valor de @ en el modo en que esté co-
locada la calculadora. Si estd colocada en Deg, el valor

de @ = 30°; si estd en Rad, el valor de ¢ = 0,5236.

En otras calculadoras que tienen las teclas sin'; cos™;
tan”! debemos usar el modo Rad.

Para ello, en nuestro caso, se oprime primero la tecla
sin y luego se escribe el valor 0,5, obtenemos entonces

el valor 0,5236.
#Casos de resolucidn de tridngulos rectdngulos

De acuerdo con los datos se presentan los siguientes
casos 1,2, 3 y 4.
Se conocen:

1.-hipotenusa y un dngulo,

2.-un 4dngulo y el lado opuesto,

3.-dos lados,

4.-un dngulo y el lado adyacente.

AG.- Resolvemos los siguientes problemas de aplica-
cion
Problema 1.1

En una escuela proyectamos la construccién de una
rampa

Enunciado
Se proyecta remodelar el edificio de una escuela de la
Ciudad Auténoma de Buenos Aires.

Entre las decisiones que se toman se destaca la cons-
truccién de elementos de acceso para personas con di-
ficultades motrices. Por eso se proyecta colocar un
ascensor y una rampa en un sector donde existe un des-
nivel de 1,50 m.

Se analizan las diferentes posibilidades segtin el valor
del dngulo de inclinacién.

:Con cudl de los dngulos posibles, el recorrido es
menor? ;Cudl es la longitud del recorrido menor? vy,
scudl es la longitud de su proyeccién horizontal en cada
caso?

El d4ngulo de inclinacién de las rampas para peatones
oscila entre 6° y 24°. De acuerdo al valor del dngulo
las rampas se clasifican en:

1 rampas llanas: @ <6°
2 rampas lisas: 6" <a <10°

3 rampas inclinadas: 10° < o <24°

2 Neufert. Arte de Proyectar en Arquitectura-Pég. 125.



Primer caso:

rampa llana y z

(Figura A.49 a) . 3

Determinacién X

del recorrido Figura A.49 a

a<6

sen 6 = 150 m =>y= 150 n;1 - 150m = y=1442m

y sen 6 0,104

Determinacién de su proyeccién horizontal

tg 6" = 150 m x= 150 r:l x= 150 m =x=1428m
g 6 0,105

Segundo caso: rampa lisa y o

(Figura A.49 b) = =

Determinacién del reco- X
Figura A.49 b

rrido
a =10°
1,50 1,50 1,50
sen 100 = 2 mzy: 2 m:y: > m3y28,82m
y sen 10° 017
Determinacién de su proyeccién horizontal
1,50 1,50 >
gloo=20m _  150m _  150m _ o ga3
x tg 100 0,18

Tercer caso: rampa inclinada
(Figura A.49 ¢

Determinacién del recorrido

B Figura A.49 ¢
sen24°=1’50m:>y=150m:> =1’50m2y=3,66m

y sen 24° 041
Determinacién de su proyeccién horizontal

15 L >

gio= 20 _10m . 10m_ 333m

X tg 24° 045
Resultado

La rampa que permite un desarrollo en horizontal y
con menor recorrido es la rampa inclinada.

No obstante, se debe considerar que resulta conve-
niente para subir una silla de ruedas, la de menor 4n-
gulo de inclinacion.

Debemos buscar un equilibrio entre las posibilidades que
nos dan el espacio fisico y la comodidad del transetnte.

Problema 1.2
Proyectamos la construccién de rampas en un edificio
de vivienda multifamiliar

Enunciado
En un edificio de catorce plantas se proyecta destinar
las dos primeras plantas para cocheras con una tnica

entrada de subida y bajada en el sector derecho de la
fachada de frente. En el sector izquierdo se disefia un
entrepiso y en el subsuelo también, para cocheras.
Las cocheras ubicadas entre el primer y segundo piso
se construyen en cuatro niveles; mientras que, en el
subsuelo, se destina sélo un entrepiso.

Cada una de las rampas con entrada en el sector dere-
cho del edificio debe salvar una altura de 1,50 m. Por
otra parte, por razones de espacio, se requiere que el
desarrollo de dichas rampas, en la proyeccion horizon-
tal oscile entre 8 m y 12 m y que cada una tenga la
menor pendiente posible. En cuanto a la rampa del
sector izquierdo, la misma debe tener una altura de
1,20 m y el recorrido debe ser de 10 m.

1) ¢Cudl es el dngulo de inclinacién y la longitud del re-
corrido de cada una de las rampas del sector derecho?

2) ;Cudles son los dngulos de inclinacién con la horizon-
tal y con la vertical y, cudl es la longitud de la proyec-
ci6n horizontal de la rampa que va al subsuelo?

Desarrollo

1.- Rampas de subida y bajada [Imagen A.6 a. Edificio mu/tiﬁzmiliz;r

en el sector derecho con dos eniracas a cocheras

a) Cdlculo del d4ngulo de inclina-
cién

Caso 1 (Figura 1.46 a)

x= 8m

tgazl’zﬂztgo{ =0,19=d =10,75°
m

Caso 2
x=12m
o= 1,50 7z =a=0I125=6=7,12°

m

Como existe una limitacién que indica la menor
pendiente posible, entonces consideramos la rampa
de 12 m de longitud en su proyeccién horizontal.

b) Célculo de la longitud del recorrido
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hImagen A6c
Rampa de bajada

Imagen A.6 b
. Rampa de subida para automéviles

para automéviles

Aplicamos el teorema de Pitdgoras

9= (1,50 m) + (12 m)? = y?=2,25 m?+ 144 m?
y?=146,25 m? = y=12,09 m

2) Rampa que va al subsuelo (Figura A.50)

a) Célculo de la longitud de la proyeccién horizontal.
Aplicamos el teorema de Pitdgoras.

=+ =) - =K = 10 my—(@1,20 my
x?=100 m*—1,44 m* = x> = 98,56 m"
x =9,93m

b) Célculo del 4ngulo de inclinacién

h 1,20 m
sen oL =—=>sen O, =
¥y 10 m

& = arc sen 0,12=04 = 6,89°

=sen o = 0,12

¢) Cilculo del d4ngulo de inclinacién vertical

1,2
COJB:éifo-fB:ﬂicm'B:O’lz
y 10 m

B = arc cos 0,12:>B = 83,100

Respuesta

a) Eldngulo de inclinacién de cada una de las rampas
del sector derecho es de 7,12°. La longitud del re-
corrido es de 12,09 .

b) La longitud de la proyeccién horizontal x de la
rampa que va al subsuelo es de 9,93 m. El dngulo
de inclinacién & con la horizontal es de 6,89° y

el de inclinacién con la vertical
10m

B =83,10°.

Es comun intentar realizar el
Figura A.50. Esquema de la rampa
que va al subsuelo

1,20m

célculo del valor del dngulo apli-
cando la propiedad de la suma
de los dngulos interiores de un
tridngulo rectingulo:

G +P =900 =P =900 —a

B =90°—6,89° = =83,11°

Esta forma de cdlculo, no es conveniente. ;Por qué?

En este caso se ha utilizado en el cdlculo del valor de B.el valor
de Q. también hallado por calculo, Es evidente que si este valor
estd mal calculado el error se traslada al valor de &y B.
Siempre, de ser posible se deben usar, en un cilculo, sélo los datos.

A5.2.- Resolucién de tridngulos oblicudngulos

El siguiente cuadro muestra los posibles casos que se
nos pueden presentar en la resolucion de tridngulos
oblicudngulos y las expresiones matemdticas que usa-
mos en su resolucion.

[}
« -u 1]
- E
& &h Expresiones matemdticas T g
)] S =
g e
| S 8
%pA4 CBy £ = B = & Teorema 1
sen oL sen 3 seny del
o & seno
a+p+y =180°
A,B,6 C7,p 4 __ B _ C Teorema 1
sen ot sen B seny del 2
Caso ambiguo seno
ABCG&pBY A =B+C-2BCosa 1
eorema
B =A+C°-2ACcos B del
PO coseno
C=A"+B -2ABcos y
A A 42 _ p2 2_
A,Byy C,6,p A°=B"+C-2BCcos a. Teorema 1
B’=A"+C?-2ACcos B del
coseno

C’=A"+B-2ABcos y

Sobre la base de lo indicado en el cuadro anterior re-
solvemos los siguientes problemas.

Problema 1.3
Reforma del techo a dos aguas de una vivienda uni-
familiar

Enunciado

Una vivienda unifamiliar ubicada en la Villa Catedral (Ba-
riloche - Argentina) estd construida con madera y ladrillo.
Tiene un techo a dos aguas con una estructura de madera y
una cubierta de tejas espariolas. Dado que algunos de los
elementos estructurales del techo deben ser cambiados, los
propietarios, la familia Rappes, deciden modificar total-
mente el sistema de cubierta. Para ello, deben conocer algu-
nas dimensiones. Les resulta fécil tomar longitudes, pero
tienen dificultades para medir los éngulos de inclinacion.
Los datos que encuentran son los indicados en la figura A.51.



Para la construccién del
techo necesitan conocer
los dngulos de inclina-

cién y la altura donde
B Figura A.51 colocar la cumbrera.

Desarrollo .

1.- Cdlculo de los d4ngulos de elevacién 6 y B. Como
conocemos tres lados del tridngulo, utilizamos el teo-
rema del coseno (Figura A.51).

a) Ciélculo del 4ngulo o
A =B+C’-2BCcos a

A -B-C’°
cos L =——m—
-2BC
(6m)2—(14m)2—(]0m)2
cos O =
-2x14mx10m
36m° —196m’ - 100 m’
cos O = B
-280m
- 260m°
cos O =7mz:>m: a=0293
-280m

G = arc cos 0,93 = G=21,57°

b) Célculo del 4ngulo .
C*=B*+A4*-2B Acos B

C’-B-A
cos p=——"-—""—
—-2B A
(10 m)z— (14 m)z— (6 m)z
os B =
-2x14mx6m

100 m* - 196 m* - 36 m’
- 168 m?
—132m’

cos B =m:>cos B =0,79

cos B =

B=arc cos 0,79 = fi: 37,80
) Célculode H  ?

Aplicamos el teorema del seno.
H
sen O =E:>H=C><xena

H=10mx sen 2157°
H=10mx037=>H=3"7m
Respuestas

El 4ngulo de inclinacién o =21,57°

Gz

El éngulo de inclinacién p =37,8°
La altura es de 3,7m.

Cuando el techista que realizard el trabajo observa estos
resultados decide, en comin acuerdo con la familia
Rappes, modificar los dngulos de inclinacién.

Consideran que el tridngulo que se forme debe ser isds-
celes, no equildtero y los dngulos de elevacién oscilen
entre los 20° y 30°. Entonces nuevamente deben buscar
algunas dimensiones.

En este caso, necesitan conocer, de las dos posibilida-
des (dngulos de 20° y/o 30°), las dimensiones de los
lados A y C, y tomar de cada uno la dimensién menor.

Desarrollo
Primer caso (Figura A.53)

Célculo de las longitudes de A y C.

Aplicamos el teorema del seno.

A B B . B x sen 30°
sen 30°  sen 120° sen 120°
A= 14mx 05
0,87
A=805m

A=C=C=805m

Segundo caso (Figura A.54)

4 B - Bxsen 20°
sen 20°  sen 140° sen 140°
_14mx 034
064
A=744m

3 En este caso, dado que los datos no son suficientes para calcular el valor de H, entonces s usa un valor previamente calcu-

lado, es decir una incégnita.
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(Figura A.53 \
Respuesta
C A El techista toma la decisién de con-
- 5 siderar la menor pendiente. Las di-
@ B “| mensiones son:
14 =
L m ) A=7,44 m
- N C=7,44 m
Figura A.54 .

L —a2>~_ A
B 20 : 0 .
\_ 14m )
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AG.-Sistemas de ecuaciones de primer grado con dos
incégnitas o variables

#Sistemas de ecuaciones de primer grado con dos in-
cégnitas o variables

En la resolucién de problemas de la Estdtica se nos pre-
senta, en algunos casos, la necesidad de resolver siste-
mas de ecuaciones, especificamente, sistemas de dos
ecuaciones de primer grado con dos incognitas.
Existen diversos métodos que nos posibilitan la resolucién
de dichos sistemas. Ellos son: sustitucién, igualacion,
sumas y restas o de eliminacion y determinantes.

La resolucién de un sistema de ecuaciones con dos in-
cognitas (x,y) implica encontrar el par ordenado (a,b)
que satisface a cada ecuacién cuando se sustituyen a x
y ay por ay b, respectivamente.

Geométricamente, signiﬁca encontrar las coordenadas
de los puntos de interseccién entre las rectas que re-
presentan las respectivas ecuaciones.

Por ejemplo, un sistema de ecuaciones con dos incdg-
nitas es el siguiente:

3x+4 2y
5x+0,5=-y

De los métodos enunciados, nosotros sélo desarrolla-
mos el denominado método de determinantes, porque
consideramos que es el mds apropiado para la resolu-
cién de los problemas de la Estdtica.

@ Método de determinantes

Este método, para resolver sistemas de ecuaciones con dos
incdgnitas, se basa en la aplicacién de los determinantes.
Para definir qué es un determi- {jna matriz es un
nante, debemos conocer el con- arreglo rectangular

cepto de matriz. o cuadro de nime-

ros
En simbolos

X171 %12 X370 X1, | —> filas

=

xml me xmj xmn

columna

Una matriz que tiene igual nimero de filas que de co-
lumnas, se denomina matriz cuadrada. Si la matriz
tiene dos filas y dos columnas es de segundo orden.
Para cada matriz cuadrada podemos asociar un nad-
mero, al que llamamos determinante.

#Determinante de una matriz de segundo orden

Dada la matriz cuadrada de segundo orden

‘x‘: xl[ XIZ
Xo1 X2z
el determinante = [, 52
de la matriz X es: P
lxl= %, %, = %, X,
Ejemplo ]
3 4| ©Sunamatriz cua-
1A= R drada de segundo
orden
3. 4
1A= 5¥%4] determinante de A
A= 3.6-4.5
A= -2

El valor del determinante de la matriz A es - 2

El determinante de una matriz A es un niimero que se ob-
tiene como la resta de los productos de los elementos que
se encuentran en la misma diagonal.

#Cilculo de las soluciones de un sistema de ecuacio-
nes con dos incégnitas

Dado el siguiente sistema de ecuaciones

ax +by=c
mx + ny = d

Las soluciones se obtienen asi:

¢ b
d -
xzin = x:MQan—bmio
a an—bm
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Epilogo

A través del desarrollo de distintas temdticas, en cinco capitulos
y un {tpe’ndice, hemos concluido este libro que titulamos: “LA
ESTATICA EN LA VIDA COTIDIANA’.

Diferentes fueron nuestros propdsitos, pero el principal fue el de
favorecer en los estudiantes el logro de la capacidad para discuti,
analizar y aplicar los principios de la estdtica en situaciones pro-
blemdticas, problemas y ejercicios que se presentan en la vida, desde
und mirada con rigurosidad cientffica, pero a través de una forma
amigable, de modo que el lector pueda meterse en el libro como si
Sfsera él uno de sus protagonistas.

En el prefacio del capitulo 1 (uno) hemos dejado una pregunta que,
suponiamos todo lector se haria al empezar la lectura del mismo:
sQué es lu estatica? No la respondimos en ninguno de los capitulos
restantes, por cuanto entendimos que podria el lector encontrar la
respuesta después de haberse imbuido de todas las tematicas que se
desarrollan a lo largo de los capitulos 1 (uno) a 5 (cinco).

Y, ya ha llegado el momento de compartir juntos la respuesta a
dicha pregunta.

La estdtica es la parte de la fisica que se encarga de estudiar las
condiciones que rigen el equilibrio de los cuerpos sélidos. Se
parte del supuesto que los cuerpos son indeformables y rigidos,
aungque en la naturaleza esta situacion no se da, ya que todos
los cuerpos se deforman por accion de las fuerzas que actian
sobre los mismos. Pero en el caso de las estructuras construidas
por el hombre, si estin correctamente diseiiadas y dimensiona-
das, las deformaciones son pequeiias y pueden no afectar a las
mismas.

Considerar que, un cuerpo no se deforma implica aceptar la hi-
potesis que establece la invariancia de las distancias entre dos
puntos de un cuerpo, cuando éste se encuentra sometido a la ac-
cidn de fuerzas.

Las fuerzas constituyen el corazén de la estdtica, por ello desde
el capitulo 1 (uno) al 5 (cinco), siempre hemos trabajado con
ellas. Y, si bien en el capitulo 3 (tres), al tratar el tema de la
geometria de las superficies (secciones de los cuerpos), pareciera
que salimos de la secuencia ligica que comenzamos en el capi-
tulo 1 (uno), no es ast.

Una de las categorias de fuerzas que aparece intrinsecamente en
todos los cuerpos y, que en muchos casos nosotros, los seres humanos
la padecemos, es la fuerza de gravedad, la denominada fuerza
peso. ¥, la fuerza peso tiene su punto de aplicacion en el denomi-
nado centro de gravedad ylo baricentro. La determinacion de
dicho punto correspondiente a secciones usuales en las estructuras
de los cuerpos constituye un apartado del capirulo 3 (1res).
Asimismo, otros conceptos acompaiian al centro de gravedad, se
trata del momento estdtico; del momento de inercia respecto de
un eje, del radio de giro y del momento resistente, propiedades

éstas de las secciones y, que resultan imprescindibles al momento
de tener que dimensionar un elemento estructural.

En los capitulos 4 (cuatro) y 5 (cinco) hemos analizado los prin-
cipios de la estditica aplicados en la naturaleza, especificamente
en los drboles y, en el mundo artificial creado por el hombre y,
de &l en el hdbitat, tan importante para nuestra vida cotidiana.
Dado que, todos los capitulos estdn atravesados por conceptos y
operaciones matemdticas, hemos destinado el apéndice para pre-
sentar aquellos conocimientos matemdticos que se aplican en la
resolucién de problemas y ejercicios espectficos de lu estdtica.
Durante el desarrollo de la totalidad de los capitulos incorpo-
ramos una gran cantidad de problemas y ejercicios con las solu-
ciones desarrolladas, dado que consideramos una excelente
forma de aprendizage, y como una forma de discutir, analizar
y aplicar determinados conocimientos.

De la mano de Coni y de su amigo Gastén, fuimos de lo mds
simple a lo mds complejo, ampliando y profundizando, en una
secuencia logica, los diferentes saberes inherentes a esta parte de
la fisica: la estdtica.

Para finalizar dejamos una serie de problemas y ejercicios para
pensar y resolver que, si bien el lector encontrd su resolucion al
final del libro, creemos que es una buena oportunidad para
medir cudnto se ha aprendido. Por ello, siempre recomendamos
la resolucion individual por parte de cada lector, antes de con-
sultar la resolucién dada por nosotros.

Asimismo, al comienzo del capitulo 1 (uno) presentamos una
situacidon problemdtica que interrelaciona los conceptos vertidos
en todos los capitulos y, que por ser situacion problemdtica, no
existe una solucién dada por nosotros. Pero que ustedes pueden
compartir con sus companeros y colegas.

Hemos recorrido juntos cinco capitulos y un apéndice. Este re-
corrido lo hicimos, mostrando cémo en nuestra vida diaria todos
los conceptos, propiedades y principios de lu estdtica estin pre-
sentes en forma permanente.

En lo mds cercano a nosotros; en nuestro cuerpo, no sélo nos acom-
paian, sino que los sentimos  en miichos casos fuertemente.

;Qué nos pasa cuando adelgazamos, o cuando engordamos? Cam-
bia nuestro peso, y con ¢l nuestro centro de graveduad, nuestra forma
de caminar, nuestra postura,...nuestro equilibrio.

El equilibrio, en el mundo en el cual vivimos, constituye una
condicidn fundamental para los objetos naturales y para los ar-
tificiales creados por el hombre. Y, cuando hablamos de equili-
brio nos estamos refiriendo al equilibrio de todas las fuerzas que
sobre ellos actiian, razén de ser de la estdtica.

Esta es la ESTATICA, presente en nuestra vida. N

3N
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"La Estatica en la vida cotidiana”
s...y para qué nos sirve saber...?

Esta pregunta es comun escucharla en las aulas, a los
alumnos de la escuela secundaria. El porqué de ella lo
podemos encontrar en la forma de ensefianza. Si los
saberes cientificos se ensefan sin establecer un vinculo
con hechos concretos, seguramente la pregunta estard
siempre presente en los estudiantes.

“La Estdtica en la vida cotidiana” es un libro pensado
para que el lector, desde sus primeras paginas encuentre
una respuesta a la pregunta: ;...y para qué nos sirve la
Estdtica?

Los principios y las leyes de la Estdtica estdn presentes en
el Universo donde vivimos. Por este motivo el desarrollo
de cada uno de los cinco capitulos que integran este libro
estd asociado a hechos de la vida cotidiana.

Partimos del planteo de una situacién problemdtica, que el
lector podrd ir resolviendo, a medida que avance en la lectura
comprensiva de los diferentes contenidos. Numerosos
ejercicios y problemas permiten vincular los conocimientos
tedricos con situaciones reales de nuestra vida.

Desde lo ficil a lo dificil, desde lo simple a lo complejo,
en un recorrido cada vez mds amplio y profundo a su
vez, es la estrategia que hemos utilizado en la explicacién
de las diferentes temdticas que se abordan.

De la mano de dos personajes: Coni y Gastén, quienes
representan el esfuerzo, la inteligencia y la voluntad, el
lector podra transitar por los conceptos, principios, leyes,
definiciones, etc. de la Estdtica, siempre vinculados a
situaciones concretas.

Mediante un lenguaje amigable, ya sea de la Estdtica
como de la Matemdtica asociada, y sin perder el
formalismo, ni el rigor cientifico correspondiente, se
desarrolla la totalidad de los capitulos.

Esperamos que el lector, al término de la lectura de este libro,

haya comprendido los saberes fundamentales de la Estdtica y esté motivado para profundizar
aquellos que despertaron su interés y también pueda responder la pregunta inicial:

;... y para qué sirve estudiar Estdtica?

DESEAMOS QUE EL PLACER QUE SENTIMOS CUANDO ESCRIBIMOS
ESTE LIBRO LO SIENTAS TAMBIEN CUANDO RECORRAS SUS PAGINAS.
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