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Prélogo

Este libro estd pensado principalmente para estudiantes de la escuela secundaria y docen-
tes. A lo largo del libro se ve el producto de siglos de avances en la matematica. Algunos
de estos avances son pequefios, mientras que otros son importantes y revolucionarios.
Es imposible entender el contenido del libro sin dedicarle tiempo. La comprensién en
matemdtica es usualmente producto de la ejercitacién y del trabajo, trabajo que se hace
con la cabeza, con el ldpiz y el papel.

Presentamos conjuntos de nimeros, destindndole un capitulo a cada uno de ellos. El
libro estd organizado de la siguiente manera: primero, un capitulo donde se presentan
algunas de las herramientas bésicas que se utilizardn a medida que avanza el texto. A
continuacion, seis capitulos sobre los conjuntos de niimeros naturales, enteros, enteros
modulares, racionales, reales y complejos, respectivamente. Las construcciones se hacen
formalmente, pero incluimos numerosos ejemplos, aplicaciones y ejercicios para facilitar
la comprensién del material (las resoluciones estdn en el capitulo 7 y recomendamos al
lector que no consulte la resolucién de un ejercicio sin tratar de resolverlo previamen-
te). El orden seguido no es el histérico, sino el que permite “avanzar sin sobresaltos”.
Usualmente, hay una concepcién errénea sobre la matemadtica, que dice que los con-
ceptos matemadticos son inmutables e independientes de acontecimientos culturales o
histéricos. Nada miés lejos de la realidad. Los distintos conjuntos de ntimeros se fueron
introduciendo en la medida en que hicieron falta para avanzar. Y muchas veces estos
conceptos, forjados por alguien “adelantado a su época”, o incorporados de otras cultu-
ras, necesitaron de varias generaciones de matemadticos para ser aceptados.

Por ultimo, incluimos un apéndice con algunos de los algoritmos presentados en el
libro, desarrollados en lenguaje Python, para mostrar la interaccién de la matemd-
tica con la computacidn.

En cada capitulo, las proposiciones, teoremas, propiedades, corolarios y lemas estin
numerados de manera correlativa: tienen un primer nimero que indica el capitulo, y un
segundo nimero correlativo que sirve para todos a la vez. Por ejemplo, en el capitulo 2,
presentamos el teorema 2.1, luego el teorema 2.2, y luego la proposicién 2.3 y la pro-
posicién 2.4. Los ejercicios tienen una numeracién similar, también con dos nimeros,
donde el primero es el niimero del capitulo, mientras que el segundo indica el nimero
de ejercicio dentro de ese capitulo.

Los Nimeros




Introducciéon

En el transcurso de la historia, los niimeros surgieron naturalmente para contar (nimeros
cardinales: uno, dos, tres, etcétera) y, a la vez, para ordenar (nimeros ordinales: primero,
segundo, tercero, etcétera). Por este motivo, el primer conjunto de niimeros que aparece es el
de los niimeros naturales. Es razonable comenzar cualquier estudio de los niimeros con ellos,
porque los niimeros naturales estdn en la base de todos los otros conjuntos. Sin embargo, con
el tiempo aparecieron nuevos usos para los nimeros y, con los usos, nuevos niimeros.

Los nimeros naturales se pueden sumar y multiplicar. Y, a veces, se pueden restar. Sin
embargo, no se puede restar a un niimero natural otro mayor, porque el resultado ya no
es un niimero natural. Es asi como, para poder restar, se necesitan el cero y los nimeros
negativos. A la humanidad le tomé siglos aceptar estos nuevos niimeros, pese a que
pasan a tener un sentido muy concreto cuando se los usa, por ejemplo, para expresar
deudas. Hoy en dia, los nimeros negativos son de uso cotidiano. Los naturales dan lugar
asi a los enteros. Con los enteros se puede multiplicar, sumar y restar.

Con los enteros también se pueden hacer divisiones, siempre que se acepte que las divi-
siones pueden tener resto. Dado un nimero natural fijo 7, si se divide un entero cual-
quiera por él, el resto serd un niimero entero entre 0 y 7#-1. En el conjunto de todos los
restos posibles se pueden hacer operaciones, dando lugar a los enteros modulares. Hoy
en dia, muchas de las propiedades de los nimeros enteros se expresan, de manera muy
satisfactoria, usando enteros modulares. Si bien estos conjuntos aparecieron definidos de
manera clara hace poco tiempo (desde una perspectiva histérica), su uso permite enten-
der més cabalmente a los ndmeros enteros, y por ello les dedicamos un capitulo.

Sin embargo, los ndmeros enteros no permiten divisiones si no se estd dispuesto a tener
resto. Si trabajamos en geometria, incluso si se adoptan unidades de medida tales que
las cantidades a medir sean enteras, poco se podra hacer si no se utilizan fracciones, es
decir sin introducir los nimeros racionales. Por ejemplo, el Teorema de Tales habla de
longitudes proporcionales, que inmediatamente dan lugar a las fracciones.

Pero pronto se ve que si se quiere medir distancias, tampoco alcanza con nimeros raciona-
les. Por el Teorema de Pitdgoras, la diagonal de un cuadrado cuyo lado mide 1 metro, mide
V2 metros. Y este ndmero, no es racional. Hacen falta entonces los ndmeros reales.

Y, a veces, tampoco alcanza con los enteros, los racionales o los reales. Por ejemplo, la
ecuacién x? + 1 = 0 no tiene solucién en los ndmeros reales. Los nimeros complejos se
introdujeron, precisamente, para resolver este tipo de ecuaciones, aunque fueron mira-
dos con mucha desconfianza durante tres siglos. Hizo falta que matemadticos de la talla
de Leonhard Euler y Carl Friedrich Gauss los usaran para que la comunidad cientifica
dejara de lado los prejuicios. Hoy en dia, no s6lo se usan para resolver este tipo de ecua-
ciones. Las ecuaciones de James Clerk Maxwell, por ejemplo, que explican los campos
electromagnéticos, precisan de los nimeros complejos.

Introduccién
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Si bien las nociones de niimeros naturales, enteros, racionales o reales eran saber popular en
el siglo XVII, cuando Isaac Newton y Gottfried Leibniz introdujeron el célculo infinitesimal,
las fuertes criticas que recibié esta teorfa, por el obispo George Berkeley en el siglo XVIII,
entre otros, obligaron a sentar bases precisas para todos estos conjuntos numéricos. Esta fue
una empresa de grandes dimensiones: los reales se definieron a partir de los racionales, y es-
tos a partir de los enteros, que a su vez salen de los naturales. ;Y los naturales? La nocién de
namero natural es tan . . . jnatural! . . . que es sumamente dificil definirlos de manera formal
y sin utilizar otros conjuntos anteriores. Fue finalmente Giuseppe Peano quien en 1889 los
introdujo axiomdticamente en su libro Arithmetices principia, nova methodo exposita.

Una vez definidos los naturales, la definicién de los enteros y los racionales es sencilla.
Los reales, en cambio, son materia mucho mds delicada. Hay distintas definiciones po-
sibles de los nimeros reales, con distintos grados de formalidad. Desde “los puntos de
una recta’ hasta las cortaduras de Dedekind (propuestas por Julius Dedekind a comienzos
del siglo XX), pasando por definiciones axiomdticas, o mds implicitas como “ntimeros
con desarrollos decimales infinitos”. Los introducimos como clases de equivalencias de
sucesiones crecientes y acotadas de nimeros racionales. Esta forma de hacerlo, aunque
es técnica y requiere una gran capacidad de abstraccién, permite definir las operaciones
facilmente. Para “suavizar” su introduccién, primero se los presenta de manera algo mds
informal, utilizando la nocién de limite. También se mencionan otras definiciones posi-
bles, entre ellas la de los desarrollos decimales infinitos.

Si se cuenta con los reales, los niimeros complejos se pueden presentar algebraicamente,
como sumas 4 + bi, donde 2 y b son niimeros reales e 7 es una solucién de la ecuacién
x”+ 1= 0. Esta es la forma en que los presenté William Rowan Hamilton en la primera
mitad del siglo XIX, trescientos afos después de que Gerolamo Cardano y Lodovico
Ferrari los utilizaran por primera vez. Y ésta es la forma en que los conocemos hoy.

Los conjuntos de nimeros que se usan hoy en dia no se reducen a los que presentamos
aqui: naturales, enteros, enteros modulares, racionales, reales y complejos. Dependiendo
del problema que se intente resolver, se utilizan muchos otros. Como ejemplo, basta
mencionar a los cuaterniones (introducidos por Hamilton en 1843, que se utilizan para
describir de manera algebraica movimientos del espacio, como rotaciones, traslaciones u
homotecias) y a los surreales (introducidos por John Conway y Donald Knuth en 1974,
que se utilizan en teorfa de juegos). No obstante, estos conjuntos se usan en medida
mucho menor, y los que presentamos bastan para la gran mayoria de las aplicaciones.

Los Nimeros




0. Conjuntos y relaciones

En este capitulo presentamos las nociones elementales que utilizaremos a lo largo del libro.

0 1. Conjuntos

La nocién bdsica con la que vamos a trabajar es la de conjunto. A nuestros fines, un
conjunto es una coleccién de objetos sin orden ni repeticiones. Por ejemplo:

o A ={1,23}

o A ={z ¢.

« £ =(0,0, & &
o A ={1, 0, n}.

4

También hay conjuntos infinitos, como el conjunto de los nzimeros naturales, con el que trabajaremos
en el capitulo 1. Este conjunto se suele llamar N, y es el conjunto {1, 2, 3, 4, 5, .. .}.

Al conjunto que no tiene ningtin elemento lo llamamos conjunto vacio y lo representamos
con el simbolo ().

Una propiedad importante que tienen los conjuntos es que dado un elemento cualquiera
se puede saber si estd en el conjunto o no. Si # estd en el conjunto A decimos que 2
pertenece a A 'y escribimos @ € A. En caso contrario decimos que a no pertenece a A'y
escribimos 2 ¢ A. Por ejemplo, 2 € A, pero2 ¢ A; 17 eNy © ¢ ().

Si A'y B son dos conjuntos, decimos que A estd incluido en B, y escribimos A < B, si
todos los elementos del conjunto A pertenecen al conjunto B. Por ejemplo, ./41 c N,

pero A, ¢ A, porquee g A,.

En los ejemplos anteriores, los conjuntos fueron definidos listando sus elementos. Esta manera
de dar un conjunto se llama definicién por extension. Hay otra forma de hacerlo: por comprension,
que consiste en dar una propiedad que satisfacen sus elementos y sdlo ellos. Por ejemplo: el
conjunto {1, 2} se puede también definir por {x €A : x < 3}, que se lee “los x que pertenecen
a A, tales que x < 37, y define el conjunto de todos los elementos de A, que son menores que
3; es decir, {1, 2}. Por supuesto, este conjunto se podrfa haber definido de otras maneras, como
fx e 1x#3} {x eN:x*+2 = 3, etc. El conjunto {y € A, : y es negro} es el conjunto {#, &},

Operaciones entre conjuntos. Los profesores de gimnasia de la Escuela 314 quieren
armar, para una competencia, un equipo de futbol de jugadores entre 14 y 16 afos, y uno
de bésquet de jugadores entre 15 y 17. Para armar los equipos, la direccién del colegio les
entreg una lista con los alumnos entre 14 y 16 afos, y otra con los alumnos entre 15y 17.

Conjuntos y relaciones
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Para citar a los alumnos a que se prueben, los profesores quieren armar cuatro listas,
formadas por los alumnos que pueden: (1) integrar ambos equipos, (2) integrar alguno de
los equipos, (3) integrar s6lo el equipo de futbol, (4) integrar sélo el equipo de bisquet.

Para resolver problemas como éste, se utilizan ciertas operaciones entre conjuntos.

....................................................................................................................................................................

Dados dos conjuntos A y B, se definen:

o la uniénde Ay B, que es el conjunto formado por los elementos que pertenecen a uno de ellos o
aambos, y se escribe AU B;

o la interseccion de A y B, que es el conjunto formado por los elementos que pertenecen
simultdneamente a Ay a B, y se escribe AN B;

o la diferencia entre Ay B, que es el conjunto formado por los elementos que pertenecen a A pero
noa B, yseescribe A\BoA— B.

.....................................................................................................................................................................

Dos conjuntos se dicen disjuntos si su interseccién es el conjunto vacio. Se dice que
un conjunto A es la unién disjunta de dos conjuntos By C'si es la unién de ellos
(A=BU () yademds By Cson disjuntos. Un conjunto es la unién disjunta de varios si
es la unién de ellos y los conjuntos son disjuntos dos a dos. Por ejemplo: {1,2,3,4,5,6} es
la unién disjunta de {1,4}, {2,3,6} y {5}, pero no es la unién disjunta de {1,4}, {1,2,3,6}
y 13,5}, pues por ejemplo {1,4} N {1,2,3,6} = {1} y por lo tanto no son disjuntos.

Ejercicio 1. Siguiendo con el ejemplo anterior, si llamamos A al conjunto de alumnos
entre 14 y 16 anos y BB al conjunto de alumnos entre 15 y 17, describir las listas (1), (2),
(3) y (4) en términos de operaciones entre A y 3.

Producto cartesiano. Lorena ird al cine con un amigo. Quiere elegir qué ropa ponerse
entre tres pantalones (un jean azul, un jean gris y un pantalén blanco), cuatro remeras
(dos musculosas, una blanca y una negra, y dos remeras de manga corta, una rosa y la
otra celeste) y dos pares de calzado (unas sandalias y unos zapatos). Para esto, invita a sus
amigas y les muestra cémo le quedan todas las combinaciones posibles. La nocién que
necesitamos introducir en este caso es la de producto cartesiano.

Si Ay B son conjuntos, definimos el producto cartesiano de Ay B como el conjunto formado por los pares
ordenados (2, &) donde 4 pertenece a Ay & pertenece a B. Escribimos este conjunto como A x B.

.....................................................................................................................................................................

XA =L ), (1L o), 2,7, (2,0, 3, 7, 3, o).
2 , =1z 7), (7, ), (e, 7), (e e)}.
{O,0, &, &} x {A,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, ],QK} representa la baraja francesa.

De manera similar se define el producto cartesiano de varios conjuntos. Por ejemplo,
{a, b, x {1, 2} x{o, B} ={(a L, o), (6 1, ), (¢ 1, @), (& 2, 0), (b 2, a), ( 2, o),
@ 1,B), (6 1,B), (¢ 1B, (a2, B), (62, B), (c 2, P)}-

— 12 Los Nimeros




Si definimos los conjuntos =10, 1,2, ...,22,23}, M=1{0,1,2,...,58,59 y S=M,
la hora del dia se puede representar por un elemento del conjunto AxMxS.

EjErcicio 2. Escribir el conjunto de combinaciones de ropa para Lorena como producto
cartesiano de conjuntos y dar este conjunto por extension.

0 2. Relaciones

Los profesores de gimnasia de la Escuela 314 van a probar a los alumnos para el equipo de
fatbol. Los alumnos se pueden anotar para probarse como arquero, defensor, mediocampista
o delantero (se pueden anotar en mds de un puesto). Los profesores comenzaron a usar la
palabra versdtil para referirse a los alumnos: dicen que un alumno es mas versétil que otro si el
primero se anotd en todos los puestos en los que se anot§ el segundo y por lo menos uno mds.
Por ejemplo, si Pablo se anoté como arquero y delantero, y Andrés se anoté como arquero,
mediocampista y delantero, Andrés es mds versdtil que Pablo. La manera de formalizar esta
situacion, en matematica, es utilizando el concepto de relacidn en un conjunto.

0006000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000600000000000060006000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s000s0scssssssssss

Si Ay B son conjuntos, una relacién de A en B es un subconjunto del conjunto A X B.

....................................................................................................................................................................

Si R es una relacién de A en B, dados 2 € Ay b €B decimos que a estd relacionado
con by escribimos aR b si el par (a, b)) €R. Siel par (@, b) ¢ R decimos que a no estd
relacionado con by escribimos a Rb. Por ejemplo, R = {(1, 7), (1, ¢), (2, 9} A, X A,
es una relacién de A, en A,. En este caso, 1 estd relacionado con 7z y con e, pero 3 no
estd relacionado con ningtin elemento de A..

Relaciones en un conjunto. Si R < A x A decimos que R es una relacién en A. Por
ejemplo, R = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)} es una relacién en A . Observemos que esta relacién
puede definirse también como R = {(2,, 2) € A XA, : 4, <a}.

Dado un conjunto A y una relacién R en A decimos que:

R es reflexiva si el par (a, @) €R para todo 2 € A.

R es simétrica si para todo par (4, b) € R vale que el par (4, 2) €R.

R es transitiva si para todos los pares (2, b)) €R, (b, ¢) €R vale que (4, ¢) €R.

R es antisimétrica si para todo par de elementos (2, b)) e Acona#b,si (a4, b) € R

entonces (b, 2)¢ R.

Por ejemplo:

LR ={(0,0) (0,9), (V,0), (V. 4), (M,Q), (V. ), (h,0), (h,h), (M)} en A..
Aunque $RE, R no es reflexiva porque por ejemplo OR V. Esta relacién es simétrica
porque para cada par de elementos que pertenece a R, el par con los elementos en
orden inverso también pertenece a R (convencerse). Esta relacién no es transitiva

porque HRO, ORM pero HGRM.
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Observemos que para afirmar que una relacidn es transitiva es necesario considerar
todas las posibilidades (en este ejemplo, si bien VR M, &R& y VR, la relacion no
es transitiva). Esta relacién no es antisimétrica porque (,V) € Ry (©V,{) eR.

2. La relacién “ser mds versdtil que”, ideada por los profesores de gimnasia de la Escuela
314, no es reflexiva ni simétrica, pero si es transitiva y antisimétrica.

3. R = {(V,0), (V,0), (0,0), (0,0), (M. 4), (N,h), (%.4), (&)} en A, Esta
relacién es reflexiva, simétrica y transitiva pero no es antisimétrica. Observemos
que R se puede definir por comprensién diciendo que dos elementos de A, estin
relacionados si son del mismo color. Usando esta definicién alternativa es mds fécil
verificar que valen las propiedades.

4.R=1{1,1),(1,2),(1,3),(2,2), (2,3), (3 3)} en A, es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Jeesesecscscsesesesesesscscsessccsesessssnseses sesesesssscssscse sesesesssscscscsesene sesesesssscscscscsene eeceseccsecccscas eecesecececscccscscne secesecccecsces

Las relaciones que son reflexivas, simétricas y transitivas son importantes y tienen un nombre :
especial: se llaman relaciones de equivalencia. Otro tipo de relaciones importante es el de las  :
relaciones de orden, que son las reflexivas, antisimétricas y transitivas. :

eeesesesesesesessssssesesesescsecscscsescssesssecne cesesescseccsccne seseseccsccscscscsene sesesescseccsscse sesesecssscscccscscne seceseccsscscscscsene ceccscccce
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R,

@Q@ 1

\(2)

5

R,

Figura 1. Grificos de relaciones.
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EjEMPLOS

1. Los profesores de gimnasia dicen que un alumno es “tan
versdtil como” otro si ambos se anotaron para probarse en
los mismos puestos. Esta es una relacién de equivalencia.

2. Dos ndmeros naturales estdn relacionados si tienen la
misma paridad (es decir, si son ambos pares o ambos
impares). Esta es otra relacién de equivalencia.

3. La relacién R del ejemplo 4 de la lista anterior es una
relacién de orden.

4. La relacién 2 < b en los niimeros naturales es una
relacién de orden.

Representacién grifica. A veces resulta cémodo
representar una relaciéon R en un conjunto A de

manera grafica. Para esto se ubican los elementos del conjunto A y se dibuja una
flecha que sale de un elemento 2 €A y llega a otro elemento & €A para cada par
de elementos tales que 4R & (si 4Ra queda un “rulito” que sale de # y termina en ).

Por ejemplo, las relaciones

R, = {(0,0), (0,0), (V,0), (V. 4), (4,9), (V. ), (%,0), (&), (d.M)} en A, y
R, ={(11),(1,2), (1 3),(2,2), (2 3), (3, 3)} en A pueden representarse por los grificos

de la Figura 1.
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1 3. Particiones

En un ejemplo anterior, consideramos la relacién R en el conjunto N definida por #R &
si @y b tienen la misma paridad. Esta relacién define dos clases de niimeros naturales: los
nimeros pares y los nimeros impares. A los niimeros pares los podemos caracterizar por la
propiedad de estar relacionados con el nimero 2, mientras que a los impares los podemos
caracterizar por la propiedad de estar relacionados con el niimero 1. Asi tenemos:

N={neN:nR1}U{n € N: nR2}

También podemos definir los nimeros pares como los niimeros naturales relacionados
con el nimero 4 o, mds generalmente, con cualquier nimero natural par 2, 4, 6, ... Lo
importante es que la relacién de equivalencia partié al conjunto de nimeros naturales
como unién disjunta de dos subconjuntos. Ademds, todos los elementos de cada
subconjunto estdn relacionados entre si.

Veamos otro ejemplo de cémo una relacién de equivalencia nos da una particién de
un conjunto. Los docentes de la Escuela 314 deciden programar ciertas actividades
extracurriculares. Para poder asignar a sus alumnos a cada una de estas actividades
precisan saber cudn ocupado estd cada alumno. Para ello, les entregan un formulario a
los alumnos donde deben decir cudntas actividades extras ya realizan por cuenta propia
(por actividad extra consideran deportes, idiomas, musica y cualquier otra actividad que
demande al menos 2 horas semanales). Definen en el conjunto de alumnos una relacién
diciendo que el alumno A4 estd relacionado con el alumno B si ambos realizan el mismo
ndimero de actividades.

Verificar que ésta es una relacién de equivalencia.

Se consideran los subconjuntos 4 = {alumnos que realizan 7 actividades}, paraz =0, 1, 2, ..., 12
(ninguno de los alumnos realiza mds de 12 actividades). Es claro que estos conjuntos son disjuntos
dos a dos (cada alumno desarrolla un tnico nimero de actividades y éste determina en qué
conjunto estd) y la unién de ellos da todo el conjunto de alumnos. Luego, el conjunto de alumnos
se parte como una unién disjunta de los subconjuntos A .

0006000 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 sesesecssscscccscsesesccscces

] Si A es un conjunto y 7R una relacién de equivalencia en el conjunto A, para cada elemento € A definimos su clase de
equivalencia como [4]={6 € A : R b}.

....................................................................................................................................... secssesesesesesesssssscscsnses

Este es un subconjunto del conjunto A.

Por ejemplo, si A = N y la relacion es tener la misma paridad, [1] es el conjunto de los
numeros naturales impares, es decir, [1] = {1, 3, 5, ...}. Las clases de equivalencia [3], [5],
[7], etcétera, también son el conjunto de los nimeros naturales impares. Por otro lado,
[2] es el conjunto de los nimeros naturales pares, y lo mismo ocurre con [4], [6], [8],
etcétera. Asi, N queda partido en dos clases de equivalencia con esta relacion: [1] y [2].
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Veamos el siguiente ejemplo: consideremos en el conjunto

@ @ A={1,2,3,4,5, 6} larelacién de equivalencia R = {(1, 1),
(2,2),(3,3), (4,4),(5,5),(6,6),(1,2),(2,1),(1,3), (3, 1),
(2, 3), (3, 2), (4, 5), (5, 4)}. En la figura 2 se da la
@ relacién graficamente.
) 4

Las clases de equivalencia para esta relacién son:

(1]
Figura 2. Relacion R en A. 4]
[6]

2] =Bl ={1,2,3}
[5] = {4,5}
{6}

Asi, el conjunto A se parte en los subconjuntos:
A={1,2,3}U{4,5} U {6}

donde para cada elemento de A consideramos todos los
que estdn relacionados con ¢él (ver figura 3).

Figura 3. Particion de {1, 2, 3, 4, 5, 6.

En general, si R es una relacién de equivalencia en el
conjunto A, si @ y & son elementos de A, sus clases de
equivalencia son o bien iguales, o bien disjuntas. Es decir que: [4] = [4] o [a] N [6] = 0.
El conjunto A se parte en las clases de equivalencia dadas por la relacion R.

0 4. Funciones

Los profesores de gimnasia de la Escuela 314 definieron un equipo de fitbol titular. A los
convocados les dieron las camisetas del 1 al 11. En términos matemadticos, a cada elemento
del conjunto {1, 2, 3, ..., 10, 11} le asignaron un elemento del conjunto de alumnos.

T R

Si Ay BB son dos conjuntos, una funcién de A en B3 es una relaciénfc A x B que satisface que
para cada 2 € Ahay un tnico & € B, tal que (4, b) € f En este caso, usualmente se escribe /(a) = &.
Si fc A x Bes una funcion, también se escribe /2 A — B.

................................................................................................................................................................... .

EjempLos. Como antes, A, = {1, 2, 3} y A, = {z, .

1. La relacién f'= {(1, #), (2, ¢), (3, &)} es una funcién de A, en A,. En este caso,
f)=7x,f2)=eyf3) =e.

2. La relacién {(1, #), (1, ¢), (2, ¢), (3, )} < A, XA, no es una funcién, porque 1 €4,
estd relacionado con dos elementos de A..

3. La relacién {(1, #), (2, ¢)} < A XA, no es una funcién, porque 3 €A, no estd
relacionado con ningun elemento de A,.

4. La asignacion de las camisetas de fitbol a los alumnos de la Escuela 314 es una funcién.

— 16 | Los Nameros



En general, una funcién no se describe listando todos sus pares, sino dando una regla
que permite obtener f{z) en términos de a.

EjEmrLOS
1. Lafuncion f: A — A, f={(1, 3), (2, 2), (3, 1)} se puede describir por f{a) = 4 - .
2. Lafuncién g: N — N, g(a) = 3a + 1, estd formada por los pares (1, 4), (2, 7), (3, 10), (4, 13), ...

0 5. Operaciones

El equipo de fatbol de la Escuela 314 participa de un campeonato intercolegial. Una vez
que todos los equipos jugaron dos partidos, los organizadores del torneo quieren armar
las estadisticas. Para calcular la cantidad de goles a favor de cada equipo, deben sumar la
cantidad de goles convertidos por el equipo en el primer partido con la de goles convertidos
en el segundo. En este caso, la nocién matemdtica involucrada es la de operacidn.

000.600000000000000000000000000000000000000000000000060000000000000000000060006000000000000600000000000000000000000000000000000000000000000000000000s000s0scssssssssss

Una operacién en un conjunto A es una funcion de Ax A — A. Si x: Ax A— A es una operacion,
usualmente se escribe 2 * & para el valor de * en el par (, b).

....................................................................................................................................................................

EjEmrLoS
1. La suma de ndmeros naturales es una operacién. De hecho, cuando uno escribe por
ejemplo 3 + 5 = 8, estd diciendo que la funcién + le asigna el 8 al par (3, 5).
2. El producto de niimeros naturales es otra operacién.
3. La potencia de niimeros naturales, que al par (a, b) le asigna 4, es otra operacién.

A veces es cémodo dar una operacién mediante una tabla de doble entrada. A la izquierda se
pone el primer elemento de cada par y arriba, el segundo. Por ejemplo, si C = {0, 1, 2, 3, 4},
podemos definir las operaciones o : C X C—Cy-:C x C— C por

°l0 1 2 3 4 —10 1 2 3 4
0{0 0 0 0 O 010 4 3 2 1
110 1 2 3 4 111 0 4 3 2
210 2 41 3 2121 0 4 3
310 3 1 4 2 313 210 4
410 4 3 21 414 3 210

Esto quiere decir, por ejemplo, que 00 1=0,que203=1,que2 - 1=1yquel —2=4.
Si*: A x A— A esuna operacién, decimos que:
1. * es asociativa si a * (b * ¢) = (a * b) * ¢ para todos los a4, b, c en A;

2. % es conmutativa sia * b = b * a para todos los 4, b en A;
3. un elemento ¢ €A es un elemento neutro de * sia* e = ay e * a = a para todo a en A.
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La sumay el producto de niimeros naturales son operaciones conmutativas y asociativas.
El producto tiene un elemento neutro, que es el niimero uno. La suma, en cambio, no lo
tiene, si se considera que el cero no pertenece al conjunto de los naturales. En cambio si
agregamos el cero a los niimeros naturales, éste resulta ser el elemento neutro de la suma.

La potencia de nimeros naturales no es conmutativa porque, por ejemplo: 2° # 32

Tampoco es asociativa porque, por ejemplo:

2 9 £ (2%)?

Ejercicio 3. Explicitar el conjunto A y la operacién utilizada para el cdlculo de goles a

favor planteado al comienzo de esta seccién,

EjERrcICIO 4. Determinar sila operacién © en C definida en la tabla anterior es conmutativa,
asociativa o tiene elemento neutro. Hacer lo mismo para —.

Cuando una operacién * : Ax A — A tiene un elemento neutro ¢, decimos que un elemento
a€Aesuninversode b e Asia* b=eyb*a=e Porejemplo, 1 es el elemento neutro de la
operacién © en C, y el inverso de 2 es 3 para esta operacion. En este caso, 0 no tiene inverso.

1 6. Sucesiones

Todos los dias, Lorena y sus amigas Magali y Natalia se retinen en la casa de una de ellas:
un dia en lo de Lorena, al dia siguiente en lo de Magali, el tercero en lo de Natalia, y al
cuarto dia vuelven a empezar reuniéndose en lo de Lorena. Lorena quiere saber en qué
casa se van a reunir el dia del amigo (el 20 de julio), sabiendo que el dia 1 de julio se

1 Lorena |6 Natalia |11 Magali | 16 Lorena
2 Magali |7 Lorena | 12 Natalia | 17 Magali
3 Natalia |8 Magali |13 Lorena | 18 Natalia
4 Lorena |9 Natalia | 14 Magali |19 Lorena
5 Magali 10 Lorena | 15 Natalia | 20 Magali

reunieron en su casa. Para esto, Lorena escribe:
Es decir, el dia del amigo se reunirdn en la casa de Magali. Matemdticamente, lo que hizo
Lorena es asignarle a cada nimero natural un elemento del conjunto {Lorena, Magali,

Natalia} (en realidad lo hace sélo para los primeros 20 niimeros naturales, aunque podria

extender la definicién a todos ellos).

TR Y YRy sesesesssscscscsesesesscssscscscsecene sesesesesscssscss sesesesesscssscse sesesecssscscscsesene sesesssssscscss

Si X es un conjunto, una sucesiéon de elementos de X es una funci()nf: N— X

.

sesecesesscssscscsessssssesssscscscses seceseccsscscscscsene cesesescseccsccne seseseccsccscscscsene sesesescseccsscse sesesecssscscccscscne seceseccsscscscscsene cecccccnce

En el ejemplo anterior X es el conjunto de Lorena y sus amigas. En el resto del libro las
sucesiones con las que trabajaremos serdn principalmente sucesiones de niimeros, es decir,
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el conjunto X serd un conjunto de nimeros.

Si f: N — Xes una sucesion y n €N, escribiremos « en lugar de f{n). El elemento «,
se denomina el enésimo término de la sucesion. A partir de ahora, escribiremos (2) _ en

lugar de £ Por lo tanto, los valores f{1), A2), ..., An), ... que toma la sucesién fserdn
expresados como 4, a4, ..., @, ...

EjemrLOS
.a=n.

n
ca=1/n.
La=2"

o
.a=nk.

a= (1)

NN =

Es importante notar que en una sucesién dada los términos se pueden repetir. Esto
sucede, por ejemplo, en la sucesién de Lorena. Las sucesiones de los ejemplos tienen la
peculiaridad de que existe una formula cerrada; es decir, hay una ley o formula que dice
cémo calcular 2, solamente en funcién de 7.

Ejercicio 5. Encontrar una férmula cerrada para la sucesién cuyos términos son 1, 2,
L2, 1L,212...
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O 1. Nociones basicas

Los niimeros naturales son, tal como los conocemos, 1, 2, 3, 4, 5, . . . Si bien todos tenemos
esta idea intuitiva, mds adelante, en la seccién 4, daremos una definicién precisa.

Llamamos N al conjunto de los niimeros naturales, es decir:
N={1,2,3,4,5,..}

Estos niimeros se usan a diario para contar. Matemdticamente, contar significa decir
cudntos elementos tiene un conjunto. Por ejemplo, el conjunto {, ©, @, &} tiene 4
elementos. ;Cudntos elementos tiene el conjunto vacio?

Como el conjunto vacio no posee ningln elemento, necesitamos un simbolo nuevo que
represente la cantidad de elementos de este conjunto. Este simbolo es el 0. Llamamos N
al conjunto de los nimeros naturales con el cero, o sea:

No = NU {0}
=1{0,1,2,3,4,5,...}

El conjunto de los nimeros naturales tiene dos operaciones importantes: suma y producto.
Como mencionamos en el capitulo anterior, la suma y el producto de nimeros naturales
son operaciones asociativas y conmutativas. El 1 es el neutro para el producto, y la suma
no tiene elemento neutro en N, pero si en N, el 0.

Ademds, estas dos operaciones estdn relacionadas por la siguiente propiedad: para toda
terna de nimeros naturales 4, 4, ¢, vale que:

a-(b+c) = a-bt+a-c
(a+b)-c = a-c+b-c

Esta propiedad se llama distributiva del producto sobre la suma.

Veamos cémo se pueden usar estas propiedades para calcular el cuadrado de la suma de
dos niimeros naturales:
(a+b)°=(a+b)-(a+b)
=(a+bd)-a+(a+tb)-b
=a-at+b-ata-b+b-b
=a’+a-b+a-b+b’
=d’>+2-a-b+ b
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Esto también puede verse geométricamente como muestra

el dibujo de la figura 1.

Ejercicio 1.1. Encontrar una férmula para (a2 + 6)°.

O 2. Induccién

Lorena y sus amigas se saludan en la puerta de la escuela
con un beso. Un dia, Lorena llega primera y quiere
contar cudntos besos se dan en total todas las amigas
(ella incluida). Cuando llega su primera amiga, Lorena

a b
aa ab a
ab bb | b

Figura 1. El cuadrado de una suma.

la saluda y cuenta un beso. Cuando llega la segunda amiga, saluda a ambas, y Lorena
cuenta dos besos mds; en total, 3 besos. Cuando llega la tercera amiga, saluda a las tres
y Lorena cuenta 3 besos mds. En total, 6 besos. A medida que van llegando, Lorena
descubre que si llegaron 7 amigas, la cantidad de besos es 1 + 2 + 3 + ... + 7. Esto nos
lleva al siguiente problema: ;cudnto da la suma de los primeros 7z nimeros naturales?

A partir de la figura 2 podemos ver que:

n(n+1)

14924... =
+24+---+n 3

Mis adelante, daremos una demostracién distinta de esta
igualdad, que nos servird para ilustrar el principio de induccién.

Consideremos ahora el siguiente problema: ;cudnto es
1+2+2% +...+27 Calculemos los primeros valores:

1 = 1 n=20

142 = 3 n=1

1+2+4 = 7 n=2
1+2+448 = 15 n=3
1+2+4+84+16 = 31 n==4

14243 +445= 52i

v b WN =

Figura 2. La suma de los primeros niimeros naturales.

Aunque a simple vista estos nimeros no parecen conocidos, ;qué pasa si a los resultados
obtenidos les sumamos 1? Obtenemos que las primeras sumas, mds 1, dan 2, 4, 8, 16,
32, que son potencias de 2. Parece ser que la suma 1+2+...+2"= 2"!-1. ;Cémo podemos

convencernos de que esta férmula vale?

Veamos qué pasa para n = 5:

1424448416432 =2-2°—1
N———
25-1 =201

Podemos repetir este razonamiento para 7z =6, 7=7, . ... O sea, si sabemos que vale:

Nameros naturales
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entonces:

1424420 =2onF1 1

1424 42n4ontl =g .9ntl _ g
N———
on+l_q — 2n+2 -1 (1)

Vemos asi que si la férmula es vdlida para un ntimero natural 7, también lo es para el
siguiente nimero natural # + 1. ;Alcanza esto para concluir que la férmula vale para
todos los nimeros naturales?

a respuesta es si. En la préxima seccién vamos a formalizar este tipo de argumentos
L t En | formal te tipo d t
para poder aplicarlos en la demostracién de propiedades sobre los niimeros naturales.

O 3. Principio de induccién

eccoed
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Figura 3. Las fichas dispuestas para ser tiradas.
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Figura 4. Las fichas comienzan a caer.
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Una herramienta muy usada para demostrar afirmaciones
sobre los nimeros naturales es el principio de induccién.
Imaginemos una hilera de fichas de dominé paradas como

en el dibujo de la figura 3.

Las fichas estdn dispuestas de manera que si cae una, tira a
la siguiente. Entonces, podemos hacer que todas se caigan
empujando solo la primera, como en la figura 4. Esta idea
de las fichas cayendo es la base del principio de induccién.

Principio de induccion. Supongamos que tenemos para cada
nimero natural una afirmacion () y queremos ver que todas  :
estas afirmaciones son vélidas. Si se puede demostrar que:

1. P(1) es cierta,
2.si P(n) es cierta,

entonces P(n2+1) también lo es, entonces () vale paratodoz e N.

La parte 2. corresponde a que si una ficha de dominé cae,
entonces tira la siguiente. La parte 1. corresponde a tirar la
primera ficha. El hecho de que todas las fichas caigan es lo
que explica que todas las afirmaciones /() sean ciertas.

Veamos cémo funciona el principio de induccién en un

ejemplo. De hecho, lo que hicimos al calcular la suma de las primeras potencias de 2 en la
seccion anterior fue aplicar, sin mencionarlo, el principio de induccién. Mds precisamente,
para cada # € N afirmamos que 1 + 2 + ... + 2"= 2" - 1. Esta afirmacién es P(n).
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El principio nos dice que basta con verificar:

e P(1):1+2=2%-1,locual es cierto.

e Supongamos que es cierto P(n), es decir que 1 + 2 + ... + 2= 2" - 1.
A partir de aqui debemos demostrar que P(n + 1) es cierto, es decir que
1 +2+ ...+ 2% 2" =27 - 1. Esto es exactamente lo que hicimos en (1).

Apliquemos el principio de induccién al primer ejemplo de la seccidn anterior. En este caso
P(n) es la afirmacién de que la suma de los primeros 7 nimeros naturales es n(n+1) .
2

e P(1):1-= M , lo cual es cierto.

° Supongamos que es cierto P(n), es decir que 1 + 2 + ...

+ 7= n(n+1)

A partir de aqui, debemos demostrar que P(z + 1) es c1erto, es dec1r que

1+2+..+n+(m+l) = MAhora

1+24--+nt+(n+1) =
N’

n(n+1)

2 =(n+1)

Ejercicio 1.2. Probar que para todo nimero natural 7 vale que:

1+22+"'+n7:w

Muchas veces se quiere probar la validez de afirmaciones P(n) para los niimeros naturales a
partir de uno dado. Es decir, imaginemos que queremos probar que A7) es cierta para 7 > M,
donde M es un nimero natural. El principio de induccién se aplica casi igual. La tnica
diferencia es que en lugar de demostrar que /(1) es cierta, demostramos que P(M) es cierta.

EjemprLo. Probemos que la suma de los dngulos
interiores de un 7-dgono es 180°(# - 2). Esta afirmacién
s6lo tiene sentido si 7 > 3. En este caso, M = 3. Para
probar la férmula, debemos comenzar por ver que
P(3) es cierta. Es decir, que la suma de los dngulos
interiores de un tridngulo es 180°(3 - 2) = 180°. Esta
propiedad de los tridngulos es bien conocida y no la
demostraremos aqui. Debemos entonces demostrar
que si la suma de los dngulos interiores de un z-4gono
es 180°(n - 2), entonces la de un (7 + 1)-dgono es
180°(7 + 1 - 2) = 180°(n - 1). Para ver esto, apelamos
a la construccién de la Figura 5. Trazando la diagonal
del dibujo, el (7 + 1)-d4gono se separa en un tridngulo

Nameros naturales

Figura 5. Separacion de un (n + 1)-dgono en
un tridngulo y un n-dgono.
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y un zn-dgono. Observemos que la suma de los dngulos interiores del (7 + 1)-d4gono
es la suma de los dngulos interiores del #-d4gono mds la del tridngulo. El dngulo en el
vértice « del (7 + 1)-d4gono se separa en o, (que es uno de los dngulos del tridngulo)
y o, (que es uno de los dngulos del 7#-dgono). Lo mismo ocurre con el dngulo en b,
que se separa en 3, y B,. Como estamos suponiendo que P(n) es cierta, la suma de los
dngulos interiores del 7-dgono es 180°(% - 2). Por otra parte, la suma de los dngulos
interiores del tridngulo es 180°. Entonces, la suma de los dngulos interiores del
(n + 1)-dgono es 180°(z - 2) + 180° = 180°(n - 2 + 1) = 180°(n - 1).

Veamos otro ejemplo. Queremos probar que para todo 7 > 8 vale la desigualdad
2"2 3n* + 3n + 1. Para esto, probamos primero que vale para 7 = 8:

28 — 256, 3.82+3-8+1=217, entonces 25 >3-82+3-8+1

Ahora, suponiendo que la desigualdad es vilida para 7, la probamos para 7+1. Es decir,
probamos que 2! > 3(z + 1)* + 3(n + 1) + 1. Por un lado:

2"t =2.2"

—ongon
Por otro lado:

3+ 1)2+3n+1)+1=32+6n+3+3n+3+1=37+3n+1+6n+6

Como estamos asumiendo que 2> 37°+3n+1, si probamos que 2" 672+6, para todo 7 = 8,
tendremos que:

2" 22" 53024 3n 4 1 +6n+6=3n+1%+3n+1)+1
Veamos, entonces, que 2" 2 67 + 6 para todo 7 > 8. Nuevamente, esta propiedad la probamos por
induccién. Si 7z =8, nos queda 2® =256y 6 - 8 + 6 = 54, por lo que la propiedad vale. Si asumimos
ahora que vale para 7, es decir, que 2" 2 67 + 6, debemos probar que 2" 2 6(z + 1) + 6. Como
suponemos que 7 2 8, 2" 2% =256 2 6, y entonces 2! =2"+2"26n+ 6+ 6=06(n+1) + 6.

Ejercicio 1.3. Probar que 2”2 7° para todo 7 = 10.

Ejercicio 1.4. Probar que 32 2™ + 7 para todo 7 = 3.

O 4. Axiomas de Peano

A fines del siglo XIX, Giuseppe Peano' dio una definicién axiomdtica de los nimeros
naturales. La clave de la definicién de Peano es la nocién de sucesor: todo niimero natural
tiene un sucesor, que se obtiene sumdndole 1. Para entender los axiomas de Peano,
observemos que el conjunto N cumple las siguientes propiedades:

' Matemético italiano que vivié entre 1858y 1932. Ensefié en la Universidad de Turin y se dedicd a la investigacion de, entre otras
cosas, légica, teorfa de conjuntos y ecuaciones diferenciales.
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1. El 1 es el Gnico niimero natural que no es sucesor de ningtin niimero natural.

2. Siay bson dos nimeros naturales distintos, el sucesor de 4 es distinto del sucesor de 6.

3. Si Kes un subconjunto de N tal que 1 € Ky vale que el sucesor de cualquier elemento
de K también estd en K, entonces K = N.

Peano descubrié que estas propiedades alcanzan para definir a los nimeros naturales,
en el sentido de que cualquier conjunto con una funcién sucesor que satisfaga las 3
propiedades anteriores es “equivalente” al conjunto de nimeros naturales. Formalmente,
se puede dar la siguiente definicién:

6 8000000000000 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s D R R TR Y

: El conjunto de nimeros naturales es un conjunto P con una funcion sucesor S : P — P que satisface
los siguientes 3 axiomas:

1. P tiene un Gnico elemento que no es sucesor de otro elemento de P. Llamamos 1 a este elemento.
2. La funcion Ses inyectiva. O sea, si 2 y & son elementos distintos de P entonces S(z) es distinto de S(5).
3. Si K'es un subconjunto de P tal que 1 € Ky vale que el sucesor de cualquier elemento de X también
i esta en K entonces K =P

....................................................................................................................................... sesscsecesesesssscssssscscses

El axioma 3 es equivalente al principio de induccién. Para verlo, supongamos que
tenemos un subconjunto K de los ndimeros naturales que tiene al 1 y que cumple que si
n € K, su sucesor n+1 € K. Llamemos P(7) a la afirmacién z € K.

Sabemos que P(1) es cierta y que si P(n) es cierta, P(n + 1) también lo es. Luego por el
principio de induccién, P(n) es cierta para todo » € N, o sea n € K para todo » € N.
Luego K = N.

Reciprocamente, supongamos que tenemos una afirmacién P(z) para cada ndmero
natural 7 que cumple que:

e (1) es ciertay,
e si P(n) es cierta, P(n + 1) también lo es.

Llamemos K al subconjunto de nimeros naturales 7 para los que P(n) es cierta.

Luego 1 € K. Por otra parte, si # € K, susucesor z + 1 € K. Con todo esto, por el axioma
3, K'= N. Es decir, P(n) es cierta para todo nimero natural 7.

0O 5. Definiciones recursivas

Muchas veces uno necesita definir una sucesién de manera recursiva. Esto es, definir un elemento
de la sucesién en términos de otros anteriores. Por ejemplo, consideremos la sucesion:

2
ay = 23 Unp41 = Ay, +1
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:Cémo calculamos 4,2 Por definicion:
ag=al+1

Luego, conociendo el valor de a, podemos calcular a,. De la misma manera, usando la
definicién para a,, tenemos que:

az = a3 +1
Repitiendo el proceso para a,:

a2:a§+1

Pero el valor de 4, lo conocemos, lo que nos permite calcular:

a = 2241 = 5§
ag = 5241 = 26
ag = 262+1 = 677

Este tipo de definiciones, en la que el valor de cada término depende del valor de términos
anteriores, se denomina definicion recursiva. Usualmente, para que la definicién esté
bien, es necesario precisar el valor de los primeros términos de la sucesion. La cantidad
de términos necesarios depende de la definicidn recursiva. Si cada término de la sucesion
depende exclusivamente del término anterior, como en el ejemplo, entonces es necesario
definir explicitamente un término (en el ejemplo, definimos #, = 2 de manera explicita).
Si cada término depende de los dos anteriores, serdn necesarios dos términos, etcétera.
Consideremos otro ejemplo:

Ly=2, Ly=1, Lpyo=1Lpt1+ Ly,
Los primeros términos de esta sucesion son:
Ly =2, Ly=1,L3=3, Ly=4, Ly =7, L¢ =11, Ly =18, Lg =29

Como se ve, con la informacién dada se pueden calcular todos los términos de la
sucesion. Esta sucesion se conoce como “nimeros de Lucas™ (ya que fueron introducidos
por Edouard Lucas), y estd intimamente relacionada con la sucesién de Fibonacci, que
veremos en la seccién siguiente. Como la férmula recursiva L , = L =+ L da un
término en funcién de los dos anteriores, son necesarios dos valores exp11c1tos de la
sucesién (L, y L,). De hecho, si cambidsemos el valor de L y L, dejando la férmula

recursiva intacta, los valores de la sucesién cambiarfan. Si por ejemplo pusiésemos:

Ly=1, Ly=5, Ly,=1Ly,+1L,
Tendriamos:

=1, Ly=5 Ly=6, L) =11, LL =17, Ly =28, L, =45, Ly =73

Una sucesién muy usada en matemdtica es el factorial. El factorial de un niimero natural
n se escribe 7! e, informalmente, se define como:
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nl=1-2-3...(n—1)-n

Por ejemplo, 3'=1-2-3=6,y7!'=1-2-3-4.5.6-7=5.040.
La definicién formal de factorial es:

=1, (m+1)!=(n+1)-n!
Entonces, por ejemplo:
4=4.3
=4-3-2!
=4-3-2-1
=4-3.2-1
=2

Puede generar dudas que una definicién recursiva esté bien hecha. El hecho de definir algo
en términos de si mismo no parece muy correcto. Sin embargo, las definiciones recursivas
no sdlo estdn bien, sino que muchas veces son necesarias. Y, ademds, son lo suficientemente
formales como para hacerlas con una computadora. Como ejemplo, veamos dos definiciones
posibles para el cilculo del factorial en lenguaje Python (elegimos el Python porque es muy
sencillo, incluso para quien no lo conoce. De todas maneras, se puede reemplazar por una
gran coleccién de lenguajes que permiten definiciones recursivas).

Una primera posible definicion de factorial es:

def factorial(n):
f=1
for i in range(l,n+1):
f=fri

return f

La Iineaf=1 pone en la variablefel valor 1. Luego, la instruccion: for i in range(1,n+1): ejecuta la linea que sigue
para todos los valores de 7 entre 1y 7. Y la linea que sigue es poner en la variablefel valor que teniafmultiplicado por el
valor de 7.

Esta definicion se parece a la primera que dimos. Dice que el factorial de un namero 7 se calcula recorriendo todos los nimeros
de 1 a 72y multiplicandolos entre si. Vamos a ver otra definicion, que se parece a la definicion recursiva:

def factorial(n):
if n ==
return 1
else:
return n * factorial(n-1)

Aqui se dice que para calcular el factorial, hay dos posibilidades: si el nimero es 1, el factorial vale 1. Si no, el factorial vale 7
multiplicado por el factorial de 72 - 1.

Ejercicio 1.5. (Para el lector que sabe programar). Dar una definicién de los nimeros
de Lucas Ly de la variante L' en un lenguaje que permita definiciones recursivas.
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O 6. Principio de induccién global

Lorena decide participar en un concurso de juegos de ingenio. Llegado su turno, le dan
el siguiente problema: dada la sucesién # definida por:

a1 =2, ax=38, ani2=4(any1—ay,)

calcular el término 2.009 de la sucesién. Lorena calcula los primeros términos:

a); = 2
ag = 8
asz = 24
ay = 64
as = 160
ag = 384

Observa que #, es divisible por 7 para cada uno de los valores de la lista. Ademas, al
dividir a, por n, obtiene:

a1:1-2
as = 2.4
a3:3-8
a4:4-16
as =532
ag — 6-64

Después de observar detenidamente la columna de la derecha, Lorena conjetura que
a=n-2"paratodo n € N, pero antes de contestar quiere estar segura de que su respuesta
es correcta. Para probarlo, Lorena intenta recurrir al principio de induccién, pero se topa
con una dificultad. Si llama P(#) a la afirmacién 2 = 7:2", entonces vale P(1) pero no
puede demostrar que si 2(n) es cierta, entonces P(n+1) es cierta.

Lo que sucede es que la férmula 2, = 4(a , - 2 ) involucra tres términos consecutivos.
Por esto, el conocer un término no permite conocer el siguiente. Es para casos como éste
que hace falta el principio de induccion global.

€10 600000000000 000000000606000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s0000s00s0000s

Principio de Induccién Global. Supongamos que tenemos para cada 7z € N una afirmacion 2(7) y :
queremos ver que todas estas afirmaciones son validas. Si se puede demostrar que: ;

e (1) es cierta,
*si P(k) es cierta paratodo /# < 7, entonces /(72) también lo es,

entonces (7) vale paratodo 7z € N.

000000000000 0000000000000000000000600000000000008006060006000000086060600860008000060000000600000000000000000000000000000000000000000000000000000000s0scscscsnssssose

Veamos como puede utilizar Lorena el principio de induccién global. Probemos que
a=mn- 2" para todo n € N. Primero, verificamos que (1) es cierta: 2, =2 =1 - 2".
Ahora, suponemos que P(k) es cierta para todo 4 < 7. Por la definicién de la sucesion,
a= 4(LG71 -a, ), pero esto vale solo para 7 > 2, ya que a, no estd definido. Tenemos

entonces dos casos: 7 =2y n > 2. Si n = 2, la afirmacién P(2) se verifica simplemente
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observando que 2, =8 =2-2% Ysin >2,comon-1 <nyn-2 < n, nuestra hipétesis
inductiva dice que valen las férmulas paraa | y « , es decir:

an1=Mm-1).-2"71

Entonces: -
ap = 4(an71 - an72) - I
=4((n—-1)-2""1 —(n—-2)-2"7% - I -
=4-2"2((n-1)-2—(n—2))
=22.9" 22— 2 —n+2) Figura 6. Un tablero de 2 < n.
=2"-n.
Ahora si Lorena contesta a, 000 = 22009 5 2.009. .
n=2

Vamos a considerar un nuevo ejemplo, planteado por Fibonacci *.
Tenemos un tablero de 2 X 7, como en el dibujo de la Figura 6.

Queremos llenarlo con fichas de 2 X 1 con una regla: la =3 - -

ficha de la izquierda debe ir de manera vertical, como se l l

muestra en la Figura 6.

Llamamos F a la cantidad de formas de llenar el tablero de
tamafio 7 con esta regla. Si queremos llenar un tablero, a la
derecha hay dos posibilidades: o bien la tltima ficha la ponemos
de manera vertical, o bien ponemos dos fichas de manera
horizontal. En el caso vertical, al agregar esta ficha nos queda por llenar un tablero de tamafio
2 X (n- 1) que debe cumplir la regla. En el caso horizontal, al poner estas dos fichas, nos queda
por llenar un tablero de tamano 2 X (7 - 2) que debe cumplir la regla. En la Figura 7, se ve c6mo
los tableros de tamano 2x4 se forman a partir de los tableros de tamafio 2 X 3y 2 x 2.

Figura 7. Tablerosconn=2,n=3yn=4.

Esto dice que F= F , + F , para todo 7 > 3. Por otra parte, F, = 1y F, = 1. Veamos los
primeros nimeros de esta sucesion:

Fi=1
F=1
Fy=2

Fy=F3+F,=2+1=3
Fs=F,+F;=3+2=5
Fo=F;+F,=5+3=8

yluego sigue con 13, 21, 34, 55, 89, etc. Es practicamente imposible encontrar, a simple
vista, una férmula no recursiva para F . Sin embargo, se puede dar una:

? Fibonacci planted este problema con conejos. Su libro “Liber Abaci” de 1202 dice textualmente: “Cierto hombre tenfa una
pareja de conejos juntos en un lugar cerrado y uno desea saber cuntos son creados a partir de este par en un afio; cuando es su
naturaleza parir otro par en un simple mes, y en el segundo mes, los nacidos parir también”.
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Vamos a probar esta férmula por induccién global. Para 7 = 1, tenemos que:

1 (1+vB\ 1 (1-vE) 1 (1+vE-1+45
V5 2 V5 2 NG 2

1
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Para 7z = 2, tenemos:
1 (1evs) 1 (1-vBY 1 (VB - (- VB
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1 (1+2V5+5) —(1-2V5+5)

Ahora, si 7 > 3, suponemos que vale la férmula para todos los # < 7. Entonces:
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Veamos un nuevo ejemplo de induccién global. Martin y Pablo, alumnos de la Escuela

314, compraron un chocolate que viene dividido en cuadraditos, y lo comen jugando un
juego. El que pierde, va a pagar el préximo chocolate. El juego es asi:

)
) (9
() (e
() (e
() (s
)

1. por turnos, Martin y Pablo cortan el chocolate en dos pedazos por una linea horizontal
o vertical, como en la figura 8;
2. el que hizo el corte, elige el pedazo que quiere y deja el resto;
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3. se van alternando en los cortes, hasta que queda un
solo cuadradito, que ya no se puede cortar;

4. quien se queda con este tltimo cuadradito, pierde el juego
(y paga el chocolate que sigue).

La pregunta entonces es: ;cudl es la mejor estrategia para no
quedarse con el dltimo cuadradito? Pensando en la estrategia
ganadora, Martin observa que si le deja a Pablo un cuadrado
de chocolate de 2 x 2, entonces Pablo va a perder seguro.
Esto es porque con cualquier corte que haga Pablo deja un
rectdngulo de 2 x 1,y en la jugada siguiente Martin lo deja
con el dltimo cuadradito. Luego, observa que si le deja a
Pablo un cuadrado de 3 x 3 también sabe cémo ganarle:
en este caso Pablo puede dejar o bien un rectingulo de
3 X 2 o bien uno de 3 x 1. Si deja uno de 3 x 1, Martin
le deja el dltimo cuadradito y Pablo pierde. Si Pablo deja
unode3 x 2, Martinle dejaunode2 x 2y como en el
caso anterior Pablo pierde. Estudiando estos casos, Martin
se da cuenta de cémo ganar si en algin momento a Pablo
le queda para jugar un chocolate cuadrado de cualquier
tamano: cada vez que Pablo juega, Martin, en su turno, le
deja nuevamente un chocolate cuadrado.

Probemos que Martin estd en lo cierto. Para cada » € N
llamemos () a la afirmacién siguiente: si @ Pablo le toca cortar
un cuadrado de n X n, Martin tiene una estrategia para ganar.

Para 7 = 1, Martin no hace nada y gana. Supongamos que Martin
tiene una estrategia para ganar si a Pablo le toca cortar un chocolate
cuadrado de 4 X £ para cualquier # menor que 7 (éstas son las

chocolate original

chocolate con un corte horizontal

T

dos cortes posibles

|

chocolate con un corte vertical

Figura 8. El chocolate y dos cortes posibles.

afirmaciones P(£) para # < 7). Supongamos ahora que a Pablo le toca un chocolate cuadrado de
n % n. Pablo hace un corte, y le deja a Martin un chocolate rectangular de £ x 7 para algin 4
menor que 7 En su turno Martin corta el chocolate de manera de dejar a Pablo un cuadrado de
k %k (ver Figura 9). Por hipétesis inductiva, a partir de aqui Martin tiene una estrategia para ganar.

Como conclusién, si el chocolate es cuadrado, siguiendo la estrategia de Martin el que
comienza siempre pierde. Si el chocolate no es cuadrado, el que comienza siempre gana.

Ejercicio 1.6. Dada la siguiente sucesién definida recursivamente, conjeturar una

férmula para el término general y probarla:

a; =1, ay =4, Gpy2 = 4y/an+1 + a, paran € N.

Ejercicio 1.7. Consideremos la sucesién definida recursivamente por:

a, =2, as = 3, QApt2 = 20p+1 + ay, paran € N.
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Figura 9. Chocolate con cortes estratégicos.
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Figura 10. Juegan Martin y Pablo.

Probar que « < 3" para todo 7 € N.

Ejercicio 1.8. Martin y Pablo ahora juegan al siguiente
juego: tienen un plato con piedritas. Por turnos, van
sacando 1, 2, 6 3 piedritas. Quien vacia el plato gana.
Por ejemplo, si hay 8 piedritas, Martin saca en su turno 3
y Pablo saca 1, y quedan 4. Ahora Martin saca 2 y Pablo
saca las 2 que quedan. Gana Pablo. (ver figura 10)

¢Es cierto que si Martin empieza jugando con 8 piedritas,
sin importar lo que haga, Pablo siempre tiene una manera
de ganar? ;Qué pasa si empieza con 9 piedritas? Para cada
n € N, decidir quién tiene una estrategia ganadora si Martin
empieza con 7 piedritas, y probarlo por induccién.

O 7. Principio de buena ordenacién

Con el orden usual, los naturales gozan de una propiedad
importante: son bien ordenados.

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s

Un conjunto A conunarelacionde orden<sedice bienordenadositodo @
subconjunto B = A no vacio tiene un primer elemento (aqui “primer” :

elemento significa que es menor que todos los otros elementos de B).

eecscscccseccsen

Si consideramos A como el conjunto de los niimeros enteros
y B el de los enteros pares, entonces B no tiene primer
elemento, porque para cualquier entero par 7 hay un entero
par menor (por ejemplo 7-2). Esto dice que el conjunto de
los niimeros enteros no es bien ordenado. Sin embargo, si
ahora A es el conjunto de los nimeros naturales y Bes el de
los naturales pares, entonces B'si tiene primer elemento: el 2,
porque es el menor de los niimeros naturales pares.

Gracias al principio de induccién global podemos probar el siguiente Teorema.

TeoREMA 1.1. E/ conjunto de los niimeros naturales es bien ordenado.

DEMOSTRACION. Vamos a demostrar que si B Ny B no tiene primer elemento, entonces
B es vacio. Para esto, consideramos (1) como la afirmacién “z ¢ B”, y vamos a probar por
induccién global que P(7) es verdadera para todo 7. La afirmacién (1) es verdadera porque
si no lo fuera, 1 perteneceria a By serfa su primer elemento. Por otra parte, supongamos que
P(k) es cierta para todo £ < 7. Entonces, debemos probar que () también lo es. Como (k)

es cierta para todo 4 < 7, ninguno de los nimeros 1, 2, . ..

, n- 1 pertenecen a B. Si P(n) fuese
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falsa, entonces 7 perteneceria a By serfa su primer elemento. Luego, 7 no puede pertenecer

a By P(n) es verdadera.

En realidad, el principio de buena ordenacién es equivalente al principio de induccién. Es decir,
también podemos ver que el principio de induccién se deduce del principio de buena ordenacién.
De hecho, supongamos que para cada 7 € N, P() es una afirmacién tal que (1) es cierta y si P(7)
es cierta, entonces (7+1) también lo es. Podemos probar, gracias al principio de buena ordenacién,
que P(n) es cierta para todos los nimeros naturales. Para ello, consideramos B el conjunto de los 7
tales que () es falsa. Si B fuese no vacio, tendria un primer elemento, llamémoslo 4. No puede
ser £ =1 porque (1) es cierta. Entonces # > 1, y si 7=k - 1, tenemos que P(n) es cierta porque
k-1 ¢ B. Pero esto dice que P(n + 1) es cierta, es decir, P(k) es cierta, y esto es un absurdo.

O 8. Ejemplos surtidos

8.1. Torres de Hanoi o Torres de Brahma

El problema de las Torres de Hanoi fue inventado por el matemdtico francés Edouard
Lucas en 1883. Tenemos tres grandes baldosas en el suelo, y un cierto nimero de discos
de distinto tamafio apilados uno encima del otro en la primera baldosa ordenados por
tamano. El mds pequefo estd encima de la pila. El objetivo del juego es lograr mover
toda la pila de discos a la tercera baldosa, con la condicién de que:

® no se puede mover més de un disco a la vez;
e sdlo se puede sacar el disco de la parte superior de cada —1

pila de discos;
e en todo momento, en cada baldosa los discos deben

Primera baldosa Segunda baldosa Tercera baldosa

estar ordenados por tamano.

Figura 11. Torre con 2 discos.

Veamos cémo resolvemos este problema si tenemos
simplemente dos discos:

o [ ]
e comenzamos con dos discos en la primera baldosa,
como en la figura 11; ”
e en el primer paso solamente podemos quitar el disco [
pequeno y colocarlo en otra baldosa. Lo colocamos en
la segunda baldosa;
e en el segundo paso, podemos mover el disco més grande ¥ I
para ubicarlo en la tercera baldosa;
e enel tercer paso, movemos el disco pequeno colocdndolo 2o

encima del disco grande y conseguimos que quede la

torre original en el tercer lugar.

Figura 12. Resolucion con 2 discos.

Todo este proceso se ve en la figura 12.
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Figura 13. Torre con 3 discos.
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Es bastante claro que no se puede hacer esto en menos de
3 pasos, dado que el primer paso es tinico (mover el disco
pequeno). En el segundo paso tenemos dos opciones, pero
si queremos lograr mover toda la torre, en algiin momento
deberd estar el disco grande en la tercera baldosa. Entonces,
lo mejor es hacerlo en el segundo movimiento, y luego
debemos colocar el disco pequefio sobre el grande.

La pregunta que hizo Lucas es si comenzamos con 7 discos:
ccudl es el minimo nimero de movimientos necesarios para
pasar todos los discos de la primera baldosa a la tercera?

Invitamos a jugar un rato el juego, antes de continuar leyendo
la respuesta. Existen versiones de pldstico de este juego, que
tienen tres postes tipo dbaco, y los discos estdn perforados para
poder apilarlos de manera sencilla, aunque se puede jugar con
monedas de distintos tamafos.

Llamemos A al nimero minimo de movimientos para
una torre de 7 discos. Sabemos que H, =1y H, = 3.
Calculemos H,. Como vemos en la Figura 13, alcanzan 7
movimientos. O sea: H, <7.

Supongamos ahora que tenemos 7 discos. Para mover toda
la torre a la tercera baldosa, en algin momento debemos
colocar el disco mds grande en la tercera baldosa. Dado
que es el mds grande de todos, si pensamos que este

disco no existe y movemos los otros 7 - 1 discos de manera ordenada, los discos estardn
ordenados en todo momento. Supongamos que sabemos cémo mover la torre de los
n - 1 discos mds pequenos a otra baldosa en /| pasos de forma éptima. Entonces,
podemos mover de esta forma los 7 - 1 discos mds chicos a la segunda baldosa,
luego mover el disco mayor hasta la tercera baldosa, y una vez hecho esto, mover los
n - 1 discos menores para colocarlos de manera ordenada encima de él, nuevamente de
forma éptima en /| pasos (notar que esto fue lo hecho con 3 discos). En conclusién,

probamos que

Hn:2'Hn—1+1

Ejercicio 1.9. Probar por induccién que la sucesién dada por:

satisface /1 = 2" - 1.

Hy =1, H,=2-H, 1+1sin>1,
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8.2. Algoritmo de ordenamiento (Sort)

Supongamos que tenemos una lista [«, . . ., « ] de objetos que queremos ordenar con
determinado criterio, por ejemplo nimeros naturales para ordenar en forma creciente, o
palabras para ordenar alfabéticamente.

Existe una gran variedad de algoritmos que permiten realizar esta tarea; vamos a analizar
uno de ellos. La idea es la siguiente:

1. si la lista tiene uno o ningtin elemento, no hay nada que hacer;

2. si la lista tiene dos o mas elementos, se la subdivide en dos listas con la misma
cantidad de elementos (o una con un elemento mds que la otra si # es impar);

3. se ordena cada una de las dos listas nuevas y, a continuacién, se las vuelve a unir, pero
ordenando los elementos entre si.

Para unir las dos listas ordenadas L, y L, y armar una Gnica lista L, también ordenada,
con los elementos de ambas, se utiliza el siguiente procedimiento:

e si alguna de las listas no tiene elementos, se agregan los elementos de la otra lista a L
y se termin el procedimiento;

e si ambas listas tienen elementos, se toma el primer elemento o de Z, y se lo compara
con el primer elemento B de Z,. Si o < B, se agrega a a la lista L y se lo suprime de
L, (L, no se modifica). Si o > B, se agrega P a L y se lo suprime de L, (L, no se
modifica). Luego, se repite el proceso con las nuevas listas.

Supongamos que queremos ordenar en forma creciente la lista L = [4, 1, 2, 5, 7, 3, 6, 8].
Consideramos las sublistas Z, = [4, 1,2, 5]y L, = [7, 3, 6, 8]. Para ordenar L , la subdividimos
nuevamente en dos listas L | = [4, 1]y L, = [2, 5].

Ordenamos Z,, obteniendo L' | = [1, 4],y L,, obteniendo L', = [2, 5]. Ahora las volvemos a unir,
ordenando los elementos: el primer elemento de L', es menor que el primero de L', entonces
ubicamos en primer lugara 1. El segundo elemento de L', | es mayor queel primerode ' ; agregamos
entonces el 2. Comparamos el segundo elemento de L', con el segundo de L', , y resulta menor, con
lo que lo agregamos. Nos queda entonces la lista L, ordenada como L', = [1, 2, 4, 5].

Procediendo andlogamente, se ordena la lista L, obteniéndose L', =[3, 67, 8]. Para
terminar, se unen las listas Ly L'z, comparando como antes uno a uno sus elementos:

r L L

I [1,2,4,5] | [3,6,7,8] [ 1< 3
1] [2,4,5] [3,6,7,8] | 2<3
[1,2] [4,5] [3,6,7,8] | 4>3
[1,2,3] 4,5] 6,7,8] |4<6
[1,2,3,4] 5] 6,7,8] |5<6
[1,2,3,4,5] [] [6,7,8] Ly =]
[1,2,3,4,5,6,7,8] | [] [
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[4.1,2,57,3,6,8]

“ T

[4,1,2,5] [7,3,6,8]

RN

7 \ e \

# N e \
[4,1] [2,5] [7,3] [6,8]
VoA /oy rA roy

(3] 6] [8]

Vo

[1.4] [2,5] 3.7 [6.8]
~ y AN y
. / L /
\\\ / \\\ /
R4 N\
[124,5 [3,6,7,8]
T ;///

(1.2,3,4,56,7,8]

Figura 14. El algoritmo de ordenamiento en la
lista [4, 1, 2, 5,7, 3, 6, 8].

Se puede observar el procedimiento completo en la figura 14.

Queremos estimar la cantidad de comparaciones que
realiza este algoritmo para ordenar una lista de longitud 7.
Supondremos que 7 es una potencia de 2, asi al subdividir
la lista sucesivamente siempre resultan dos sublistas
de tamano igual a la mitad de la anterior. Llamemos ¢,
a la cantidad médxima de comparaciones que realiza el

algoritmo para ordenar una lista de 7 = 2* elementos.

Sin=2,o0sea k=1, haciendo una sola comparacién
podemos ordenar la lista. Entonces ¢, = 1.

Sin=2%con k=2, en el primer paso del algoritmo vamos
a partir la lista en dos sublistas de tamafio 2*'. La cantidad
de comparaciones que haremos para ordenar cada una
de las dos sublistas es como miximo ¢\ Finalmente,
debemos unir las dos listas ordenadas. En cada paso
de esta unidn se realiza una comparacién y se ubica un
elemento de alguna de las dos listas en la lista final, con lo
que el algoritmo realiza menos de 7 = 2* comparaciones.

Deducimos entonces, que ¢,< ZCk_l + 2k,

Veamos que ¢ < k - 2* para todo # € N. Podemos probar esta propiedad por induccién:

o Sik=1,valec, =1<2=1.2"
e Supongamos que ¢,< k- 2*y acotemos ¢, . Usando la desigualdad que probamos mds
arriba, junto con esta hipétesis, resulta que:

Cht1 < 26, + 2P <20 k28 4 2T = | ok ok

= (k+1)- 2~

Deducimos entonces que para ordenar una lista de 7 = 2* elementos, el algoritmo realiza
menos de /- 2*=log (#) - #n comparaciones.

(@)
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2. Numeros enteros S

O 1. Introduccién

Estudiamos los niimeros naturales y vimos que sirven para contar. Sin embargo, hay situaciones
que para ser descriptas correctamente requieren de otro tipo de nimeros. Los niimeros enteros
negativos se usan en diversos contextos, por ejemplo, para expresar o calcular:

e En geografia, profundidades o diferencias de altura:

O la capa mds superficial de la estructura de la Tierra,
llamada corteza terrestre, llega hasta los -30 km en el
Jfondo ocednico;

o la diferencia de altura que hay desde la cima del
Aconcagua, que se halla a 6.959 metros sobre el nivel
del mar, hasta el fondo de la laguna del Carbon, en la
provincia de Santa Cruz, donde el altimetro marca 105
metros bajo el nivel del mar. (Figura 1)

6.959
+105

7.064

Figura 1.

o Temperaturas bajo cero: e/ dia mds frio del ano 2008
en Ushuaia fue el 16 de agosto, con una temperatura
minima de -5°C y una temperatura mdxima de 7°C.

e En contabilidad, los nimeros negativos significan deudas y los positivos haberes o
activos poseidos.

e Fechas en la antigiiedad, afios antes de Cristo: Platdn, el mds importante filésofo de la
antigiiedad, fue alumno de Scrates y maestro de Aristoteles; nacié en Grecia en el ano 427
a.C. y murid en el ano 347 a.C.; por lo tanto, vivié 80 aros.

O 2. Construccion de los nimeros enteros

Para continuar el estudio de los ndmeros, consideremos N, el conjunto de los nimeros
naturales y el cero, y pensemos en la siguiente situacién. En el capitulo anterior, estudiamos
operaciones de nimeros naturales y vimos que dos nimeros naturales se pueden sumar y se
obtiene como resultado otro niimero natural; también se pueden multiplicar y el resultado
es un numero natural. Por ejemplo, 3+5 =8 € Ny 3.5 = 15 € N. Ademds, si quisiéramos
restar uno de otro, por ejemplo, hacer 5 - 3 también se puede dentro del conjunto N, es
decir 5 - 3 =2 € N. Una situacion cotidiana que refleja esta situacién matemadtica es la
siguiente: si Paula tiene 5 remeras, Lorena le puede pedir prestadas 3 remeras y a Paula
todavia le quedan 2. En cambio, si Paula tuviera sélo 3 remeras, Lorena no deberia esperar
que le preste 5 porque no tiene més de 3.

Nimeros enteros 37




Es decir, ;qué ocurre si queremos efectuar la operacion de resta en el otro sentido, o sea,
3-52 ;A 3 se le puede restar 5? Veremos enseguida que, en realidad, si se puede efectuar
esta operacién, pero el resultado ya no es un niimero natural.

Recordemos que la operacién suma dentro de N tiene al cero como elemento neutro porque
a+0=ay0+a=apara todo nimero natural 2. Pero ningin niimero natural tiene un
inverso dentro de N, respecto de la suma. La pregunta es qué tipo de niimeros deberiamos
agregarle a N para que todo elemento tenga inverso respecto de la operacién suma. Es
decir, si Paula tuviera 3 remeras, Lorena podria pedirle las 3 remeras (jpor lo menos para
probarselas!) y en este caso, Paula no se quedaria con ninguna. Es decir, 3 - 3 = 0, o, mejor
dicho, 3 + (-3) = 0 que no es un natural pero si pertenece a N, .

En otras palabras, agreguémosle a N, todos los “opuestos” de sus elementos, es decir, el -1,
el -2, etcétera. Llamaremos al nuevo conjunto que construimos de esta forma conjunto de
los niimeros enteros y lo denotamos con la letra Z. A partir de la construccién anterior:

Z=Nu{0}uU-N

que, en particular, contiene a N y a N,. Asi, dentro de Z, cualquier » € N tiene un
inverso, respecto de la suma, que es su opuesto.

Veamos que la pregunta anterior también tiene respuesta dentro de Z. Ahora, podemos
realizar la operacion “resta” o “diferencia” de cualquier par de enteros, por ejemplo, a3 - 5
lo calculamos como 3 + (-5) = -2. Es decir, si Paula tuviera tres remeras, le faltarfan dos para
poder prestarle 5 remeras a su amiga.

EjEMrLOS
o ;Qué diferencia de altura hay desde la cima del Aconcagua, que se halla a 6.959 metros sobre
el nivel del mar, hasta el fondo de la laguna del Carbon, en la provincia de Santa Cruz, donde
el altimetro marca 105 metros bajo el nivel del mar?

Para averiguarlo, necesitamos calcular 6.959 - (-105) = 6.959+105 = 7.064 metros.

o ;Qué amplitud térmica hubo el 16 de agosto de 2.008 en
Ushuaia? (Figura 2)

Dado que la temperatura minima fue de -5°C y la méxima

de 7°C, la amplitud térmica fue de 7°C -(-5°C)=12°C.

}70_(_50) =70 4 50 = 190 o Sitenemos $1.500 en el banco, no podemos emitir un cheque

por $1.750, salvo que el banco nos preste la diferencia,
en cuyo caso generariamos una deuda. Para informarnos
de esta situacion, el banco nos mandaria una carta donde

explicaria que, en este caso, el saldo de nuestra cuenta seria de

Figura 2. En grados Celsius. $1.500 - $1.750 = -$250, es decir que le deberiamos

$250 al banco.

co
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e Pitdgoras, fildsofo y matemdtico griego, nacié aproximadamente en el afio 582 a.C. y
vivid 75 anios; jen qué ano murio?

Si Pitdgoras nacié en el ano 582 a.C., es decir, 582 afios antes del afio cero, y vivié 75 anos,
entonces muri6 75 afios mds tarde de su afo de nacimiento, es decir que murié en el ano:

—582 4 75 = =507

La respuesta es que murié aproximadamente en el ano 507 a.C.

2.1. Construccién formal de Z

Notemos que un ndmero entero negativo puede ser definido como la diferencia de dos
nimeros naturales. Por ejemplo -2 = 3 - 5, de donde puede asociarse el nimero -2 con el
par ordenado (3, 5). El problema es que (4, 6), (11, 13) y otros infinitos pares ordenados
también dan como resultado -2 al restar sus componentes. ;De qué forma podemos definir
sin ambigiiedad el nimero -2? Perfeccionemos la idea anterior, teniendo en cuenta a la
vez todos los pares ordenados de niimeros naturales cuya diferencia es -2. Es decir, dos pares
ordenados (72, n) y (m) n") pueden asignarse al mismo nimero entero si:

m—-n=m'—n" (¥

El inconveniente es que las restas (%) no pueden efectuarse en N si 7 < 7. Pero este
problema se puede solucionar si nos damos cuenta de que:

m—n=m’'—n' es equivalente a m+n' =m'+n (xx)

y esta operacion es correcta en N, ya que la suma de cualquier par de naturales es un niimero
natural. Entonces, estamos en condiciones de definir en N x N la relacién ~ dada por:

(m,n)~(m ,n) siysblosim+n =m'+n

No es dificil ver que esta relacién es de equivalencia; por lo tanto, produce en N x N
una particién en clases de equivalencia, cada una de las cuales puede ser asociada a un
Gnico niimero entero y viceversa. Si denotamos por [(72, 7)] la clase de equivalencia del
par (m , n), para cada par de naturales 72 y , resulta, por ejemplo:

(3, 5]~ (11, 13)]

Se define entonces m - n € Z como cualquier representante de la clase [(m2 , n)].
Explicitamente, se define el opuesto de cada niimero natural 7z como:

—n=[1, n+1)]
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Ademds, el cero puede obtenerse como:

0=[(n, n)] para cualquier n € N

2.2. La suma y la resta de nimeros enteros

Formalmente, podemos definir la suma de dos ndmeros enteros a partir de sus clases de
equivalencia [(m, n)] y [(m, n")], con m,m’, n, n'e N:

[((m, )]+ [(m", n)] =[(m+m', n+n)
Esto se interpreta como:

(m—-n)+m —n)=m+m')—(n+n)
Debemos ver que esta operacién estd bien definida en clases de equivalencias, esto es, que si

q ’p r r r r q r r q r
(m, n) ~(m, n)y (@m, n\)~(m), n'), entonces (m, +m’, n, +n') ~ (m, + m), n, + n)).
Ahora, al ser (m,, n) ~ (m,, n,) vale que:
mi 4+ ng = mg + ny
’ I r ’ r

y andlogamente, al ser (', n') ~ (m', n')) vale que:

!/ ’ ’ ’
my + ng = my +ny

lo que claramente implica que:

/ / ’ ’
my +my + ng +ny =mo +my +ny+ny

como querfamos ver.
Se define la resta como:

[(m, )] = [(m", n)]:=[(m+n', n+m)
que interpretamos:
(m—=n)—(m —n)=m-n—-m'+n'
=m+n —n-—m
=(m+n)—(n+m)

Esta operacién también estd bien definida en clases de equivalencia: si (m,, n,) ~ (mz,, 1,)
y (m', w )~ (', ') entonces (m, + n' |, n, +m’ ) ~ (m, + ', n,+ m’,), pues:

m1+7l,1 +no +m'2 = (m1+”2)+ (nll"l‘m,z)
= (mytny)+(no+mh)

! !
ytmy + Mo+ n,
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Veamos cémo resultan estas operaciones en la préctica: ya sabiamos cémo sumar dos
ndimeros naturales y, en la seccién anterior estudiamos que la resta de un natural de otro
es un niimero entero. Por ejemplo, 5-3 =2y 3 - 5 = -2; podemos pensar esta operacion
como la suma de dos enteros, cada uno con su signo:

3-5=3+(-5)
=2

La manera mds fécil de efectuar esta operacién es la siguiente:

3-5=—(5—3)
)
En general, para m y n € N, si m = n entonces - 7 es la resta usual, y el resultado es un
numero natural o cero. Si 72 < 7, el resultado de la resta 72 - 7 es un nimero entero negativo,

y puede calcularse como:
m—n=—(n—m)

En cualquier caso, podemos pensar la resta de dos ntimeros naturales como una suma de dos

enteros, cada uno con su signo:
m+(—n)=m-—n

Luego, podemos sumar y restar dos nimeros enteros de la siguiente manera:

® simy n € Z son positivos, entonces 7 + 7 es la suma usual de nimeros naturales, y
m - n estd definida arriba;
® si uno es positivo y otro negativo, digamos m>0y-n<0,conne N, entonces su

suma €s
m+(—n)=m-necZ

y su resta o diferencia es:

m—(—n)=m+neNCZ, (—n) —m=—(n+m)eZ

e si ambos son negativos, digamos -m 'y -m con my n € N, su suma es:

(-m)+(-n)=-m-n=-(m+n)€Z

y su diferencia es:

(—m)—(—n)=-m+n=n-mecZ

e si alguno de los dos es cero y m € 7Z, entonces: ;
Por lo tanto, en el conjunto de los enteros se puede sumary

restar sin salir de él.

m+0=m, m—-0=m y 0—-—m=-m —

Es decir que, sia, b € Z entoncesa + by a- b € Z.
EjemrLo. ;Qué nimero hay que sumarle a 16 para obtener 5?

Solucién. Buscamos 7 € Z tal que 16 + n =5
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Si sumamos -16 a cada miembro obtenemos:

(%) 16 +n + (—16) = 5+ (—16) <= n = —11

Por lo tanto, el niimero buscado es -11. En efecto, si reemplazamos a 7 por -11 en la
igualdad inicial, obtenemos:
16+ (~11) = 16 — 11

=5
como querfamos.

NoTtaciON. En (¥) usamos el simbolo “<" para indicar que la igualdad que estd a la
izquierda es equivalente a la de la derecha; es decir, que la validez de la igualdad de la
izquierda implica la validez de la igualdad de la derecha y, reciprocamente, la validez de
la igualdad de la derecha implica la validez de la igualdad de la izquierda.

2.3. Valor absoluto

¢Qué tienen en comin los enteros 5 y -5? Sabemos que uno es el opuesto del otro; esto
significa que 5 y -5 estdn a la misma distancia del cero, exactamente a una distancia
igual a 5 unidades. La distancia de un niimero cualquiera al cero se llama el valor absoluto
del nimero.

En consecuencia, el hecho anterior se expresa diciendo que el valor absoluto de 5 y el de -5
son ambos iguales a 5. En otras palabras, enteros opuestos tienen el mismo wvalor absoluto.
En simbolos, el valor absoluto de un nimero 7 cualquiera se expresa de manera abreviada
usando barras verticales en la forma |7|. La manera correcta de definirlo en general es:

n sin>0
In| = )
-n sin<0

Por ejemplo, |5] = 5y, de acuerdo a la definicién, también | - 5| = -(-5) = 5.

2.4. La multiplicacién

El ingrediente nuevo que aparece al multiplicar nimeros enteros es el signo: ;cémo
calculamos 3 - (-2)?

Asi como para los niimeros naturales el producto 3 - 2 significa sumar dos veces 3, que es
3 +3 =6, el producto 3 - (-2) significa restar dos veces 3, o sea:

3.(-2)=-3-3
=6
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De aqui surge la regla para multiplicar un nimero positivo por otro negativo: el resultado
es un nimero negativo.

:Cémo calculamos (-3) - (-2)? En este caso, debemos restar dos veces -3, o sea:

(=3) (-2)=—(-3) = (-3)
= +6

De esta manera se deduce que el producto de dos niimeros negativos es un niimero positivo.

Regla de los signos. Para multiplicar “niimeros con signo” hay que respetar las siguientes reglas:

© (1) (=4
« (+)-() =-
« (-0 -

EjEmrLOS

© (23  =-2:3)=-
e (-2)-(-3) =+(2-3)=6
e _[(-1)-(-2)]=-[1-2] =-2.

OBSERVACION. Sean by ¢ € Z talesque b - ¢ = 1. Entonces b=c=10b=c=-1.

En efecto, si & - ¢ = 1, entonces & y ¢ son ambos positivos o ambos negativos. Si &y ¢ son
ambos positivos y ocurriera, por ejemplo, & > 1 entonces & - ¢, que es igual a “b veces ¢”, serfa
mds grande que ¢, es decir que & - ¢ > ¢ > 1; por lo tanto, tanto & como ¢ deben ser 1.

Si &y ¢ son ambos negativos, entonces -4 y -c son positivos, y podemos usarlos para
escribir el producto en la forma & - ¢ = (-6) - (-¢) que sabemos que es igual a 1; por lo
tanto, de nuevo -4y -c deben ser 1, o sea que &y ¢ son iguales a -1.

O 3. Divisibilidad y algoritmo de divisién

Imaginemos que tenemos una tableta de chocolate de seis
cuadraditos que dos amigos quieren compartir por igual. I] I] I] m m IW mI]m m m I] I]
Esta operacién puede realizarse convenientemente, y a cada =

uno le tocan tres de las seis partes que tiene la tableta.
RARRAA 1

Ahora, imaginemos que tenemos 7 lapiceras que queremos

repartir entre los dos amigos. Es claro que, para que a cada 4 -‘5_§ | ? 4 ‘
amigo le toque la misma cantidad, podemos darle tres d y

lapiceras a cada uno pero sobra una lapicera, es decir, la
lapicera sobrante no puede partirse.

Nameros enteros




La divisién es la operacién que permite averiguar cudntas veces un ndimero, el
divisor, estd contenido en otro nimero, el dividendo. Por ejemplo, el 2 estd 3 veces
en el 6, porque 3 - 2 = 6, entonces 6 dividido 2 es igual a 3. En este sentido, la divisién
es la operacién inversa de la multiplicacién.

Se denomina cociente al resultado entero de la divisién. Si la divisiéon no es exacta, es decir,
el divisor no estd contenido un niimero exacto de veces en el dividendo, la operacién
tendrd un resto. En el caso de las lapiceras, se divide 7 por 2 y se obtiene un cociente de
3 unidades y un resto de 1 unidad, que también puede expresarse como:

Dividendo = Cociente - Divisor + Resto

7 3 - 2 + 1

Para obtener el cociente y el resto de efectuar la divisién de un ndmero entero por otro, se efectia
el procedimiento conocido como algoritmo de divisién, que explicaremos mds adelante.

3.1. Divisibilidad

@10 600000000000 00000000000600000000000000000000000000000000000600000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s000000s

Sia, b € Z decimos que a divide a b si existe ¢ € Z tal que b = ¢ - a, donde gesel
cociente de la divisién de & por a.

000000000000 00000000000000000000006000000000006000060600060000000860608600860008000860000000600000000000000000000000000000000000000000000000000000000s0scscscsnssssose

Para expresar simbélicamente este hecho, se escribe # | 4. También se dice que & es
divisible por a, o que a es un divisor de b.

Por ejemplo, 2 divide a 2 (en efecto, 2 = 1 - 2); 2 también divide a4,a 6,2 8,220,y a
todos los nimeros pares. Justamente, un nimero es par si es divisible por 2.

Ejercicio 2.1. ;Cémo podriamos describir a todos los nimeros impares?
OBSERVACION. Propiedades de la nocién de divisibilidad:
l.Paracadane Z, 1 |n,n|n -1 |ny-n|n
En efecto, 1 | 7 porque 7 = 1 - n, es decir, en la divisién de 7 por 1, el cociente es 7 y la
divisién es exacta. Por otra parte, en la divisién de 7 por el mismo 7, el cociente es 1 y
la division es exacta. Notemos, ademds, que -1 | 7y -7 | n porque 7 = (-n) - (-1).
2.Sia,beZ,a|byb+0 entonces |4 < |4

.Sia|byb|aentonces |a| = |b)|.
.Sia|byb|centoncesa|c.

TSNSV

En efecto, si a | b existe ¢ € Z tal que b = ¢ - a. Si ademds & | ¢, existe ¢'€ Z tal que
c=q"- b. Entoncesc=¢q"(q-a)=(q" q) - a
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5.Sia|byalcentoncesa|(h- b+ k- c) para cualesquiera /, £ € Z.

En efecto, sia | by a| c existen enteros g, y ¢, tales que b= g, - ay ¢ = g, - a; entonces

h-b+k-c=h-q -a+k-q,-a=h-q,+k-q)-a

El 1 tiene exactamente dos divisores, que son 1 y -1. Los demds enteros 7 distintos de
0, de 1y de -1 tienen por lo menos cuatro divisores, que son el 1, el -1, el mismo 7, y
su opuesto -7, pueden tener mds divisores. Un entero se dice primo si tiene exactamente
cuatro divisores distintos. Los divisores de 6 son 1, 2, 3, 6y sus opuestos, -1, -2, -3 y
-6; es decir que 6 tiene ocho divisores en total (6 no tiene mds divisores porque
si 2 | 6 entonces |a| < |6] = 6). En particular, 6 no es primo. En cambio, los tnicos
divisores de 7 son 1, 7 y sus opuestos, -1 y -7; por lo tanto, 7 es primo.

Los divisores positivos de 100 son todos los nimeros que aparecen en el primero de los
diagramas siguientes. Para cada natural que aparece en el diagrama, sus divisores positivos
son todos los que aparecen debajo de él, unidos a éste por un camino formado por una o
mis lineas. Los otros dos diagramas tienen, de la misma manera, los divisores de 30 y 60.

Notacion. El simbolo “=" que utilizaremos en lo sucesivo 100
indica que toda vez que vale el enunciado dela izquierda, como / \\
consecuencia vale el de la derecha. Es decir, que el enunciado " 5

de la izquierda implica el enunciado de la derecha. >
E b _ s 1 7 el 5 . Jt\m/z|5 6/1|0\15
JEMPLO. Determinar todos los 7 € Z tales que 2 - 7 -
PaNEred

divide a #* + 7.

5 20 30 s
Solucién: Supongamos que 72 € Zes tal que 2 - - 1 divide a \ . / \! /

4 6 10 15
2 3 5

7 + 7, en simbolos escribimos (2 - 7- 1) | (#* + 7), entonces
divide también a cualquier maltiplo de él, por ejemplo:

(2-n—1)]2-n*+7)=2-n"+14
Por otra parte, es claro que:

2-n-1)|n-2-n-1)=2-n2—-n
Ahora usamos la propiedad 5, que implicaque @ | by a| c = a| (b - ¢), entonces:
2-n—1)|[2-n*+14—-(2-n*—n)] = (2-n—1)| (14+n)

Por lo tanto, si 7 € Z es tal que 2 - 7 - 1 divide a 7 + 7 entonces 2 - 7 - 1 divide a 14 + .
Nuevamente, en particular:

2-n—1)2-(144n)=284+2-n

2-n-1)(2-n-1)
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y entonces 2 - 72 - 1 divide a la diferencia de los dos, es decir, dividea28 + 2 - - (2 - 7- 1) = 29.
Por lo tanto, sizn € Z es tal que 2 - 7 - 1 divide a #* + 7, entonces 2 - 7 - 1 divide a 29.

Si pensamos un momento en el nimero 29, nos damos cuenta de que el conjunto de
todos sus divisores es:
Dy = {1, 1, 29, —20}

(En general, si 7 es un entero no nulo, llamamos D, al conjunto de divisores de 7, que
sabemos que es finito por la segunda propiedad.)

En consecuencia, 2 - 7 - 1 no puede ser otro nimero mds que alguno de los elementos
del conjunto anterior. Analicemos caso por caso todas las posibilidades:

® Si2.7-1=1,entonces n=1=n*+7 =8 yes cierto que 1 | 8.

® Si2.7n-1=-1,entonces n=0=>n*+7 =7 yescierto que- 1| 7.

e Si 2.n-1=29, entonces 7 =15 = n* +7 = 232 y es cierto que 29 | 232 porque 232 =29 - 8.

e Si2.-n-1=-29,entonces n=- 14 = n*+7 =203 y es cierto que - 29 | 203 porque
203=-29-(-7).

Por lo tanto, las soluciones al problema son los elementos del conjunto:

{1, 0, 15, —14}

3.2. Algoritmo de divisién

Si el divisor no estd contenido un niimero exacto de veces en el dividendo, la operacién
tiene un resto, como en el ejemplo al comienzo de esta seccidn, en el que se reparten siete
lapiceras entre dos personas. Este resto debe ser menor que el divisor. Para efectuar la
divisién de un nimero natural por otro y obtener la expresién

Dividendo = Cociente - Divisor + Resto
el procedimiento es el que aprendimos en la escuela primaria. Recordemos que se escribe
el dividendo a la izquierda y el divisor a la derecha, contenido en dos caras adyacentes de

un recténgulo abierto a la derecha: si, por ejemplo, consideramos la divisién de 4.712,
el dividendo, por 23, el divisor, el proceso empieza asi:

4.712 23
y continda como hacfamos en la escuela.

El resultado es el siguiente: 4.712 dividido 23 da un cociente de 204 y un resto de 20,
que verificamos asf:
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20423+ 20 =4.712

Algoritmo de divisién para niimeros enteros: consideraciones de signo. ;Qué pasa
si queremos dividir por un nimero negativo? Por ejemplo, si nos interesa calcular 4.712
dividido -23, utilicemos el cdlculo anterior en el cual dividendo y divisor eran ambos
positivos y obtengamos la expresion para este caso. En efecto, multipliquemos dos veces
por -1 el primer término de la igualdad (notar que esta operacién no altera el resultado);
luego usemos convenientemente la conmutatividad y la asociatividad del producto:

4712 = 204 - 23 4 20
=[(=1) - (=1) - (204 - 23)] + 20
=[(~1)-204- (—1) - 23] + 20
= (—204) - (—23) + 20.

Por lo tanto, en la divisién de 4.712 por -23 el cociente

El algoritmo de division exige que el resto sea siempre no
es -204 y el resto es 20. . S g

negativo, es decir, positivo o cero.

Por ejemplo, si nos interesa calcular -4.712 dividido
23 multiplicamos toda la expresién anterior por -1:

—4.712 = —(204 - 23 4 20)
=-204-23—20

que es correcto, pero no cumple con la condicién de que el resto sea positivo o cero. Para
solucionar este problema, lo que hacemos es sumar y restar 23, y luego conmutar y
asociar convenientemente para obtener:

—4.712 = —204-23 — 20+ 23 — 23 = (—204 - 23 — 23) + (—20+ 23)
— (~205)-23+3
que dice que en la divisién de -4.712 por 23 el cociente es -205 y el resto es 3.
Finalmente, el caso que falta considerar es el de dividir un nimero negativo por
otro negativo, por ejemplo, -4.712 dividido -23; para ello, empezamos como antes

multiplicando toda la expresidn inicial por -1:

—4.712 = —(204 - 23 + 20)
=204 (—23) — 20

y de nuevo necesitamos sumar y restar 23 para obtener un resto no negativo:

—4.712 =204 - (—23) — 20 = 204 - (—23) — 23+ 23 — 20
=205 (—23) +3

que dice que en la divisién de -4.712 por -23 el cociente es 205 y el resto es 3.

Nameros enteros




Dados los enteros 72y d, con &= 0, el algoritmo de division
es el procedimiento que permite escribir de manera (nica

donde 0< r<|d]. Los nimeros gy r se dicen el cociente y
el resto, respectivamente, de la division de 7 por 4.

Notar que si 7 = 0, el algoritmo de divisién vale con
g =0 =7 en efecto, 0 = 0 - 4+ 0 cualquiera sea & no nulo.

n=gq-d+r Este enunciado se demuestra a continuacién:

TeOREMA 2.1. Sean n, d € 7 y d # 0, entonces existen g,
r€ ZLtalesquen=q-d+ry0<r<|d;ademds, qyr

co

son inicos con esta propiedad.

DEMOSTRACION. Caso d > 0. Para cada par 7, d € 7 con d > 0, definamos el conjunto
de los candidatos a resto en la division de n por d:

R={reNyp: r=n—gq-d, paraalgin q € Z}

Entonces R # (J; en efecto, mostremos un elemento en el conjunto: sea 7, = 7 - (-d-|n|) -4
y veamos que 7, € R. Si =0 entonces 7, = 0 € R. Si n > 0, tenemos que 7, se puede escribir
como producto de dos factores positivos:

r=n—(=d-|n))-d
=n+d*>-n
=n-(1+d*)>0

y si 7 < 0 entonces || = -7y obtenemos que 7 es el producto de dos factores negativos o cero:

rio=n—(—d-|n|])-d
=n—(-d-(—n)-d
=n—(d-n)-d
—n—d*n

donde 7 es negativo y el segundo factor es negativo o cero, dado que:
d>1=d>d>1=d"-1>0

Por lo tanto, cualesquiera sean 7, d € 7Z, d > 0, R es un subconjunto no vacio de N ; entonces

R tiene primer elemento. Denotemos por 7, al primer elemento de R, que, como todos los

elementos de R, es de la forma 7, = 7 - g, - d para algtin g, € Z; es decir, existe un g, en 7. tal

que el primer elemento de R se escribe como 7, = n - q, - d; ademds, , > 0 por pertenecer a R.

Afirmamos que 7, < 4; en efecto, si ocurriera que 7, > 4 entonces 7, - d > 0; por otra parte:

ro—d=(Mn—gqo-d)—d=n—(g+1)-d

que implicarfa que 7, - 4 € R, pero 7, - d < 7,y esto contradice el hecho de que 7, sea el
primer elemento de R. Por lo tanto, necesariamente 0 < 7, < d.
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Asi, hemos probado que existen g, y 7, en Z tales que n = g, -d+r, satistaciendo la
condicién 0 < 7, < d. Esto concluye la prueba de la existencia de enteros g y 7 con las
propiedades del enunciado.

Ahora, comprobemos que ¢y 7 son tinicos satisfaciendo estas propiedades. Supongamos,
por el contrario, que existen ¢ y 7y también ¢y r'tales que:

qg-d+r 0<r<d
g -d+r 0<7r <d

n
n

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que alguno de los dos restos es el mds grande,
por ejemplo, 7' < 7; entonces,
0<r—r'<d

Luego, restando miembro a miembro una igualdad de la otra, obtenemos:

0=(g—¢)-d+(r—r)
que es equivalente a:
r—r'=—(qg—q)-d
=(d —q)-d

Dadoque0<7-7"yd >0 obtenemos que g-¢=0.Sig"-¢q=0, entonces también r- =0
y, necesariamente, g'= gy r=7.Si¢g'- ¢ > 0, entonces ¢'- ¢ > 1 porque es un entero; esto
implica que (g~ g) - d = d, pero el lado izquierdo de esta desigualdad es igual a 7 - »'que
sabfamos que era menor que 4. Llegamos a una contradiccién por haber supuesto que
9% q. Por lo tanto, debe ser g=qy r=r.

Caso d < 0. Le aplicamos el caso anterior a n € Z Algoritmo de division para calcular (g, 7) donde g es el cociente
cualquiera y -4 > 0; luego existen ¢, r € Z tales que: y 7 es el resto de la division de n por o = 0.

eSin=>0yd>O0:
otomar q = 0, r
omientras que r
. +1,

Notar que |d | = -d pues d < 0, entonces la desigual- g : g 4
dad anterior dice que 0 < 7 < |d|. A la vez, podemos odar como respuesta (q, r).

reescribir la igualdad anterior como:

n=gq-(=d)+r, 0<r<(=d)

n;
d, reemplazar

\VA|

eSin=>0yd<O0 aplicar el algoritmo a n y -d y dar

como respuesta (-q, r).
n=gq-(=d)+r P 4

=(—q)-d+r, 0<7r<|d eSin<O0yd>O0:

Oaplicar el algoritmo a -n y d;

. — osi r = 0, dar como respuesta (-q, 0);
Por lo tanto, el cociente de la division de # 0si no, dar como respuesta (-q - 1, d - ).

por d es -q € Z y el resto es 7, que satisface
.. i < < 0:
0 < 7 < |d | como acabamos de ver. La unicidad de gy » BT ,
) , aplicar el algoritmo a -n y -d;
con estas propiedades se demuestra de manera andloga osi r = 0, dar como respuesta (q, 0);
alcasod >0 reemplazando dpor |d| o0si no, dar como respuesta (q + 1,r - d).
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O 4. Desarrollos en base &

Para escribir los nimeros, normalmente, usamos el desarrollo decimal o desarrollo en base
10, que se obtiene a partir del conjunto de los diez simbolos:

{07 17 27 37 47 57 67 77 87 9}

Pero, a veces es ttil conocer desarrollos en distintas bases de un ndmero natural. Por
ejemplo, las computadoras utilizan el sistema binario en el cual cualquier natural se
expresa como una secuencia de unos y ceros.

En base 10, los nimeros naturales se escriben como 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9; para escribir
el siguiente natural, el diez, se vuelve a empezar con el cero, pero anteponiendo un 1,
o sea que el diez se expresa como 10, que es como lo conocemos.

De este modo, agotados los 10 simbolos empiezan los niimeros de dos cifras. A partir del 9,
los 10 siguientes naturales empiezan todos con un 1, es decir que hay 10 ndmeros que tienen
al 1 en la cifra de las decenas; las unidades van siempre de 0 a 9; el veinte, que es el siguiente
al 19, se obtiene sumando una unidad a la cifra 1 de las decenas, que entonces se convierte en
un 2, y reemplazando el 9 de las unidades por un cero, es decir, 20; y asi sucesivamente.

Notar que, como consecuencia, todo natural se expresa como una suma de multiplos de
potencias de 10. Por ejemplo, el nimero 5.607 es:

5.607 =7-+0-10+6-100 4+ 5 - 1.000
=74+0-10+6-10>+5-10°

Si en lugar de usar diez simbolos, usamos solamente siete, 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6, obtenemos
el desarrollo en base 7 de los naturales y el cero como secuencias de estos simbolos. En
particular, el nimero siete se escribe en base 7 como un 10 porque es el siguiente al
ndimero seis que es el tltimo de los siete simbolos a disposicién:

(7)10 = (10)7

El subindice a la derecha indica la base en la cual estd escrito el nimero entre paréntesis.

Asi, (8),,= (11)5(9),, = (12).5 (10),, = (13) 5 (11),, = (14)_; etcétera.
Entonces, el cero y los primeros naturales se escriben en base 7 asi:

{(0)77 (1)7’ (2>77 (3)77 (4)77 (5)77 (6)77 (10)7’ (11)71 (12)77 (13)7’ (14)71 (15)77
(16)7, (20)7, (21)7, (22)7, (23)7, (24)7, (25)7, (26)7, (30)7, (31)7, (32)7,
(33)7, (34)7, (35)7, (36)7, (40)7, (41)7, ...}

Para obtener el desarrollo en base & de un nimero 7 expresado en el sistema decimal, aplicamos
el algoritmo de divisién. El procedimiento consiste en dividir 7 sucesivamente por 4.
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Por ejemplo, para calcular el desarrollo en base 7 de 639, dividimos 639 por 7 y escribimos:
630 =91-7+2, go=91, ro=2
A continuacién, dividimos a 91, el cociente de la divisién anterior, por 7; entonces:
91=13-74+0, ¢ =13, 1 =0

Asi siguiendo, dividimos por 7 los sucesivos cocientes; cuando se obtiene un cociente igual a
cero, el proceso termina:

13 = 17+6, q2:1,r2:6
1 = 07+1, Q3:0,7‘3:1
Luego,
639 = 91-7+2

= (13-74+0)-7+2
= 13-77+4+0-7+2
= (1-746)-72+0-7+2
= 1-74+6-7+0-7+2

Los coeficientes del desarrollo en base 7 son los sucesivos restos:

639 = (rsroriro)7
= (1.602);
Reciprocamente, si queremos recuperar el 639 de su escritura en base 7, desarrollamos
la suma de las potencias de 7 de acuerdo a la expresién del nimero:

(rarariro)7 =13 - dry -T2 41T+
En el ejemplo anterior:
(1.602) 7 =1-734+6-72+0-7+2-7°
=3434+6-49+2
=343 +294 42
=639

Para estudiar el desarrollo binario o en base 2, procedemos igual tomando el 2 como base.
Por ejemplo: ;cémo se expresa el 27 en base 22 Como antes, si aplicamos el algoritmo de
divisién de 27 por 2, obtenemos 27 = 13 - 2 + 1. A continuacién, dividimos el cociente,
13, por 2, y asi se sigue:

27 = 13241, =13, ro=1
13 = 6-2+1, Q1:6, T‘1:1
6 = 3.240, =3 12=0
3 = 1.241, q=1, 1r3=1
1 = 0:2+1, q=0, m=1

Luego 27 = (11011),. Reciprocamente, si queremos recuperar el 27 de su escritura en base
2, desarrollamos la suma de las potencias de 2 de acuerdo a la expresién del ndmero:

(11011)p =1-2* +1-22 +0-22 4+ 1-2' +1
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(11011)5 = 164+8+2+1

Algoritmo para calcular el desarrollo en base & de un niimero
natural 7.

e Comenzar conm = n, s = ( )
e Mientras que m = O:

50

ohallar el cociente q y el resto r de la division
de m por b;

Oagregar r como la cifra de mas a la izquierda en s;
Oreemplazar m <« q.

eDar como respuesta s.

=27

Ademds de bases & donde 4 es un niimero de 2 a
10, en distintas situaciones de la ciencia y de la
vida cotidiana se utilizan otras bases. {Veamos qué
interesantes son los siguientes ejemplos!

EjempLo. En ciencias de la computacién se utiliza,
ademds del sistema binario, el sistema hexadecimal o
en base 16, que permite expresar cualquier nimero
natural a partir de los siguientes simbolos:

{0,1,2,3,4,56,7,8,9, A B, C, D, E, F}

En esta base, el simbolo 4 significa el nimero 10 en base diez, o sea:

Andlogamente:

(A)16 = (10)10

(B)i6 = (11)10, (C)16 = (12)10, (D)16 = (13)10, (E)16 = (14)10, (F)16 = (15)10

Para escribir el 16 en base 16, necesitamos dos simbolos, es decir:

(16)10 = (10)16

A partir de este niimero, se tienen en total 16* nimeros de dos digitos o simbolos,
lo que es muy econdémico en términos computacionales; esto justiﬁca que el sistema
hexadecimal sea muy utilizado en informdtica. En efecto, en computacién se utiliza
frecuentemente el byte como unidad de memoria; un byte representa 2® valores posibles,
y este nimero se escribe en base 16 como (100),, pues:

28=2%.24=16-16=1-16%+0-16" 4+ 0-16° = (100)16

Una unidad menos es 2° - 1 = (FF), , que es el mayor niimero que puede representarse con
solamente dos simbolos en base 16; por lo tanto dos digitos hexadecimales corresponden

exactamente a un byte.

Ejercicio 2.2. Comprobar que (59792018174)

- (DEBE1CAFE)

10

EjemrLo. La hora se expresa en horas, minutos y segundos, que en realidad sigue el
esquema de numeracién en base 60, conocida como base sexagesimal. En efecto, una
hora tiene 60 minutos y un minuto tiene 60 segundos.

Para una duracién desde 0 hasta 59 segundos, se utilizan los niimeros naturales habituales.
Pero ;cémo se expresan duraciones de tiempo mds largas? Por ejemplo, en lugar de decir
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que un nadador olimpico completé la trayectoria de la prueba en 97 segundos, se dice
que la recorrié en 1 minuto y 37 segundos, y se escribe 00:01:37.

Si observamos alguna vez un cronémetro o un reloj digital que expresa la hora en horas,
minutos y segundos, veremos que pasa de 00:00:59 a 00:01:00, que significa una unidad
de 60 segundos, o sea, 1 minuto. Si un reloj asi marca 10:38:09, entendemos que son las
diez de la mafana, treinta y ocho minutos y nueve segundos.

Si quisiéramos convertir esta expresién a un nimero en base diez, cuyo significado es el
tiempo transcurrido desde las cero horas, medido en segundos, calculamos:

10:38:09 = 10 - 60 + 38 - 60 + 9 = 38.289 segundos
EjemrLO. Veamos otro ejemplo en base sexagesimal. Conocemos en geometria el uso del

niimero sesenta como base para la medicién de dngulos. Cada dngulo puede describirse en
grados, minutos y segundos. Un grado equivale a 60 minutos y un minuto a 60 segundos.

O 5. Maximo comutn divisor

Ademds de poder averiguar todos los divisores de un ntimero, a veces es importante
conocer los divisores comunes de dos enteros para contestar la pregunta, ;cudnto vale el
divisor mds grande de ambos?

Por ejemplo, los divisores positivos de 54 forman el conjunto:
Dsy=1{1,2, 3,6, 9, 18, 27, 54 }
Por otra parte, los divisores positivos de 60 son:
Deo = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60 }

Notemos que los naturales 1, 2, 3 y 6 estdn en ambos conjuntos, es decir, que son
divisores comunes de 54 y 60, de los cuales el mdximo es el 6. En otras palabras, 6 es el
mdximo comiin divisor de 54 y 60; lo denotamos asi:

med (54, 60) = 6 6 también (54 : 60) = 6

Precisemos la definicién usando el concepto de divisibilidad:

@ 800000000000 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s sececececscccccscscsccecccacs

Dados 2y & en Z, ambos distintos de cero, e/ méximo comiin divisor de #y & es un nimero natural 2 que verifica:

© Wd|ayd|b.
] 2) Si ¢ € Z es cualquier otro entero tal que ¢ | 2y c| b, entonces c | 4.

....................................................................................................................................... sesscsecesesesssscssssscscses
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54

La primera condicién de la definicidn exige que 4 sea divisor de 2 y de 4; la segunda, que
sea el mdximo entre todos los divisores comunes de 2 y 4, ya que cualquier otro divisor
comun ¢ divide a 4.

Ademids, por definicidn, el mdximo comuin divisor es positivo, ain si 2y & no lo son. Por
ejemplo, el mdximo comun divisor entre -54 y 60 es d = 6; mds adn:

6 = mecd (54, 60)
= med(—54, 60)
= med (54, —60)
= med(—54, —60)

Una forma de calcular el mdximo comun divisor entre dos niimeros es, como acabamos
de ver, determinar todos los divisores de cada uno de los nimeros y entre los divisores de
ambos, tomar el maximo. Pero hay un procedimiento, llamado algoritmo de Euclides’,
debido al matemdtico griego homénimo, que es mucho mds corto, se aplica a los valores
absolutos de los enteros dados y se realiza del siguiente modo:

1) dividir el mayor de los dos nimeros dados por el otro; en nuestro ejemplo, efectuamos
60 dividido 54y obtenemos, por el algoritmo de divisién:

60=1-54+6
2) dividir al segundo niimero por el resto anterior, o sea, dividimos 54 por 6 y obtenemos:
54=9-6+0

3) el paso siguiente serfa tomar el resto de la divisién anterior y dividirlo por el resto de ésta, y asi
sucesivamente hasta obtener resto 0. El mdximo comiin divisor es el dltimo resto no nulo.

En el ejemplo, el resto que obtuvimos en el paso anterior es cero y entonces el proceso
termina acd, es decir, 6 = mcd (54, 60).

Notar que, si un entero 4 es un divisor tanto de 60 como de 54, entonces necesariamente
d divide a 6. Mds ain, para cada par de enteros 2 y b, los divisores comunes de 2 y
son exactamente los mismos que los divisores comunes de £y a2 + 4.5 para cualquier
entero % por la propiedad 5 de divisibilidad. En particular, coinciden con los divisores
comunes de &y el resto de la divisién de « por 4. Es por este motivo que el tltimo resto
no nulo en el algoritmo de Euclides resulta ser el mdximo comun divisor entre 2 y 4. La
comprobacién precisa, en el caso general, estd dada en la demostracién del teorema.

Desarrollemos dos ejemplos mds antes de plantear el teorema.

% Euclides fue un matematico griego que vivié alrededor del afio 300 a.C. Estudié en Atenas y fundd una escuela de matematica en
Alejandria (Egipto). Su obra Los Elementos es una de las obras cientificas mas conocidas del mundo. Este tratado de geometria ha sido
utilizado como libro de texto durante 2.000 afios y es, con algunas modificaciones, la base de los libros de texto de geometria plana de
hoy, por lo cual se conoce a Euclides como al Padre de la Geometria. Euclides presentd el algoritmo que describiremos para resolver un
problema geométrico: encontrar la medida mas grande que puede utilizarse para medir, sin resto, dos segmentos de recta.
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EjEmrLOS
a) Calcular el mcd (210, 99) usando el algoritmo de Euclides:

210 = 2-99+12; »r =12
9 = 8:12+43; r, =3
12 = 4-3+0;, r3 =0

Entonces, el med (210, 99) = 3. En efecto, 210 =3 - 70y 99 = 33 . 3, § sea que 3 es
un divisor comtn. Mds atin, como 70 y 33 no tienen divisores comunes salvo el 1,
deducimos que 3 es el méximo de los divisores comunes.

b) Calcular el med (630, 50) usando el algoritmo de Euclides:

630 = 12-50430; r = 30
50 = 1-30420; ry= 20
30 = 1-20410; ry3= 10
20 = 2:1040; = 0

Entonces, el med (630, 50) = 10. En efecto, 630 = 63 - 10y 50 = 5 - 10, entonces 10
es un divisor comtin. Como 5 y 63 no tienen divisores comunes salvo el 1, deducimos
que 10 es el mdximo de los divisores comunes.
OBSERVACION. ;Cudnto vale el mcd (0, @) para a # 0? La respuesta es que:
med (0, a) =a para todo a > 0
dado que z| 2, también 2 |0 y2>1>0.Siz <0,

med(0, a) =la|=—-a €N

El maximo comtn divisor de 2 y & no estd definidosiz=0y 6= 0.

5.1. Algoritmo de Euclides

A continuacién enunciamos y demostramos el teorema que justifica la existencia del
méximo comun divisor y provee el algoritmo que permite calcularlo.

Teorema 2.2 (Existencia y unicidad del mdximo comun divisor). Dados a, b € 7Z, no
simultdneamente nulos, existe un vinico d € N que satisface las condiciones:

Dd|ayd|b.

2) Si ¢ € T es cualquier otro entero tal que c | a y ¢ | b, entonces c | d.
El niimero d se llama el méximo comun divisor de a y b.

DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta la observacién anterior, basta considerar el caso
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a# 0y b+#0. Ademds, como ya hemos observado en el ejemplo posterior a la definicion de
méximo comun divisor es:
med (a, b) =med (|a| , |b])

En consecuencia, basta probar el resultado paraz >0y 4 > 0.
Existencia del mdximo comiin divisor. Como ya hemos visto en los ejemplos, el
algoritmo de Euclides se basa en el algoritmo de divisién. Supongamos que 2 > 6 >0y

apliquémosle el algoritmo de divisién a 2 y b; entonces existen enteros ¢, y 7, tales que:

a=q  -b+ry0<r; <b

Sir =0, entonces & | ay el med (a, b) = b. Sir, # 0, dado que 0 < 7, < b, podemos
efectuar la divisién de & por 7|, entonces existen enteros g, y 7, tales que:

b=qa-m1+r2y0<ry<m

Si 7. =0, el proceso termina. Si no, tenemos que 0 < 7. < » y dividimos 7, por r.; existen
) q <Y 1 2
g,y r, del algoritmo de divisién. Si 7, # 0, dividimos 7, por 7,, y asi sucesivamente:

a = q-b+m 0<r; <b
q2 - 7r1 12 0<ry<mr
1 g3 -T2+ T3 0<rs<mr
ro = q4a-T3+Ta 0<ry<r3

o
Il

Pero estos restos se van haciendo cada vez mds chicos y no pueden ser menores que cero;
por lo tanto, en algin paso, el resto se hace cero y el algoritmo termina. Explicitamente,
para algin 7, obtenemos r=0,es decir que en el paso 7-ésimo ocurre lo siguiente:

Tn—3 = (Qn—1-Tn—2+Tn_1 0<rp1 <rp—2
Tn—2 = ({n-Tn-1

En particular, la tltima igualdad dice que 7, | 7 ; pero entonces, la anterior implica

que también 7 | 7 . por la propledad 5"de divisibilidad. Asi siguiendo, r_ | 7

n-4’
etcétera; obtenemos que rolrer by ﬁnalmente, _, | @ Por lo tanto, 7, divide a

ay ab, es decir, es un divisor comtin de & y

Afirmamos que 7, que es el tltimo resto distinto de cero, es el mdximo comun divisor.
Para probarlo, falta ver que si ¢ es un divisor cualquiera de 2y 4, entonces ¢ | »

Sea ¢ un divisor cualquiera de a y &; si recorremos de manera inversa el camino anterior,
de la primera igualdad se desprende que ¢ | 7, ya que:

a=q -b+ry, cla, c|lb=c|m

Anélogamente, usando la segunda igualdad, tenemos que como ¢ | &y ¢| 7, entonces ¢ | 7,.
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Asi siguiendo, obtenemos que ¢ divide a todos los restos que van apareciendo. En particular,

c|r . Porlotanto, r  =med(a, b).

Unicidad delmdximo comiin divisor. Supongamos
que tenemos dos mdximos comunes divisores,
d,y d,, es decir que d, y d, € N verifican ambos
las condiciones 1) y 2) del enunciado; entonces,
dado que &, | 4, d, | by d, cumple la condicién 2),
obtenemos que 4, | 4,. Por el mismo razonamiento,

d, | d,. Luego, la propiedad 3 de divisibilidad dice
que ||| = |d)| y al ser ambos positivos, 4, = d,.

entre dos naturales no nulos 2y &.

e Comenzar con r, = a, r, = b.
e Mientras que r, # 0:
Ohallar el resto r de la division de r, por r;
Oreemplazar
r <« r,
r, « I.
eDar como respuesta r,.

Algoritmo de Euclides para calcular el maximo comin divisor

5.2. El maximo comun divisor

como

combinacién lineal entera de a2y &

Una propiedad importante del médximo comtn divisor de 2y & es que se lo puede escribir
como combinacidén lineal entera de 2 y de 4; mds aln, el mdximo comun divisor es el

natural mds chico con esta propiedad.

Sid € Z, decimos que 4 es combinacién lineal entera de 2 y b, si existen m, n € 7Z tales que:

d=a-m+b-n

Veamos cémo calcular esta escritura para el mdximo comun divisor en un ejemplo. El
med (630, 50) = 10. En efecto, por el algoritmo de Euclides:

630 = 12-50+30; 7 =
50 = 1-304+20; ry=
30 = 1-20+10; r3=
20 = 2:1040; rq=

Para escribir a 10 como una combinacién lineal

30

20
10
0

entera de 630 y 50, recorremos en

sentido inverso los pasos que efectuamos en el algoritmo y despejamos en cada nivel el

resto, empezando por 4 = 10:

30 = 1-20+410 = 10 =
50 = 1-30+20 = 20 =
630 = 12-50+30 = 30 =

30 —20
50 — 30
630 — 12 - 50

Luego, reemplazamos a cada resto por la expresion obtenida en cada uno de los pasos anteriores:

10 = 30-20
= 30— (50-30) = —50+2-
= —50+2-(630—12-50) =
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Obteniendo asf la combinacién lineal entera:
10 =50 - (—25) + 630 - 2

EjemrLo. Probar que si 4, & € Z son tales que mcd (a, b) = 5, entonces
med(a+2-b3-a+4-b)=5610.

Solucién. Llamemos d = mcd (a+ 2 - b, 3 - 2 + 4 - b); entonces 4 divide a ambos ndmeros, en
particular, divide a sus maltiplos y a la suma y a la diferencia de maltiplos de ellos, por ejemplo:

dl(a+2-b) =d|3 (a+2-b)
d|3-(a+2-b)yd|(B-a+4-b) =d|[3-(a+2-b)—(3-a+4-b)]

Entonces, ddividea3-(a+2-6)-3-a+4-b)=6-b-4-b=2-b
Andlogamente:
d|(a+2-b) =d|2-(a+2-b)=2-a+4-b
d|(2-a+4-b)yd|(B-a+4-b) =d|[B-a+4-b)—(2-a+4-b)]

Entonces, ddividea 3-a+4.-6)-2-a+4-b)=3-a-2-a=a

En consecuencia:

‘ddivideaayddivideaZ-b ‘

Por otra parte, dado que mcd (a, b) = 5, existen m, n € Z tales que:
5=m.a+n.b
Si multiplicamos a ambos miembros por 2, obtenemos:
10=(2-m)-a+n-(2-b)

Pero entonces, como consecuencia de este hecho y de la afirmacién recuadrada,
necesariamente & divide a 10. Por lo tanto:

[desigualal, 2, 5610 |

Sélo falta descartar que d sea 1 6 2. Notar que mcd (a, b) = 5 implicaque 5 |2y 5 | 6,
entonces 5 divideaa +2-bya3-a+4-b. Entonces, por definicién de 4, obtenemos
también que 5 divide a 4. Por lo tanto,  no puede ser ni 1 ni 2.

Mis atin, notar que si 4 es par, entonces @+2-b y 3-a+4-b son ambos nimeros pares, por lo
tanto, 4 = 10, mientras que si 4 es impar, 2 + 2 - b también es impar y en este caso, 4 = 5.

Ejercicio 2.3. Probar que mcd (2"+ 77, 2"~ 7") = 1 para todo n € N.
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Dos enteros 2y & se dicen coprimos, si sumaximo comin divisor es igual a 1.

....................................................................................................................................... sesscsecesesesssscssssscscses

Notar que, en este caso, el nimero 1 se escribe como combinacién lineal enterade 2y 4.
En efecto, el mcd (a, b) verifica siempre esta propiedad.

Reciprocamente, si existen 7, n € Z tales que:

l=a-m+b-n
entonces, mcd (a, b) = 1. En efecto, si d = mcd (a, b) € N, dado que 4 divide aay b, por
la propiedad 5 de divisibilidad, 4 divide a2 - m + & - n = 1. Pero el tnico divisor positivo
de 1 es el mismo 1; por lo tanto, 4 = 1.

En resumen, el razonamiento anterior es la comprobacién del siguiente enunciado:

PROPOSICION 2.3. Dos enteros a y b son coprimos si y sélo si existen m, n € Z tales que
l=a-m+b-n

Una propiedad importante que se deduce de ésta es la siguiente:
PROPOSICION 2.4. Dados enteros a, b, ¢ tales que a | b - ¢, si a y b son coprimos entonces a | c.
DEMOSTRACION. Como 4 y b son coprimos, existen 7y n € Z tales que 1 = a -m+b - n.

Multiplicando esta igualdad por ¢ obtenemos que ¢ =z - ¢ -m+6 - ¢ - n. Claramente, 2 divide
al primer término, y también divide al segundo porque divide a & - ¢. Luego,  divide a c.

O 6. Teorema fundamental de la aritmética

El teorema fundamental de la Aritmética, Teorema 2.6 de esta seccion, afirma que todo
entero, distinto de 0, 1 y -1, puede representarse como un producto de niimeros primos. Su
nombre estd plenamente justificado por las consecuencias importantes que se desprenden
de él y por sus innumerables aplicaciones. Antes de enunciarlo necesitamos recordar la
nocién de nimero primo y probar una propiedad que cumplen estos niimeros.

...................................................................................................................................... sesecscccscscscsescsesenccsny

Un niimero entero se dice primo si tiene exactamente cuatro divisores distintos; en otras palabras, 7z € Z es primo
: si y solo si sus Gnicos divisores son 1, -1, 2 y -7 y estos son todos distintos. Un niimero entero distinto de 1,-1y 0
: gue no es primo se dice compuesto.

....................................................................................................................................... seseesecesesesssscssssscscses

La razén del nombre “compuesto”, como veremos enseguida, es que si 7 # 1,-1, 0 no es
primo, entonces 7 es un producto de primos.
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El 1 no es primo. Los primeros primos positivos son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,
31, 37,41, 43, 47, 53, 59, 61, 67,71, 73, 79, 83, 89, 97, etcétera.

PROPOSICION 2.5. Si un primo p divide a un producto de dos enteros, entonces p divide a
alguno de los factores.

DEMOSTRACION. Sea p un primo positivo que divide a un producto de dos enteros 7z-7.
Si p dividiera a m valdria el enunciado. Supongamos que p no divide a 72, entonces p y
m son coprimos. Demostremos esta afirmacién. Sea d = mcd (p, m) entonces d | p que
es primo; luego 4 = 1 o d = p, pero en el dltimo caso tendriamos que p = & | m, que
contradice la hipétesis; por lo tanto, d = 1.

Tenemos entonces que p | 7 - n, y p es coprimo con 72, con lo cual, por la Proposicién
2.4, necesariamente p | 7.

Se prueba por induccién que el enunciado anterior se extiende a productos de una
cantidad arbitraria de factores.

OBSERVACION. Para el teorema utilizaremos la siguiente notacién: para indicar un
producto de 7 factores, digamos Py P, D, S€ utiliza la escritura abreviada

”
P1-pP2Pr= Hpi
i=1

El simbolo de la derecha indica el producto de los factores 2, donde el subindice 7 toma
los valores 1 a 7, esto es, el producto de los nimeros p,, p,, ... hasta p . Por ejemplo: si
7 =4y los cuatro factores son P, =2.p,=5p,=7yp, =11, entonces:

4
HPi =P1-P2°P3 P4
i=1

=2-5-7-11

TeoreMA 2.6 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Todo n € Z, n # 0, 1,-1, se
Jactoriza como producto de primos. Explicitamente, todo n € N, n # 1, se escribe como
producto de primos positivos,

™
n= Hpi
i=1
=P1-P2-Pr
y esta_factorizacion es vinica, salvo por el orden de los factores.
Todo n € 7, n < -1, se escribe como -1 por un producto de primos positivos,
.
n=(-1)- Hpqi
i=1
=(=1) pr-p2-pr

y esta factorizacion es inica, salvo por el orden de los factores.
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DEMOSTRACION. Probemos primero el enunciado para 7 € N, 7 # 1. Consideremos el conjunto:
P={neN:n#1yn no admite factorizacién en primos positivos}

Dado que P < N, si fuera no vacio, P tendria un primer elemento, digamos n, En

particular, 7, no serfa primo (pues si lo fuera, 7 serfa igual a una factorizacién en primos

de un tnico factor, el mismo n,), entonces existirfan d, q € N, distintos de 1 y de 7y tales

que 7, = d - q; mds atin, 4y g deberian ser menores que 7, por ser divisores de 7. Por lo

tanto, ni & ni ¢ pertenecerian a P, y entonces serfan factorizables en primos, en cuyo caso

el mismo n, se factorizaria también, lo cual serfa una contradiccién. Por lo tanto, P es
vacio, es decir, todo natural salvo el 1 se factoriza como un producto de primos positivos.

Sin € Z, n < -1, entonces -7 es positivo, distinto de 1 y se factoriza como un producto de

primos positivos, digamos: r
-n= Hpi,
i=1

=pLp2pr
que implica: n=—[Ir
i=1
.
=(-1)- Hpi
i=1
=(=1)-p1-p2-pr

Por lo tanto, todo entero negativo distinto de -1 se escribe como -1 por un producto de
Primos positivos.

Veamos que la factorizacién es unica, salvo por el orden de los factores. Para esto basta
considerar el caso de nimeros naturales. La prueba procede por induccién en 7, la

cantidad de factores primos en una descomposicién.

Definamos la proposicién 2(r) : Si un niimero natural admite una factorizacion como producto
de r factores primos positivos, esta factorizacion es vinica, salvo por el orden de los factores.

Sir=1, el nimero en cuestién es producto de un tnico factor, es decir, es un primo p y,
por lo tanto, no tiene divisores distintos de 1 y p. Entonces, si p admite una factorizaciéon
P =p, - p, como producto de primos positivos, debe ser s= 1y p, = p (de lo contrario,
p, serfa un divisor de py p # 1, p).

Probemos el paso inductivo. Sea 7 un natural que admite una factorizacién como
producto de 7 + 1 factores primos y veamos que esta factorizacién es tnica.

Supongamos que: n=T1[n

=P1-P2 " PrPrsl
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y también, para algin ' € N: n=117
j=1
=phph P

Todos los primos que aparecen en la factorizacién de 7, dividen a 7. Por ejemplo: el primo

.., divide a 7, 0 sea que, en particular, divide al producto de primos que forman la segunda
escomposicion; por lo tanto, divide a alguno de los factores; pero como ellos son todos

primos positivos, necesariamente coincide con alguno de estos factores, es decir que:

Pri1 = p;n para algun subindice jo

Luego, si excluimos este factor, obtenemos un niimero natural que admite una factorizacién
con exactamente 7 factores primos:

r

[Iri= II # &

i=1 J=Lj#jo

Por lo tanto, como consecuencia de la hipétesis inductiva, la descomposicién de este
ndimero es Unica, salvo el orden de los factores; pero entonces lo mismo vale para 7, dado
que el factor que les falta a ambas descomposiciones (x) es p, | que esigualap’, .

0

COROLARIO 2.7. Todo niimero natural compuesto n es divisible por algin niimero primo
estrictamente menor que n.

EjemrrLo. ;Cémo obtener la descomposicion en factores primos de un entero dado?

Por ejemplo, calculemos la factorizacién de 360; el procedimiento consiste en dividir
sucesivamente por los primos positivos, en orden, empezando por el 2, tantas veces

como sea posible, o sea: 460 — 2. 150

=2-(2-90)
=2-(2-(2-45))
=2%.45

Como 45 no es divisible por 2, dividimos este factor por 3 y finalmente por 5,
360 =2° .45
=2%(3.15)
=2%.32.5

Por lo tanto, la factorizacién prima buscada es 360 = 2° - 3. 5

Recordemos que éste era el método que usdbamos en la primaria; la representacién grafica
que ayuda a aplicarlo es la siguiente:
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360
180

S
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La columna de la derecha nuevamente nos da la factorizacién 360 = 23 - 3% . 5

Calculemos la factorizacién prima de -2.142: empezamos dividiendo a 2.142, su valor

absoluto, por 2 y obtenemos:
2.142=2-1.071

Como 1.071 no es par, continuamos dividiendo a 1.071 por 3; obtenemos:

2.142 =2-1.071
=2-3-357

Dividimos a 357 por 3 y obtenemos un cociente entero, lo cual nos dice que hay
otro factor 3, o sea:
2.142=2-1.071=2-3-357
—2.3. (3 119)
=2-3%-119

Dado que 119 no es divisible por 3, verificamos si lo es por el primo siguiente, el 5,
vemos que no. Asi siguiendo, efectuamos la divisién por 7 y obtenemos un cociente
entero, que ademds es primo, 119 = 7 - 17; entonces el proceso termina:

2.142 =2-3%.119
=2.3%.7.17

Por lo tanto:
—2142=(-1)-2-3%.7-17

Es decir que la factorizacién prima de un entero negativo es la de su valor absoluto
multiplicada por -1, como vimos en la demostracién del teorema.

Si 7 es grande, puede ser dificil hallar su factorizacion, en particular, si el primo més chico
que lo divide es un niimero grande. Por ejemplo, la factorizacién prima de 1.442.897 es:

1.442.897 = 113°
En este ejemplo, el primo mds chico que divide al nimero (y en realidad el Gnico) es
113. Un ejemplo como éste requiere ademds la comprobacién de que 113 es primo, que
efectuaremos después.

Otro ejemplo que podemos considerar es 7 = 2.279.269, cuya factorizacién prima es:

2.279.269 = 127 - 131 - 137
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Es decir, si empezamos a dividir por 2, por 3, por 5, por 7 ... etcétera, el proceso concluye
en algiin momento, pero es muy lento. Por otra parte, es necesario comprobar que estos
tres factores son ndimeros primos.

Para comprobar que un niimero es primo, tenemos la siguiente herramienta:

LemA 2.8. Un niimero natural n es compuesto si y sélo si existe un primo p que divide a n
tal que 1 < p <\n.

DEMOSTRACION. Sea 7 un numero natural compuesto; dado que 7 no es primo,
necesariamente admite algin divisor distinto de 1, -1, 7 y -#, digamos 4 € N. En
particular, 1 < d < n. Es decir que existen 4, ¢ € Z que verifican:

n=d-qy l<dg<n

En efecto, si ¢ fuera mayor o igual que 7, el producto - seria mayor que 7, porque d > 1;
y si fuera ¢ = 1, deberia ser d = 7, contradiciendo la eleccién de 4.

Mi4s atn, en realidad 4 < 7o g< \/;; en efecto, si ocurriera que ambos o > \n yq> \/;,

obtendrfamos:

d-g>+vn-\/n=n
o sea, d - ¢ > n, hecho que contradice la igualdad & - ¢ = 7 con la que empezamos.

Supongamos entonces que & < V7. Sides primo, hemos terminado la demostracién. Si
no, se desprende del teorema fundamental que 4, y por lo tanto 7, admite un divisor
primo, claramente menor que V7.

Reciprocamente, si existe un primo p que divide a z tal que 1 < p < 7. entonces, como
n < n, obtenemos p < 7, es decir que p es un primo que divide a 7 y no es igual a 7; por
lo tanto, 7 no es primo.

EjemrLo. Los nimeros 109, 113, 127, 131 y 137 son primos. En efecto, dado que
13? = 169, que es mayor que todos los anteriores, segtin el lema anterior es suficiente
comprobar que no son divisibles por ningtin primo positivo menor o igual que 11, es
decir, que no son divisibles por 2, 3, 5, 7 ni 11.

EjemrLO. Comprobar que los siguientes niimeros son primos: 1.009, 1.013, 1.021, 1.031, 1.033,
1.039, 1.049, 1.051. Probar que, en efecto, los anteriores no son divisibles por ningtin primo
menor o igual que 31, que es el mdximo primo menor o igual que la raiz cuadrada de 1.051.

También 5.003 y 5.009 son primos, porque no son divisibles por ningtin primo menor
o igual que su raiz cuadrada. En efecto, no son divisibles por ningtn primo menor que

71y 717 =5.041 > 5.009.

TeOREMA 2.9. Existen infinitos primos.
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DEMOSTRACION. Vamos a comprobar que existen infinitos primos positivos. Supongamos
que la afirmacién no sea verdadera, sino que existan sélo una cantidad finita de primos
positivos, digamos p, p,, ..., p .

Consideremos el ndmero entero ¢ = l4p - p, - p,€s decir, ¢ es el producto de todos los
primos positivos mds uno. Notar que ¢ # 0, 1, -1, porque, dado que el primo positivo mds
chico es 2, tenemos que ¢ > 1 + 2 = 3. La afirmacién es que ¢ no es divisible por ningtin
primo positivo. En efecto, si algtin primo dividiera a ¢, este primo deberfa ser alguno de los
Py Py - p,- Supongamos que p, divida a ¢; por otra parte es claro que p, divide al producto
de todos los primos (pues p, es uno de los factores de este producto), es decir que:

p1 | cy también py [ p1---py

Pero entonces p, dividirfa a la diferencia de estos dos nimeros, a saber, ¢ - p, - p=1,06seaque
2, dividirfa a 1; esto serfa una contradiccién con el hecho de que p, sea un ntimero primo.

Pero entonces ¢ # 0, 1, -1 es un entero no divisible por ningtin primo, lo cual contradice
el teorema fundamental; esta contradiccién provino de haber negado el enunciado; por
lo tanto, existen infinitos primos.

Ejempro. Encontrar el menor ndmero natural 7 tal que 2.200 - 7 sea un cuadrado.

SoLucioN. Como en numerosos ejemplos mds, la herramienta esencial para este cdlculo
es el teorema fundamental.

Pensemos qué exponentes aparecen en la descomposicién de un niimero natural mayor
que 1 que es el cuadrado de algin otro, digamos #°. Si escribimos en general £ = p, ... p.
como producto de primos y lo elevamos al cuadrado, obtenemos:

k‘2:(p1 ?%)2
— 1}

Es decir que en la factorizacion en primos de un natural al cuadrado, los factores primos aparecen
todos al cuadrado. Por ejemplo:
50% = (2 - 52)?
=(2-5-5)2
=22.5%.52
=22 (52)2

El 5 ya estaba dos veces en el 50 y al elevarlo al cuadrado, aparece cuatro veces. Es decir que en
un cuadrado, todos los factores primos distintos deben estar una cantidad par de veces.

Volviendo a nuestro problema, efectuemos la factorizacién de 2.200:
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2.200
1.100
550
275
55
111

= Ot Ot NN

Entonces:
2.200 =23 .52 .11

Ahora pensemos en la condicién de que 2.200 7 sea un cuadrado, o sea, necesitamos que
sea de la forma 4 para algin 4 € N que por el momento desconocemos.

:Qué factores necesitamos agregarle a 2.200 para que todos los primos aparezcan elevados
a un exponente par? Como el 2 estd tres veces, necesitamos un 2 mids; el 5 ya estd una
cantidad par de veces, asi que no hacen falta m4s factores iguales a 5, el 11 estd una vez,
asi que necesitamos al menos un 11 mds. Es decir que si a 2.200 le agregamos estos dos
factores cuyo producto llamamos 7, o sea, 7 =2 - 11, tenemos:

2.200-n = (2% -5%-11) - (2-11)
=2*-52-117
=(2%.5-11)?

que ya tiene la forma de un £, justamente, con £ = 2% . 5 - 11. Por lo tanto, el 7 que
buscdbamos es el que construimos con los factores que agregamos, 7 =2 - 11.

6.1. El mdximo comun divisor a partir
de la factorizacién prima

Una de las consecuencias del Teorema 2.6 es que podemos escribir el mdximo comdn divisor
d de dos ntimeros en términos de los primos que dividen a los nimeros. La idea es que todo
divisor primo de ambos nimeros necesariamente también divide a 4, es decir, que aparece en
la factorizacién en primos de d'y, reciprocamente, todo primo que aparece en la factorizacién
de d debe dividir a los dos niimeros, por propiedad del méximo comun divisor.

Por ejemplo: 630=2-3>.5-7 y 50=2-5
jemp

Observemos que 2 y 5 aparecen en la factorizacién tanto de 630 como de 50; por lo tanto,
10 =2 - 5 divide a ambos nimeros; mds adn, 2 y 5 son los tinicos primos que aparecen en la
factorizacién de los dos enteros, 630 y 50. Por otro lado, recordemos que ya hemos calculado
en un ejemplo anterior que:

med (630 , 50) — 10
=25
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EjemrLo. Estudiemos otro ejemplo: calcular 4, el maximo comin divisor de 252 y 360,
a partir de sus descomposiciones primas.

Efectuemos las factorizaciones:
252=122.32.7 y 360=2%.3%2.5

entonces 2 y 3 dividen a ambos ntimeros. Notar que, en realidad, 2? y 3? dividen a ambos,
dado que aparecen en sus descomposiciones; no asi 2°, que estd sélo en la factorizacién de
360 pero no en la de 252. Por lo tanto:

22. 32 divide a d

Es decir que, dado que el 2 aparece en la descomposicién prima de 252 con exponente
2, y el 2 aparece en la descomposicién prima de 360 con exponente 3, el 2 aparece en la
descomposicién prima de 4 con exponente 2, que es el exponente mds chico de los dos.
Andlogamente, 3% aparece en la factorizacién en primos de 4. Mds adn:

d=2%2.32=36

de lo contrario, deberia haber algtn otro primo que divida a 4, pero como 4 divide a 252
y 360, un primo tal también dividiria a 252 y 360; pero ya vimos que los inicos primos
que los dividen a ambos son 2 y 3 y vimos también cudl es la mdxima potencia de cada
uno de estos primos, que divide tanto a 252 como a 360.

Obtuvimos que:
el médximo comun divisor es el producto de los primos comunes elevados a su menor exponente.

6.2. El minimo comtn multiplo

Para lograr un rendimiento dptimo, la fabrica X recomienda a los propietarios de sus autos
cambiar el aceite cada 6.000 km y el liguido refrigerante cada 8.000 km. ;Cudl es la cantidad
minima de km al cabo de la cual hay que renovar los dos liquidos a la vez?

La respuesta a esta pregunta es una cantidad 7 de km tal que coincida el cambio de
aceite con el de liquido refrigerante; es decir que, en miles de km, n debe ser 6 6 12 6 18,
etcétera para que toque hacer un cambio de aceite y, por otra parte, 7 debe ser 8 6 16 6
24, etcétera para que sea necesario efectuar un cambio de refrigerante. Es decir que:

n debe ser a la vez maltiplo de 6 y de 8.
Cudl es el natural que mds ficilmente cumple esta condicién? Seguramente 48, que es igual

a6 por 8, es el primer ejemplo que nos viene a la mente; claramente es un multiplo tanto de
6 como de 8, pero no necesariamente es el mds chico entre todos los multiplos comunes.
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En otras palabras, 7 debe ser a la vez miiltiplo de 6 y de 8 y, entre todos los mdltiplos de
6y de 8, nos interesa e/ minimo. Si pensamos cuidadosamente, nos damos cuenta de que
el minimo natural que satisface estas condiciones es 7 = 24, en unidades de miles de km.
La respuesta es que cada 24.000 km corresponde renovar los dos liquidos para optimizar
el rendimiento. Decimos que 24 es e/ minimo comiin miiltiplo de 6 y 8 y denotamos:

[6:8 =24

Consideremos otro ejemplo. En el campeonato interescolar, el equipo de voley femenino de la
escuela tiene un partido cada 10 dias y el de varones, cada 12 dias. Si ambos equipos inauguran
el campeonato jugando el mismo dia, ;cudntos dias mds tarde vuelven a coincidir?

La respuesta es una cantidad 7 de dfas, a partir de la fecha inaugural, tal que les toque jugar
a la vez a las chicas y a los varones; o sea que 7 debe ser a la vez multiplo de 10 y mdltiplo
de 12. En otras palabras, 7 debe pertenecer al conjunto de los maltiplos de 10:

Mo = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110...}
y a la vez al de los multiplos de 12 que es
Miz = {12, 24, 36, 48, 60, 72, 84...}

Si observamos los dos conjuntos, descubrimos que el nimero 60 estd en ambos, y es el
minimo natural que es multiplo de 10 y de 12 ala vez; es decir que e/ minimo comiin miiltiplo
de 10 y 12 s 60 y escribimos:

10 : 12] = 60
Do () eliss 21 [7 un nmero natural m sedice el Epy orras palabras, el minimo comin maltiplo de ay bes el
minimo comiin miltiplo de a'y b si cumple las siguientes multdplo positivo mds chico de 2 y 4. Lo denotamos por:

propiedades:

Wa|myb|m.

2) Si m'es otro entero tal que 2 | 7'y b | m ', entonces  :

1

m.

m

leesesscssscscsssesesesesssssccccs

: m=[a:b

Teniendo a la vista los conjuntos de multplos de uno y
otro nimero, es ficil deducir cudnto vale el minimo comun
multiplo entre ellos; pero en realidad, hay otras formas de
calcularlo. Una muy eficiente se deduce del siguiente enunciado, donde debemos recordar la
notacion (« : 4) para el maximo comun divisor de 2 y 4.

PRrOPOSICION 2.10. Sean a y b niimeros naturales, entonces el producto de a y b es igual
al producto de su mdximo comiin divisor y su minimo comiin miltiplo. En simbolos, esta
igualdad se expresa como:

a-b=(a:b) la:]

En el ejemplo previo para 2 = 10y & = 12, estos niimeros son:

(10:12)=2 y [10:12] =60

Los Nimeros




entonces la igualdad se expresa como:
120 =10-12
=2-60

Dados ay b, silo que buscamos es el minimo comtn multiplo, se puede utilizar la igualdad
anterior para despejarlo como el cociente entre el producto de @ por &y su méximo comuiin
divisor. Es decir que, como consecuencia de la identidad anterior, tenemos que:
10-12
10:12] = —
[ =012
120
2
=60

COROLARIO 2.11. Sean a y b niimeros naturales, entonces el minimo comiin miiltiplo de a y
b es igual al cociente entre el producto de a y b y su mdximo comiin divisor. En simbolos, esta

igualdad se expresa como: Wb

[a:b]:(a:b)

Si alguno de los dos niimeros es negativo, el producto de ellos es negativo también. La
relacién anterior vale si corregimos el signo, es decir:

sia<0<b o b<0<a, [a:b}:(;ai'.bl;

Recordemos que tanto [z : 6] como (« : b) son naturales, cualesquiera sean los signos de
ay b. Si tanto 2 como & son negativos, la igualdad vale sin cambiar signos.

OBSERVACION. En el caso en que @ y & sean coprimos, (« : 6) = 1, la igualdad anterior
implica que [a: ] = a - b, es decir que en este caso, el minimo comin multiplo de zy b
es igual al producto de « por 4.
Por ejemplo, los multiplos positivos de 2 = 3 son:

M3z ={3, 6,9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39...}
y los multiplos positivos de & = 4 son:

My = {4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40...}

Entonces, el minimo comin multiplo es:

[3:4] =12

Notar que hay infinitos multiplos comunes de 3 y 4, que son todos multiplos de 12, el
minimo comtn multiplo.

EjemrLo. Los enteros @ = 275 y b = 327 son coprimos; en efecto:
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a =275 y b =327
—52.11 =3-109

no tienen primos comunes en sus descomposiciones; por lo tanto, su maximo comun divisor
es (275 :327) = 1 y suminimo comtn multiplo es el producto de los dos nimeros:

[a:b] =275-327
—3.5%.11-109.

Como ya vimos en un ejemplo anterior, 109 es primo.

A partir de la factorizacién prima de los enteros 2 y b, es ficil obtener el minimo comun
multiplo. En efecto, sia =10y b =12,

10=2-5 y 12=2%.3
Notar que el 2 aparece en 2 = 10 y en & = 12, pero en el 12 el exponente es igual a 2,
mientras que en el 10 el exponente es 1. Por otra parte, el 3 y el 5 no son primos comunes.
Comparemos estas factorizaciones con la del minimo comun mdltiplo de a y &:
[a:b)=60=2%-3-5
Observamos que en 60 aparecen todos los primos, tanto los de 2 como los de 4, y el 2,

que es comun a ay a b, estd elevado al cuadrado, que es el exponente méximo con el que
aparece en 4 y en b. Este hecho vale en general:

El minimo comin mdltiplo es el producto de los primos comunes y no comunes elevados a su mayor exponente.

EjemrLo. Hallar todos los pares de naturales 2 y 4 tales que su minimo comtin multiplo
sea igual a 60 y su mdximo comun divisor sea igual a 15.

Solucién: sabemos que si 2 y & son los nimeros buscados:

15]a, 15|b, a|60 y b|60
Es decir que, en particular, @ y & pertenecen al conjunto de los divisores positivos de
60 =2%-3 -5, que son:

Deo = {1,2,3,4,5,6,10,12, 15, 20, 30, 60}
Ademds, nos interesan s6lo los que a la vez son multiplos de 15, es decir que nuestros
candidatos para @ y & son:
15, 30 y 60

Entre ellos, hay que elegir los pares 4, & tales que (2: b) = 15y [ : b] = 60; esto implica que

uno de ellos debe ser impar, y el otro debe ser divisible por 4. Luego las soluciones son:
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a=15y b=60 o a=60y b=15

EjemrLO. Determinar todos los naturales 7 tales que el minimo comdn multiplo de 7 y
130 sea igual a 260.

Solucién: Sea 7z un ndmero que cumple la condicién, entonces:

[n: 130] = 260
—22.5.13

Por definicién de minimo coman multiplo, 7 divide a 260 = 2* - 5 - 13, luego en la

factorizacién en primos de 7 solo pueden aparecer los primos 2, 5 y 13 y elevados a

potencias que son a lo sumo las que aparecen en 260. Por lo tanto, 7 es de la forma:
n=2"-5-13" con0<r<2 0<s<1,0<t<l1

Notar que 27 es la médxima potencia de 2 que divide a 260 = [z : 130], mientras que la

mdxima potencia de 2 que divide a 130 es 2'; en consecuencia, 2* debe aparecer en 7.

Por lo tanto, 7, el exponente de 2 en 7, debe ser 2, es decir:

n=22.5-13" con0<s<1ly 0<t<1

Analicemos caso por caso:

l.sis=0yz=0, entonces 7 = 2* = 4, que cumple [7: 130] = [4 : 130] = 260;
2.sis=0y =1, entonces n=2?-13 = 52, que cumple [7: 130] = [52 : 130] = 260;
3.sis=1y#=0, entonces n = 2*-5 = 20, que cumple [7: 130] = [20 : 130] = 260;
4.sis=1yt=1,entonces n=2*-5-13 =260, que cumple [z : 130] = [260 : 130] = 260;

por lo tanto, los 7 que verifican [7: 130] = 260 son 7z =4, n =20, =52y n = 260.

Ejemrro. Hallar todos los pares de naturales  y 4 tales que su mdximo comun divisor
sea igual a 10 y su minimo comun multiplo sea igual a 1.500.

Solucién: Sabemos que si @ y & son los ntimeros buscados, entonces:

a-b=(a:b)[a:b] =10-1.500 = 15.000
Como ademds 15.000 = 3.5.10° = 3.5.(2.5)° = 2° -3.5% es la factorizacién en primos del
producto de & por b, tenemos que 4 y & deben tener en sus descomposiciones a estos y
solo a estos primos, y en el producto de 2y & los exponentes de 2, 3 y 5 deben ser los de la
descomposicién de 15.000, o sea:

a=2"-3.5" y b=2%".31".5"" con0<r<3 0<s<1,0<t<4

Sélo nos queda averiguar las restricciones para los exponentes de estos primos en las
factorizaciones de 2 y de 4.
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El hecho de que (2 : ) = 10 implica que los primos 2 y 5 deben aparecer como minimo
una vez en 4y en b, pero no pueden estar elevados al cuadrado o a potencias mayores en
ambos. Notar que si 7 = 2, tanto en 2 como en &, el 5 apareceria elevado al cuadrado. Por
lo tanto, las posibilidades para los exponentes son:

1<r<2 0<s<1, 1<t<3 t+2
Analicemos caso por caso:
l.sir=1ys=0,¢=1entoncesa=2-5=10yb=2%-3.5°=1.500;
2.sir=1ys=1,¢=1entoncesa=2-3-5=30yb=2*-5=500;
3.sir=1ys=0,t=3entoncesa=2-5=250yb=2*.3.5=060;
4.sir=1ys=1,t=3entoncesa=2-3-5=750y b=2*.5=20;

y los pares obtenidos en estos cuatro casos cumplen que (2: 6) = 10y [a: 6] = 1.500.

Los casos restantes coinciden con los anteriores, intercambiando el orden de 2y 4.
Por lo tanto, los pares (2, ), soluciones a nuestro problema, son:

(10, 1.500), (20, 750), (30, 500), (60, 250)
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3. Aritmética modular

O 1. Ecuaciones diofdnticas

Los alumnos de la Escuela 314 hacen una colecta para reunir fondos para ayudar a una escuela
de frontera. Para esto, ofrecen bonos contribucién de dos tipos: bonos de $15 y bonos de $8.

Martin se lleva un piloncito de bonos de $15 y otro de bonos de $8. Después de vender
varios bonos recaudé $100, pero no recuerda cudntos bonos vendié de cada clase (ni sabe
cudntos bonos tenia cada uno de sus piloncitos al comienzo). ;Puede Martin determinar
cudntos bonos vendié de cada tipo?

Para tratar de determinar estas cantidades, Martin observa que:

e sino hubiera vendido ningtin bono de $15, los $100 provendrian de vender bonos de $8;
es decir, si vendié una cantidad y de bonos de $8 seria $100 = $8 - y, pero esto no puede
ser porque 100 no es multiplo de 8;

e si hubiera vendido un solo bono de $15, entonces los $100 - $15 = $85 restantes
provendrian de vender bonos de $8, pero 85 tampoco es multiplo de 8;

e si hubiera vendido 2 bonos de $15, los $100 - 2 - $15 = $70 restantes provendrian
de vender bonos de $8, pero 70 no es multiplo de 8;

e no puede ser que haya vendido 3 bonos de $15, porque $100 - 3-$15 = $55 y 55
tampoco es multiplo de 8;

e s posible que haya vendido 4 bonos de $15, ya que $100 - 4 - $15 = $40 = 5 - $8. Esto
significa que ademds habria vendido 5 bonos de $8;

e razonando de la misma manera deduce que no puede ser que haya vendido ni 5 ni 6 bonos
de $15. Ademds, seguro que no vendi6é mds de 7 de estos bonos, pues 7 - $15 = $105 y sélo
recaudé $100.

Martin concluye entonces que los $100 fueron recaudados mediante la venta de 4 bonos

de $15 y 5 bonos de $8.

Podemos plantear el problema de Martin mediante una igualdad de nimeros enteros: si Martin
vendié x bonos de $15 ¢ y bonos de $8, entonces la cantidad de dinero que recaudé es:

15-2+ 8-y =100

Esto es, las cantidades de bonos de cada tipo x, y € N que puede haber vendido Martin
son las soluciones en los nimeros enteros no negativos para esta ecuacion. A continuacién
vamos a ver cdmo es posible resolver este tipo de ecuaciones sistemdticamente.
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Mis precisamente, dados a, b, ¢ € Z, con a y b no nulos, nos interesa hallar las soluciones en los
niimeros enteros de la ecuacion:

a-x+b-y=c 2
es decir, los pares (x, y) € Z X Z para los cuales se cumple la igualdad.

Estas ecuaciones son una clase particular de las que se conocen como ecuaciones
diofinticas®, que son ecuaciones con coeficientes enteros de las que se buscan soluciones
en el conjunto de los ndmeros enteros.

Una ecuacién de este tipo no siempre tiene solucién; por ejemplo, la ecuacién
12 - x + 14 - y = 123 no tiene solucién, porque para todo par de nimeros x, y € Z, el
resultado de 12 - x + 14 - y es un entero par:

12-2+14-y=2-(6-2+7-y)

mientras que 123 es impar.

De la misma manera que en el ejemplo, vemos que si & € Z es un divisor comin de 2y &,
tenemos que 4 | @ - x + b - y para cualesquiera x, y € Z. Entonces, si (x, y) € Z X Z es una
solucién de la ecuacién (2), resulta que 4 | ¢. Esto nos dice que para que la ecuacién (2)
tenga soluciones es necesario que todo divisor comtn de « y & sea también divisor de .

Esta tltima condicién es a su vez equivalente a que (2 : 4) divida a ¢. En efecto, si todo
divisor comtn de 2 y & divide a ¢, en particular lo divide su maximo comuin divisor (4 : b).
Reciprocamente, si (« : b) divide a ¢, como cualquier divisor comin de 2y & divide a (a : b),
por la transitividad de la divisibilidad, también divide a c.

Concluimos que Si(a: b)fc laecuacionz.x+ b .y =cno tiene soluciones en 7.

Analicemos ahora en detalle un ejemplo en el que (a: 4) | c.

Ejempro. Consideremos la ecuacién 50 - x + 630 - y = 10. Como vimos en la seccién 5 del capitulo

2, esta ecuacion tiene solucién, ya que 10 = (50 : 630) es combinacién lineal entera de 50 y 630:
50 - (—25) +630-2 =10

es decir (x, ) = (-25, 2) es una solucidn.

A partir de esta solucién podemos ver, por ejemplo, que la ecuacién 50 - x + 630 - y = 20

también tiene solucién. Para obtener como resultado el doble de 10, basta duplicar los
valores de x ¢ y (0 lo que es lo mismo, multiplicar por 2 la igualdad anterior):

50 (—25)-2+630-2-2=10-2

“El nombre se debe a Diofanto de Alejandria, matematico del siglo Il que las estudié en su obra Aritmética.
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o sea, que (x, ) = ((-25) - 2, 2 - 2) = (-50, 4) es solucién de esta nueva ecuaciéon. De la
misma manera, para cualquier g € Z resulta que la ecuacién 50-x + 630-y = 10-¢ tiene
como solucién a (x, y) = (-25 - ¢, 2 - ¢), ya que:

50-(—25)-¢+630-2-¢=10-¢

En general, sabemos que para cualesquiera a, & € Z no simultdneamente nulos, (2 : 6) es
combinacidn lineal entera de 2 y 4, es decir, existen niimeros enteros sy ¢ tales que:

a-s+b-t=(a:b)

Esto nos dice que la ecuacién 2 - x + b - y = (a : b) siempre tiene solucién. Més atin, a partir
de la igualdad de arriba vemos que, si ¢ = (2 : 4) - ¢, la ecuacién (2) tiene como una solucién a
(69 =(s-4t-q),yaque
a-s-q+b-t-g=(a-s+b-t)-q
- -
r Y =(a:b)-q

Tenemos entonces también que:

Si(a: b)|c laecuaciona.x+b.y= ctiene soluciones en Z.

Resumiendo, hemos probado la siguiente proposicién:

PROPOSICION 3.1. Sean a, b, ¢ € 7 con a'y b no nulos. La ecuacion diofinticaa-x+ b -y=c
tiene soluciones en 7, si y solo si (a : b) divide a c.

Veamos cémo son todas las soluciones de (2) cuando (4 : 4) divide a ¢. En primer lugar,
podemos dividir ambos miembros de (2) por (2 : 4), obteniendo la nueva ecuacién:
a b c

(a:b).x-}_(a:b).y:(a:b)

Esta ecuacién tiene las mismas soluciones en Z x Z que la original (se puede pasar de una
ecuacidn a la otra simplemente multiplicando o dividiendo por (2 : 4)). Si llamamos

_ _a _ _b _ _c ue son enteros, nos queda la ecuacidn:
O = Gy B= @b Y7 = (b 4 ’ 9

a-x+f-y=7vy

donde ahora (a : B) = 1 (observar que o y B son coprimos porque hemos suprimido
todos los factores comunes de 2 y 4). Supongamos que (x,, ,) es una solucién de esta
ecuacion. Si (x, y) es otra solucién, vale que ot - x+ B -y =y =a-x +p-y; entonces:

a-(z—z0)=—B"(y—yo)

De esta igualdad deducimos que B | o (x - x,) y, como (a: B) = 1, entonces B | x - x, (ver
la Proposicién 2.4 del capitulo 2); luego, existe # € Z tal que x - x, = # - B. Reemplazando
en la igualdad de arriba, nos queda que a.- #- B = -B - (y - y), de donde se desprende que
J-Y, =- 0k En conclusién, toda solucién (x, y) de la ecuacién diofdntica considerada es
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delaformax:x0 +k-B,y=y0 -k-a,con ke Z.

TeOREMA 3.2. Sean a, b, ¢ € Z, con a y b no nulos. Si (a : b) | ¢, entonces las soluciones de la
ecuacion diofintica a - x + b - y = ¢ son los pares (x, y) € Z X 7 tales que

r=xz9+k- conk e

B AL
(@a:py YT (a:b)’

donde (x,, y,) es una solucion particular de la ecuacion.

EjEmMPLO. Volvamos al problema planteado al comienzo de esta seccién: Martin vendi6 x
bonos de $15 e y bonos de $8, y busca determinar los valores de x e y sabiendo que recaud6

$100, es decir, que:
15-24+8-y =100

Como (15: 8) = 1, sabemos que la ecuacién tiene soluciones. Comenzaremos buscando
todas las soluciones en Z X Z, y luego determinaremos las soluciones en N, x N, que
son las que le interesan a Martin.

En primer lugar, escribimos 1 = (15 : 8) como combinacién lineal entera de 15 y 8. Para
esto, utilizamos la informacién dada por el algoritmo de Euclides:

15 = 1.847 — 7 = 15—-1-8

8 = 1.741 — 1 = 8—1-7

7 = 7.1 = 8-1-(15-1-8)
— 15-(-1)+8-2

Ahora tomamos la identidad obtenida:

15-(-1)+8-2=1

y la multiplicamos por 100 para conseguir una solucién de la ecuacién original:

15-(=1)-100 + 8 -2 - 100 = 100
15 - (—100) + 8 - 200 = 100

Tenemos asf una solucién particular de la ecuacién: (%, y,) = (-100, 200).

Por el Teorema 3.2, todas las soluciones enteras de la ecuacién 15-x+8-y = 100 son los pares
(x, 9) € Z x Z donde:

2=-100+k-8, y=200—Fk-15, conkeZ
Finalmente, nos interesan aquellas soluciones en las cuales x> 0 e y = 0:

>0 < —100+k-8>0 < k-8>100 < k>13 (porque k € Z)
y>0 <= 200—k-15>0 < 200>k 15 < 13>k (porque k € Z)

De estas desigualdades deducimos que la tinica solucién (x, y) € N x N se obtiene para # = 13:
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r=-100+13-8, y=200—-13-15
=4 =5

con lo cual, si recaudé $100, Martin tiene que haber vendido 4 bonos de $15 y 5 bonos de $8.

Ejercicio 3.1. Hallar todas las soluciones enteras de la ecuacién 84-x + 270-y = 66

0 2. Congruencias

En esta seccién vamos a presentar una nocién de congruencia’ en el conjunto Z, que resulta
muy ttil a la hora de trabajar con propiedades de divisibilidad sobre los niimeros enteros.

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000006000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s0sssssssssssd

Dado 72 € N, decimos que 4, & € N son congruentes médulo m, y escribimos 2 = & (méd 72) o simplemente
a=,, b, sim|a - b.Siay bno son congruentes modulo 7z, escribimos @ 6 (mad 7).

0006000060000 00000000000000000000000000000000000606008008000000000006086000800000000060080008600000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s

Por ejemplo,

e 11=5(mdd 3), pues3|11-5=6,
e 11 #-2 (mdd 4), pues 4111 - (-2) = 13,

® 4= b (mdd 1) para cualesquiera o, b € Z, ya que todo niimero entero es maltiplo de 1.
Observemos que, cualquiera sea 7 € N, tenemos que:
a=0 (médm) <= m|a
Antes de continuar, analicemos mds en detalle el caso m = 2.

Tenemos que 2 = b (mdd 2) si y sélo si 2 | @ - b. Si a es par, entonces 2 = 2 - o para algtin
o€ Z,conlocuala-b=2-0a-besmiltiplo de 2 si y sélo si & lo es, o sea, siy s6lo si b es
par. De la misma manera, si @ es impar vemos que 2 | @ - & si y sélo si 4 también es impar.
En otras palabras:

a=b (méd2) <= ay bson ambos pares o ambos impares

Esto nos dice que la congruencia médulo 2 parte al conjunto de los nimeros enteros en dos
subconjuntos: el delos enteros pares y el de los enteros impares. En cada uno de estos subconjuntos,
dos elementos cualesquiera estdn relacionados, y un elemento de uno de estos conjuntos no estd
relacionado con uno del otro (es decir, un entero par es congruente a todo entero par y no es
congruente a ningn impar, y un entero impar es congruente a cualquier impar, pero a ningin
par). Podemos formalizar esto, mediante el concepto de relacion de equivalencia.

Para m € N fijo, consideremos la relacién R en Z definida por

aRb <= a=0b (médm)

5 Esta noci6n fue introducida por Carl Friedrich Gauss en su libro Disquisitiones Arithmeticae publicado en 1801.
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Esta relacién satisface:

i) R esreflexiva: 2 = 2 (méd m) para todoa € Z, yaque m | a-a=0.

ii) R essimétrica: si 2 = & (méd m), entonces m | a - b = -(b - a), con lo que también
vale que 7 | & - a, es decir, que & = @ (méd m).

iii) R es transitiva: si #ZRb y bRe, es porque m | @ - by m | b - ¢; pero entonces
m|(a-b)+(b-c)=a-c loquedice que 2 = ¢ (méd m).

Por lo tanto, R es una relacién de equivalencia. Como vimos en la seccién 3 del
capitulo 0, R nos da una particién del conjunto Z en subconjuntos disjuntos — las clases
de equivalencia— tales que, dentro de cada uno de ellos, dos elementos cualesquiera
estdn relacionados (en nuestro caso, son congruentes médulo 72) y dos elementos de
subconjuntos distintos no estdn relacionados.

Como vimos anteriormente, para 7 = 2 la relacién de congruencia parte al conjunto Z en
2 subconjuntos, {# € Z | a es par} y {a € Z | a es impar}. El primero de ellos es la clase de
equivalencia [0] y el segundo, es la clase de equivalencia [1]. En el caso general, fijado 7 € N,
la relacién de congruencia médulo 72 parte al conjunto de los niimeros enteros en 7 clases de
equivalencia. La siguiente propiedad de la congruencia nos dice c6mo son estas 7z clases.

PROPOSICION 3.3. Sea m € N. Para cada a € 7, si r es el resto de la division de a por m, vale
a = r (mbd m). Mds atin, este resto es el tinico entero r tal que O < r < m que es congruente
con a médulo m.

DEMOSTRACION. Si 7 es el resto de la divisién de & por m, existe un entero g tal que
a=m-q+r Entoncesa-r=m-q,conloquem|a-ry,porlo tanto, 2 = r (méd m).

Por otro lado, si 2 = r (méd m), sabemos que 7 | 4 - . Entonces existe ¢ € Z tal que
a-r=m-q;luegoa=m-q+r Sivale 0 <r<m,porla unicidad en el algoritmo de
divisién, 7 es el resto de la divisién de a por .

Como consecuencia de este resultado, fijado 7 € N, dos enteros distintos ¥,y r, con

0 <7, r, <mno son congruentes médulo 7z, es decir, las clases de equivalencia [r] y [7,]

son distintas. Ademds, todo entero # resulta congruente a su resto 7 en la divisién por 2,
y entonces 2 € [r]. Luego, el conjunto de los enteros se parte como sigue:

Z=[0JU[lJU---U[m-1]
Volveremos sobre esta propiedad importante de la congruencia en la seccién 4.
Algunas propiedades fundamentales de la congruencia son las siguientes:
PROPIEDADES 3.4. Sea 2 € N. Entonces:
l.sia, = b, (méd m)ya, = b, (mbéd m), entonces a,+a, = b+b, (méd m);

2.sia = b (méd m), entonces ¢ - a = ¢+ b (mbd m) para todo ¢ € Z;
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sia, = b (méd m) ya, = b, (méd m), entonces a, - a, = b, - b, (mdd m);
.sia = b (mdd m), entonces a* = b (mdd m) para todo k € N;
.sic-a=c-b(mbéd m)y(c:m) =1, entonces a = b (médd m);
.sid|mya= b (méd m), entonces 2 = b (méd 4).

G\ N W

DEMOSTRACION. Para demostrar estas propiedades se usan bdsicamente las propiedades
de la divisibilidad vistas en el capitulo 2.

1. Por la definicién de congruencia, tenemos que 7 | @, - b, y m | a, - b,. Entonces,
m|(a, - b)+(a, - b)=(a, +a)- (b +b);luego, a, +a, = b, +b, (méd m).

2. Tenemos que 7 | a - b, entonces también m | ¢+ (@-b) =c-a-c- b, con lo que
c-a=c-b(médd m).

3. Por la propiedad anterior, como 2, = b, (méd ), multiplicando por «,, resulta
que @, - a, = b, - a, (méd m); andlogamente, multiplicando por 4, la congruencia
a, = b, (méd m), obtenemos que b, - a2, = b, - b, (mbéd m) y finalmente, por la
transitividad, concluimos que 2, - 2, = b, - b, (méd m).

4. Se prueba por induccién aplicando la propiedad 3.

5. Por hipétesis, m | c-a-c-b=c-(a-b).Y como cy m son coprimos, por la Proposicién
2.4 del capitulo 2, resulta que 7 | @ - b, es decir, que 2 = b (méd m).

6.Como d| my m|a- b, la transitividad de la divisibilidad implica que & | @ - b, o sea
que 2 = b (méd d).

EjemrLO. Veamos, utilizando la nocién de congruencia y sus propiedades, quesia, 6, c € Z
son tales que #* + & = &, entonces 3 | 203 | b.

Si 3 no divide a  ni a b, entonces tanto 2 como & tienen resto 1 6 2 en la divisién por 3.
Ahora bien, 12 =1 =, ly2*=4= , L Entonces, por la propiedad 4 anterior, tenemos
que 22 =1 (méd 3) y & =1 (méd 3); luego, por la propiedad 1,

a® 4+ b2 141 (méd 3)

2 (méd 3)

Esto implica que ¢ € Z deberfa cumplir que:
¢ =2 (méd 3)

Pero esto no puede ocurrir, puesto que si ¢ = 0 (mdd 3), entonces ¢ = 0 (méd 3) y, al
igual que antes, si ¢ = 1 6 2 (mdd 3), entonces ¢ = 1 (mdéd 3).

Ejemrro. Calcular la cifra de las unidades en el desarrollo decimal de 33,

Calculando las primeras potencias de 33: 330 — 1
331 = 33
332 = 1.089
33% = 35.937
337 = 1.185.921
33 =

39.135.393
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vemos que las cifras de las unidades son 1, 3, 9, 7, 1, 3, ... Uno podria conjeturar que
seguird siempre asi, repitiéndose la secuencia 1, 3, 9, 7 sucesivamente y, a partir de esto,
tratar de determinar la cifra de las unidades pedidas.

Para formalizar esta idea utilizaremos congruencias. La observacién fundamental es que
si el desarrollo decimal de 33°¢ es (n ... 7,7, , entonces:

33066 — 5, 10°+ -+ ng-10 4+ ng
10-(ng-10° 14+~ 4ny)+ng y 0<ng <10

de donde deducimos que la cifra 7, de las unidades es el resto del niimero en la division por 10.
Para hallarlo, aplicaremos el resultado visto en la Proposicién 3.3, o sea, buscaremos el tnico
entero 72, con 0 < 72, < 10 tal que 33°¢ = 7, (méd 10).

Segin los cdlculos hechos al comienzo:
33* =1 (méd 10)
Entonces, por la propiedad 4 de las Propiedades 3.4, para todo %4 € N, vale:
(33H)% = 1% (m6d 10), osea, 33*F =1 (mdd 10)

Dividamos entonces al exponente 666 por 4: como 666 = 4 - 166+2, deducimos que:

33666 _ 934-166+2
— 334166 _ g32
=(10) 1-9
=9

donde la congruencia es consecuencia de la propiedad 3 de las Propiedades 3.4. En
consecuencia, la cifra de las unidades en el desarrollo decimal de 33%° es 9.
Observemos que, aplicando estas mismas propiedades, podemos determinar la cifra de
las unidades de 33" para » € N arbitrario: dado 7 € N, por el algoritmo de divisién,
existen enteros ky 7 tales que =4 - k+ 7y 0 < 7 < 4, con lo cual:

33" = g3t
= 33*% 337
EfOR
E(lm 33"

Concluimos entonces que la cifra de las unidades de 33" coincide con la de 33", donde
7 es el resto de la divisién de 7 por 4; por lo tanto, de acuerdo a los cdlculos hechos al
comienzo, esta cifraes 1, 3, 9, 7 si =0, 1, 2, 3 respectivamente.

Como aplicacién de las propiedades de la congruencia podemos deducir los conocidos
criterios de divisibilidad. Comencemos analizando el criterio de divisibilidad por 9 que
nos dice que “un niimero natural n es miiltiplo de 9 si y sélo si la suma de todos sus digitos es
miiltiplo de 9”. Observamos que si el desarrollo decimal de 7 es (n... 7,7, , entonces
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n=ns-10°+---4+mn; 10+ ng

Queremos ver cudndo 7 es divisible por 9 o, equivalentemente, » = 0 (méd 9).
La clave para esto es observar que 10 = 1 (mdéd 9). Usando la propiedad 4 de las
Propiedades 3.4, deducimos que 10* = 1 (méd 9) para todo # € Ny, por lo tanto, de la

escritura anterior de 7, aplicando las propiedades 3 y 1, concluimos que:

n=ns-10°4+---+n3-10+mng
Sns-1+--+ni-1+mno
=ns+---+ni+ng
En definitiva:
sin = (ns...ning)10, entonces n=ngs+---+ny +ng (méd9)

con lo cual, los enteros 7y n+ ... + n, + n tienen el mismo resto en la divisién por 9
(0 sea, para conocer el resto de un niimero natural en la divisién por 9, basta sumar sus
digitos y calcular el resto en la divisién por 9 del nimero obtenido). En particular, 7 es
miltiplo de 9 siy solo si 7+ ... + 7, + n, loes.

Ejercicio 3.2. Enunciar y probar la validez de los criterios de divisibilidad por 3, 4, 5, 8 y 11.
Sugerencias para la divisibilidad por 4 y 8: observar que 10* = 0 (méd 4) y que 10° = 0 (méd 8).

Sugerencias para la divisibilidad por 11: tener en cuenta que 10 = -1 (méd 11) y que
(-1)*es 1 si kes par o -1 si k es impar. Proceder luego en forma andloga a lo que hicimos
para analizar divisibilidad por 9.

Unaaplicacién dela congruencia: el ISSN de las publicaciones. EI ISSN (/nternational
Standard Serial Number) es un nimero de ocho digitos que se usa para identificar
publicaciones periddicas, tanto impresas como electrénicas. Cada publicacién periddica
(por ejemplo, las revistas) tiene asignado un ISSN tnico.

Los siete primeros digitos de los ISSN son asignados secuencialmente a las publicaciones,
independientemente del pais de origen, el idioma, etc. (es decir, el ISSN no contiene
informacién en s{ mismo).

El octavo digito de un ISSN es un digito de control y para determinarlo se utiliza aritmética
modular: Si los primeros siete digitos del ISSN son 4 dddddd, el octavo digito 4, se
determina de manera que:

8-di+7-dy+6-d3s+5-dy+4-ds+3-ds+2-d7+dg

sea multiplo de 11. Para esto, se calcula 8-4,+7-d,+6-d,+5-d +4-d +3-d+2-d, médulo 11
y se elige 4, convenientemente.

Por ejemplo, la revista Journal of Algebra tiene ISSN: 0021-8693. Esto significa que se le
asignaron los 7 digitos 0021869 y luego el digito de control. Teniendo en cuenta que:
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8-04+7-0+46-24+5-1+4-8+3-64+2-9 =0+0+124+5+4+32+18+18

=an 1+5+(-1)+7+7

E(u) 8
Si elegimos d, = 3, resulta que:

8
8 +dg =11
=0 (méd 11).

Sin embargo, el digito de control no siempre es un nimero entre 0 y 9. Por ejemplo,
para la revista Trends in Microbiology se tiene que ISSN: 0966-842X. ;A qué se debe la

“X”? Procediendo como en el ejemplo anterior, se calcula:

8:0+7-946-6+5-6+4-84+3-4+2-2 =63+36+30+32+12+4
=a(-3)+3+8+(-1)+1+4
5(11)1
con lo cual, a’s debe cumplir:
1+ds =0 (méd11)

Ahora bien, el menor niimero natural que verifica esta igualdad es Z, = 10. Cuando esto
q g ]
sucede, el digito de control se escribe “X”.

O 3. Ecuaciones de congruencia

Martin compré unas cajas de chocolates para repartir entre sus 19 companeros de divisién de la
Escuela 314. Como eran menos de 19 cajas, para darle la misma cantidad de chocolates a cada
uno, las abrid y repartié el contenido entre sus companeros. Luego de hacer esto, le quedaron 5
chocolates. Sabiendo que cada caja tenfa 12 chocolates, ;cudntas cajas repartié Martin?

Para responder esta pregunta, observemos que si Martin repartié una cantidad x de cajas
de chocolates, entonces la cantidad total de chocolates repartidos es 12 - x. Al repartir estos
chocolates entre sus 19 companeros le quedaron 5. En términos de divisibilidad, esto significa
que 12 - x tiene resto 5 en la divisién por 19 y, en términos de congruencias, que:

12-z =5 (mdd 19)

Como sabemos que 1 < x < 19, podemos determinar la cantidad x de cajas repartidas por
Martin verificando, para cada posible valor de x, si esta condicién se cumple o no.

e Six=1,serfan 12 -1 = 12 chocolates, y 12 # 5 (mdéd 19). Concluimos que Martin
no repartié una sola caja.

e Six=2,serfan 12 - 2 = 24 chocolates, y 24 = 5 (mdd 19). Entonces es posible que
Martin haya repartido 2 cajas de chocolates.

e Six=3,serfan 12 - 3 = 36 chocolates, y 36 = 17 # 5 (mdéd 19). Entonces, Martin
no repartié 3 cajas.
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Haciendo esta misma verificacién parax =4, 5, ..., 17, 18, se ve que en ningtin otro caso
la cantidad total de chocolates resulta tener resto 5 en la divisién por 19. Concluimos
entonces que Martin repartié 2 cajas de chocolates entre sus companeros.

Para resolver el problema anterior, lo que hicimos fue buscar un entero x que sea solucién
de la ecuacién 12 - x = 5 (méd 19). Teniendo en cuenta que el valor buscado estaba
comprendido entre 1y 18, nos basté con verificar cada uno de estos 18 casos. Pero esta
verificacién puede resultar ser muy larga si las cantidades involucradas son més grandes.

En lo que sigue estudiaremos ecuaciones lineales de congruencia. Se trata de ecuaciones del tipo:
a-x="b (médm)
donde m € Nya, b € Z, a# 0, estdn fijos y x € Z es la incégnita.

Comencemos resolviendo la ecuacién que aparecié en el problema de las cajas de
chocolates de Martin.

Ejempro. Hallar todos los x € Z tales que 12 - x = 5 (méd 19).

La condicién 12 - x = 5 (méd 19) es equivalente a que 19 | 12 - x - 5, es decir, a que
exista y € Z tal que:
12.2—-5=19.y
0, lo que es lo mismo, tal que:
12.2-19-y=5

Ahora, ésta es una ecuacién diofdntica como las que estudiamos en la seccién 1 de este
capitulo y que ya sabemos resolver. Procediendo como vimos alli, resulta que (40, 25)
es una solucién de esta ecuacién y luego, todas sus soluciones son los pares de nimeros

enteros (x, ) de la forma (x, y) = (40 + 19 - &, 25 + 12 - k) con k € Z.

En particular, lo que nos interesa para nuestro problema es que x es de la formax = 40 + 19 - £, que
podemos reescribir usando la notacién de congruencias como x = 40 (mdéd 19), o bien (teniendo
en cuenta que 40 = 2 (mdd 19)), como:

z =2 (mébd 19)

Observemos que esta ecuacién tiene una tnica solucién médulo 19, es decir, que existe
un tnico x, solucién de la ecuacién que satisface 0 < x, < 19 (en este caso x, = 2).

En el caso general, se puede proceder de la misma manera para llevar una ecuacién de
congruencias a una ecuacién diofdntica; para x € Z, vale que:

a-z=b(médm) < m|a-z—b < existeycZtalquea-z —b=m-y
<= existeyc€Ztalquea-x —m-y=>
<= existe y € Z tal que (z,y) es solucibon de a-x —m-y =1>b
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Se resuelve la ecuacién diofdntica asi obtenida y a partir de sus soluciones se obtienen,
como en el ejemplo, las soluciones de la ecuacién de congruencia original.

La equivalencia anterior entre ecuacién de congruencia y ecuacién diofdntica nos provee un
criterio paradeterminar cudndo unaecuacién de congruencia tienesolucion (verenla Proposicién
3.1 la condicién que dedujimos para que la ecuacién diofdntica tenga soluciones):

a . x= b(mobd m) tiene solucion < (z : m)| b

84

En particular, si 2 y m son coprimos, la ecuacion a - x = b (méd m) tiene solucidén para
todo & € 7Z. En este caso, las soluciones de la ecuacién diofintica @ -x - m-y = & son de la
forma (x +m-k, y +a -k), donde (x,, y,) es una solucién particular. Entonces las soluciones
a la ecuacién de congruencia son todos los x de la forma x = X, +m- kcon k € Z, lo que

podemos reescribir como:
x = w9 (médm)

En el caso general, si (2 : m) | b, las soluciones de 2 - x = & (méd m) son las mismas que las de:

a _ b .
(a:m)lx: (a:m) (mod

(a mm) )

(Observar que ya vimos que las ecuaciones diofdnticas asociadas a estas dos ecuaciones
de congruencia tienen las mismas soluciones).

EjemprLoO. Hallar todas las soluciones de la ecuacién 24 - x = 10 (méd 38).

Como (24 : 38) = 2 divide a 10, esta ecuacién tiene soluciones en Z. Para hallarlas,
podemos resolver la ecuacién de congruencia mds simple que se obtiene dividiendo la
ecuacién dada por 2 = (24 : 38), es decir:

24 1

sz?o (méd ?) = 12-2=5 (méd 19)
Pero esta ecuacidn es la que resolvimos en el ejemplo anterior. Concluimos entonces que
las soluciones de 24 - x = 10 (mdd 38) son los x € Z tales que:

z =2 (mdd 19)

La ecuacién planteada en el ejemplo que acabamos de resolver es una ecuacién de
congruencia médulo 38, mientras que la caracterizacién que dimos para sus soluciones es
médulo 19, que es un divisor de 38. Esto ocurre en general: dada la ecuacién de congruencia
a-x=b(méd m), si (a: m) | b, existe un Gnico entero x, con ¢ < z, < = , tal que las
soluciones de la ecuacién son los enteros x que cumplen:

T = (méd

@)
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Ejercicio 3.3. Hallar, cuando existan, todas las soluciones a las siguientes ecuaciones
lineales de congruencias:

(a) 172 =20 (mdéd 45)

(b) 84-2 =66 (mdd 270)

(c) 28 -z =30 (méd 60)

Ejercicio 3.4. Hallar todos los enteros « tales que el resto de dividir a 45 - 2 por 27 es 9.

O 4. El anillo de enteros médulo

Como vimos en la seccién 2 de este capitulo, la relacién de congruencia médulo un
naimero natural fijo 7 parte al conjunto de los enteros en 7 clases de equivalencia:

=[0ulju---U[m—1]

donde, para cada 0 < 7 < m, la clase [7] contiene a todos los enteros que tienen resto r en
la divisién por 7.

Escribiremos el conjunto de clases de equivalencia en la congruencia médulo 7 como
7 , es decir:
Lo, = {[0]7 [1]7 [ER) [m - 1]}

Gracias a las propiedades 3.4, en particular a las propiedades 1 y 3, a partir de la suma y
producto de niimeros enteros se pueden definir dos operaciones en Z , suma y producto,
de la siguiente forma:

[a] +m [B] = [a +b]

[a] ‘m [b] = [a . b]

Observemos que la propiedad “2, =, (méd m), b, = b, (méd m) = a4, + b, = a, +b,
(méd m)” nos dice que el resultado de [a]+m[b] serd el mismo sin importar qué elementos de
las clases de equivalencia [4] y [6] consideremos para hacer la cuenta (y lo mismo nos dice la
propiedad sobre el producto). En general, representamos cada clase de equivalencia médulo
m por su tnico elemento comprendido entre 0 y 72 - 1 (como hicimos més arriba).

Por ejemplo:

= {[0], (1], 2], 3], [4], [5}
Calculemos algunas sumas y productos en Z,.

l+,[B]=[1+3]=
]+6 [4] = [2+4] = [6] = [0]. En consecuencia, [4] es el inverso de [2] para la suma en L.
1+, [5]1=[3-5]=[15] = [3], ya que 15 = 3 (méd 6).

1, [5] = [25] = [1], ya que 25 = 1 (médd 6). Entonces, [5] es inverso de si mismo
para ‘el producto en Z.

4].

[1
2
(3
(5
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Podemos resumir las operaciones de suma y producto en Z_ por medio de las siguientes tablas:

+¢ |01 [ [2] (3] [4] [5] 6 [[0] [11 [2] (3] [4] I[5]
[orjfor 1 21 31 41 5 [0 |[o] [o] [o] [0] f[O] (O]
Orpnn @ B1 @ 5[l o 01 21 31 (4 5]
2121 31 [4 [51 [0] [1] [21 |[o] [2] [41 [0] [2] [4]
[31| 31 [4 [51 [01 [1] [2] [B1|[0] (3] [0] (3] [0] (3]
[41| 14 [51 [01 1 [21 [3] [4] |[0] [4] (21 [0] [4] [2]
[51][51 [01 [11 [21 [3] [4] [51|[01 (51 [41 (31 (21 [1]

Veamos algunas propiedades que cumplen las operaciones de suma y producto en Z .
En primer lugar, observamos que la asociatividad y conmutatividad de la suma y |
producto en Z hacen que + y - sean también asociativas'y conmutativas. Por ejemplo:

[a+b] 4+ [c]

= [(a+b)+|

= la+(b+¢)]

= o] +n [0+

= [a] +um ([0] +m [c])

([a] +1m [B]) +m [d]

(Andlogamente se puede ver que - es asociativay que + y - son conmutativas).
m m m

Las clase [0] es el elemento neutro de + y [1] es el elemento neutro de - . Por otra parte,
todo elemento de Z  tiene un inverso para + , ya que [4]+ [-4] = [0]; es decir, [-4] es el
inverso aditivo de [4]. Observemos que, sin embargo, no es cierto que todo elemento de
Z, tenga inverso para - .Por ejemplo, mirando la tabla de -, es claro que [2] no tiene
inverso para -, puesto que [2] - [4] # [1] para todo a.

Finalmente, al igual que ocurre en Z, las operaciones + y - estin relacionadas mediante
la propiedad distributiva del producto sobre la suma:

[a] - ([B] +m [c]) [a] m ([b+c])
— oG+
= Ja-b+a-c
= [a-b]+ma-C

= ([a] ' [B]) +m ([a] m [c])

Tenemos entonces que Z con las operaciones + 7y - definidas arriba es un anillo
conmutativo con unidad ® para cada m > 2.

OBsERVACION. Elproductodenimerosenterostienelapropiedaddequesia, b€ Zya- 6=0,
entoncesa=066=0.EstonoocurreengeneralenZ :mirandolatablade- vemosque,en
Zc’ (2] -, [3] = [0], pero [2] # [0] y [3] # [0]. Mds adn, para cada m € N compuesto,
sim=m, -m, conm >1ym, >1,resultaque

[m,] # [0], [m,] # [0], pero [ml] -, m)) =[m, - m)] =[0].

m

5 El nombre se debe a Diofanto de Alejandria, matematico del siglo Il que las estudi en su obra Aritmética.
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La propiedad vale en Z si p es primo, ya que [4] , (6] =[a-b]=[0]siysélosip|a-b
y esto ocurre siy sélosip| a0 p| b, o sea, siy sélosi[a] = [0] o [4] = [0] en Zp'

Ejercicio 3.5. Escribir las tablas de suma y producto en Z,, Z, y Z..

La “prueba del 9”. Una herramienta que puede utilizarse para detectar errores cuando se efectian
operaciones con nimeros enteros utilizando su desarrollo decimal es la llamada prueba del 9.

La idea bésica consiste en reemplazar cada ntimero natural involucrado en las operaciones
por un tnico digito, hacer luego la cuenta original con estos digitos, y comparar el digito
asi obtenido con el asociado al resultado original. El digito que se le asigna a un nimero
natural se obtiene por medio del siguiente procedimiento:

. se calcula la suma de los digitos del nimero sin tener en cuenta los 9;

. si el resultado obtenido es mayor o igual que 9, se vuelve a sumar sus digitos sin
considerar los 9;

3. se sigue asi reemplazando un ndmero por la suma de sus digitos hasta obtener un

tnico digito que, si es 9, se reemplaza por 0.

N —

Este procedimiento se basa en la propiedad “Si n = (n... nn) , entonces

, » .1 . S ek 910
n=n+..+n +n, (méd9)” Utilizando esta propiedad, no es dificil convencerse
de que el digito asociado a cada nimero es simplemente su resto en la divisién por 9y,
por lo tanto, representa la misma clase de equivalencia en Z,. Al efectuar la operacién
indicada con los digitos obtenidos y volver a transformar el resultado en un digito, no
estamos haciendo otra cosa que calcular el resultado de la operacién en Z,.

Por ejemplo, si hacemos la suma 192.545+258.672 y el resultado nos da 451.217, para
ver si hay un error calculamos:

e 192545 —>1+2+5+4+5=17—>1+7=8
e 258672 —>2+54+8+6+7+2=30—>3

Ahora efectuamos la suma de los digitos obtenidos para los sumandos: 8 + 3 = 11,
reemplazamos el resultado por un tnico digito 11 — 1+1 =[2]y lo comparamos con el
digito asociado a la suma:

© 451217 >4 +5+1+2+1+7=20—2+0=[2]

De esta manera obtenemos:
192.545 — 8

258.672 — T3

451.217 — =

Como en este caso el resultado era el correcto, ambos digitos coinciden. Sin embargo,
el hecho de que la igualdad de los digitos se cumpla no significa que la cuenta esté bien;
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por ejemplo: L 192545 — L 8
258.672 — 3
451.127 — =

Tiene dos digitos del resultado con errores.

Ahora, si los digitos obtenidos en la prueba del 9 difieren, podemos asegurar que ha
ocurrido un error, ya que lo que estamos haciendo es calcular de dos maneras distintas

la suma en Z9.

192.545 — n 8
258.672 — 3

451117 — #

En este caso, el haber obtenido como resultados 1 # 2 nos dice que hemos cometido un
error (aunque no podemos saber en cudl de los digitos).

Andlogamente, podemos aplicar el procedimiento en el caso del producto de niimeros
naturales. Si multiplicamos, por ejemplo, 192.545 X 258.672 y obtenemos por resultado
49.807.100.240, podemos darnos cuenta de que hay un error de la siguiente manera: el
digito asociado a 192.545 es 8 y el asociado a 258.672 es 3; haciendo la operacién con
estos digitos obtenemos:

8:3=24 — 2+4=[6]

mientras que, para el resultado de la cuenta original, tenemos que:
49.807.100.240 — 4+8+T7+1+2+4=26 *)2+6:

Como los digitos calculados no coinciden, concluimos que hubo un error en la cuenta.
(De hecho, el resultado correcto de esta multiplicacién es 49.806.000.240.)

0 5. Ecuaciones en Zm

Las ecuaciones de congruencia que estudiamos en la seccién 3 pueden reinterpretarse
como ecuaciones en 7Z , simplemente observando que:

a-z=b (médm) < [a] m [z] = [b] en Zp,
En lo quessigue, si queda claro en el contexto, escribiremos simplemente a para representar
al elemento [4] € Z 'y dejaremos de escribir los subindices en la suma y el producto de
Z , es decir, escribiremos + en lugar de + y - en lugar de -

Ahora la ecuacién [4] - [x] = [6] queda simplemente:

a-r=">ben Z,
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que tiene una forma mds familiar. ;Cémo resolvemos esta ecuacién? En la seccién 3
vimos como hacer esto en el caso general (resolvimos la ecuacién de congruencia). Lo que
pretendemos aqui es mostrar un camino alternativo utilizando las operaciones en Z .

La idea para “despejar” x en una ecuacién del tipo 2 - x = & es “pasar dividiendo” el
coeficiente 2. Formalmente, esto significa multiplicar ambos miembros de la ecuacién por
el inverso multiplicativo de a:

Sia! es un elemento tal que: a0t — a'-a
entonces:

O, equivalentemente:

Reemplazando este valor de x en la ecuacién vemos que, en efecto, es una solucién, ya que:
a-(@a'p)=(a-a') b =1-b=10

Asi, si queremos resolver, por ejemplo, la ecuacién 5 -x = 4 en Z7, como 3-5=1en Z7
(0 sea, 3 es el inverso multiplicativo de 5 en Z7), tenemos que:

5-x=4enZ; = 3-5-x=3-4 enZZ; = x =05 en Zy
~~
=1

y ésta es la (tinica) solucién de la ecuacién en Z..

Esto nos dice que cuando « € Z_ tiene inverso multiplicativo 2! € Z , la ecuacién @ - x = &
tiene una dnica solucién, x = 4! - 4. En cambio, si « € Z, no tiene inverso multiplicativo,
la ecuacién a - x = b puede no tener soluciones o tener mds de una solucién. Por ejemplo, la
ecuacién 2 - x = 1 en Z, no tiene solucion, ya que es equivalente a la ecuacién de congruencias
2.x=1(mbéd 4)y (2:4) =2, que no divide a 1. Consideremos, por otro lado, la ecuacién:

2.2 =2 enZy

A simple vista, deducimos que x = 1 € Z, es una solucién de esta ecuacién. Pero no es
la tnica: x = 3 € Z, también lo es.

Ya vimos que, para un nimero natural 7 cualquiera, no todo elemento de Z  tiene inverso
multiplicativo. Por ejemplo: recién vimos que 2 € Z, no tiene inverso multiplicativo.
Tratemos de caracterizar los elementos que si tienen inverso.

Sea m € N fijo. Dado 2 € Z , un inverso multiplicativo parazen Z _esun elementox € Z

tal que:

a-z=1 enZ, o,equivalentemente, a-z =1 (médm)
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Sabemos que esta tltima ecuacidn tiene solucién si y sélo si (2 : m) divide a 1; pero para
que esta condicidn valga, necesariamente debe ser (2 : 72) = 1. En definitiva:

a € 7. tiene inverso multiplicativo siy solo si (z : 72)=1.

Por ejemplo:

e en 7, los tGnicos elementos que tienen inverso multiplicativo son 2= 1y 2 = 5, ya
que 1 y 5 son los tnicos enteros comprendidos entre 0 y 5 que son coprimos con 6
(comparar con la tabla de -, en la seccién 4);

e todos los elementos de Z7, salvo el 0, tienen inverso multiplicativo, porque (z:7) = 1
para todo 1 < 4 < 6;

e en Z,, los elementos que tienen inverso multiplicativo son las clases de los niimeros

impares, es decir, 1, 3, 5y 7.

Es claro que 0 € Z no puede tener inverso multiplicativo para ningtin 7 > 2, puesto
que0-x=0=1 para cualquier x € Z . Pero, por ejemplo, en Z , todo elemento « # 0
tiene inverso multiplicativo. Nos preguntamos, ;cémo son los 72 € N para los cuales
todo elemento 4 Z , a # 0, tiene inverso multiplicativo? Por lo que vimos antes,
esto es equivalente a que (2 : m) = 1 para todo « tal que 1 < 2 < m - 1. Esto ocurre si
m es primo: en este caso, los Gnicos divisores positivos de 7 son 1y m, con lo cual, si
1 <a<m-1, el tnico posible divisor positivo comin de 2y m es 1; luego, (2 : m) =
Por otro lado, si 7 no es primo, entonces 7 puede escribirse como un producto de dos
ntmeros naturales menores que 72, es decir, m =a - a'con 1 < a, a' < m. Entonces a €
Z, es no nulo y no tiene inverso multiplicativo, ya que (z: m) = a # 1.

Un anillo conmutativo con unidad en el que todo elemento no nulo tiene inverso
multiplicativo se llama un cuerpo. El razonamiento anterior prueba que:

TEOREMA 3.5. Zm es un cuerpo si y solo si m € N es primo.

EjErcicio 3.6.
1. Hallar los inversos multiplicativos de todos los elementos no nulos de Z..
2. Determinar todos los elementos de Z , que tienen inverso multiplicativo y hallar
dichos inversos.

Volviendo a las ecuaciones lineales, el resultado anterior nos dice que, si 7 es primo y
a#0 €7, ,laecuacién a - x = b tiene un tinica solucién en Z . Cuando 72 no es primo,
la ecuacién 4 - x = b tiene solucién en Z_ si iy s6lo si (a: m) | b. En caso que esto ocurra,
existe un tnico entero x. con 0 < xg < CED] tal que las soluciones son todos los enteros
x que cumplen = = g fmod (any b es decir, los enteros de la forma = = xo + k-
con k € 7Z. No es dificil ver que:

(a: m)

ﬁ 2o+ ((a:m) — 1) —=

zo, To + , To+2-

(a:m)

(a:m)
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pertenecen a clases de equivalencia distintas en Z_y que
cualquier otro entero de la forma wo + k - 77 pertenece
ala clase de alguno de ellos. Concluimos que:

Si (@ : m) | b, la ecuacién a . x = b tiene exactamente
(a : m) soluciones distintas en Z _, que son de la forma

o . o+ k- — con 0 <k < (a:m)
Ejercicio 3.7. Para cada una de las siguientes ecuaciones, (a:m)
determinar si tiene soluciones y, en caso afirmativo, hallarlas: para algin x, tal que 0 < x, < 2
®5.x =4denZ,
® 6-x =10enZ,
® 20-x=12en 7,

O 6. Teorema chino del resto

Lorena y sus amigas juegan al Corazones, que es un juego de cartas que se juega con un mazo de
cartas francesas, sin los comodines (son 52 cartas). No vamos a entrar en los detalles del juego,
simplemente diremos que al comienzo de cada mano de Corazones se reparten las cartas de manera
que todos los jugadores tengan la misma cantidad (eventualmente pueden sobrar algunas).

En el caso de Lorena y sus amigas, aunque ellas no lo saben, al mazo de cartas con el que
estan jugando le faltan algunas cartas. En la primera mano juegan 5 de las amigas; Lorena
reparte todas las cartas que puede y le sobran 2. En la mano siguiente, juegan 4 y sobran
3 cartas (estaban un poco distraidas y no se dieron cuenta de que esto no puede ser).
Finalmente, juegan una tltima mano entre 3 de las amigas y al repartir las cartas sobran 2.
En este momento Lorena, que no estaba jugando porque habia salido tltima en la mano
anterior, se da cuenta de que no puede ser que sobren 2 cartas (;cémo lo supo?).

Lorena se pregunta cudntas cartas faltan en el mazo y decide intentar calcular este nimero
sin interrumpir el juego (o sea, jsin contar las cartas!). Haciendo memoria sobre lo que
ocurrié en las manos anteriores, razona como sigue:

Six es la cantidad de cartas que hay en el mazo, entonces

Como la cantidad de cartas es x < 52, por la condicién x = 2 (méd 5), Lorena deduce que:

x €{2,7,12,17,22,27,32,37,42,47,52}
De entre estos posibles valores, se queda con los que ademds cumplen que x = 3 (mdd 4), es decir
x € {7,27,47}
y de estos, busca los que cumplen que x = 2 (méd 3). El dnico valor con esta propiedad

resulta ser: v
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Lorena concluye que estdn jugando con 47 cartas, es decir, que faltan 5 en el mazo.

El problema general que trataremos en esta seccion es el de la resolucion de sisternas de
ecuaciones de congruencias. Més precisamente, dados my,m, ....meNya,a,..,aec L, se
busca hallar todos los x € Z tales que:

(méd my)
az  (méd ms)

8 8
I
S
5

z=a, (médm,) (3)

Un sistema de ecuaciones de este tipo no siempre tiene solucién; por ejemplo, el sistema:

{a:El (méd 2)
r=4 (méd 6)

no tiene soluciones. En efecto, la condicién x = 4 (méd 6) implica que x = 4 (mdd 2)
(por la propiedad 6 de la Proposicién 3.4). O sea, un entero x que satisface la segunda
ecuacién debe ser par. Pero la primera condicién, x = 1 (méd 2), pide que x sea impar.

Una situacién en la que podemos asegurar que el sistema de ecuaciones de congruencias
si tiene soluciones es cuando los médulos m,, ... ,m_son coprimos de a pares, es decir, si
dos cualesquiera de ellos son coprimos.

Teorema 3.6 (Teorema chino del resto”). Sean m,m, ... ,m € N coprimos de a pares, y sean
A, dy ..., d € Z.. Entonces existe un vunico x, € Z con 0 < X, <m, - m, ..m quees solucién

del sistema de ecuaciones:
x
x

ap  (médmy)
az  (méd my)

z=a, (médm,)

9 ademds, un entero x es solucion de las ecuaciones si y sélo si:
x=x9 (médmy -ma---my)

DEMOSTRACION. Existencia. Haremos la demostracién por induccién en 7, la cantidad de
ecuaciones del sistema. Para 7 = 1 no hay nada que hacer, ya que el sistema es en realidad
una Unica ecuacién de congruencia.

Supongamos que el enunciado vale para sistemas de 7 ecuaciones y consideremos un
sistema de 7 + 1 ecuaciones:

8
Il

ay (méd my)

an (méd my,)
Gpt1 (méd mn+1)

8
1]l

" El origen de este teorema es un problema similar al que planteamos al comienzo de esta seccion que aparece en el Manual Mate-
mético escrito por Sun Zi alrededor del afio 300. Un método para resolver este problema en el caso general fue dado en el Tratado de
Matemética en Nueve Secciones, escrito por Qin Jiushao en 1247.
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con (m;: m]_) = 1 para todo 7 # j. Por la hipétesis inductiva, el sistema formado por las
primeras 7 ecuaciones es equivalente a una tnica ecuacién de congruencia:

z=A (médmy---my)

para un (Ginico) entero A con 0 < A < m, ...m . Esto dice que los enteros x que cumplen las
primeras 7 ecuaciones son aquéllos de la forma x = M- Q + A con Q € Z, donde M= m, ...m..

Las soluciones del sistema original son los x de esta forma que ademds cumplen la Gltima
ecuacién; o seax=M- Q+ AparaQ e Ztalque M- Q+A=a, , (médm ). Ahora,

esta tltima condicién es equivalente a la ecuacién de congruencia:
M- -Q=apt1 —A (méd my,1)

Como por hipétesis (m2: m ) = 1 para cada 1 < < n, entonces M = m, ...m resulta también
coprimo con 72y, por lo tanto, la ecuacién anterior tiene solucién. Mds atn, las soluciones

son de la forma:

Q =q (méd mn+1)

para un tnicogcon 0 < g <m_, es decir, de la forma Q = m .- k+qconkeZ. En
definitiva, las soluciones del sistema son los x € Z tales que:

r = M-Q+A
= M- -(mpi1-k+q +A
= M-mp1-k+M-qg+A
= (e M) B (M g+ A)

Llamando x, =M. q+A,estoes equivalente a la ecuacién:

x=x9 (Médmy---my - Myyr)

ComoO<g<m -1y0<A<M-1,resultaque

OSxogM’(mn+1_1)+M'IZM.mnH-l:ml "'mn.mrﬂrl-l'

Unicidad. Supongamos que 0 < x, < x', <m, ..m son dos soluciones del sistema dado.
Entonces x, = x| (méd m) para cada 1 < 7 < 7 (ya que ambos son congruentes a ); es
decir, 72, | x| - x, paratodo 1 <7 < n. En otras palabras, x| - x, es un maltiplo comiin de
m,, ... ,m . Pero como m,, ... ,;m son coprimos de a pares, su minimo comtn multiplo es

1 7 . 1 . .
m, ...m ;luego, X' - x, es multiplo de m, ...m . Como 0 <x' -x <m, ..m,estoimplica

ue necesariamente x' . - x. = 0, es decir, X' = x .
0 "% 0o =%

El teorema nos asegura que, si los médulos son coprimos de a pares, vamos a encontrar una
solucién x; (y sélo una) para el sistema (3) que cumple 0 < x; <, - m, ...m ,'y que todas las
soluciones del sistema son los enteros de la forma x = 7, - m, ...m - k + x, con k € Z.

Aritmética modular

93



Algoritmo para resolver el sistema (3) si#z,, ...
de a pares.

,71, SON COPrimos

* Definir M, = m, y A, = a,. De la primera ecuacién, x = 4,
(mdd 7m2,), se deduce que las soluciones son de la forma
x=M, .Q +A conQ €Z.

eParai=1,..,n-1:

resolver M; - Q; + A; = a; 11 (méd myyq)

(dond.e la incgnita es Q). Scfa g, € Zcon0<gq, <m,, tal que las
soluciones de esta ecuacién son Q, = g, (méd mM):

definir M; 1 = M;-miy1, Ajyr=M;-q+ 4

Entonces las soluciones del sistema formado por las primeras 7 + 1
ecuaciones son de la formax=M, . Q  +A conQ,  €Z.
i+l +1 i+1 +1

* Dar como respuesta x = A4 _(méd M ).

Saber que hay una solucién en un rango acotado nos
permite hallarla por busqueda exhaustiva (si es que
el rango no es demasiado grande). Como Lorena
en el ejemplo, buscamos todos los enteros x con
0<x<m, -m,..m talesquex=a, (mddm,);deestos
nos quedamos con aquellos que también cumplen
que x = 4, (méd m,), y seguimos asf, agregando
en cada paso una restriccion, hasta llegar a tener un
tinico elemento en la lista. Sin embargo, para valores
grandes de 72, ... ,m_esta busqueda puede volverse
tediosa. Resulta entonces mds conveniente proceder
resolviendo las ecuaciones sucesivamente.

Ejemrro. Hallar todos los x € 7Z tales que:

r=14 (mdd 49)
z =17 (méd45)

Como (49 : 45) = 1, el Teorema chino del resto
asegura que el sistema tiene soluciones y que tiene

una unica solucién x, con 0 <x < 49.45 = 2.205. Buscaremos la solucién resolviendo

sucesivamente las ecuaciones.

Las soluciones de la primera ecuacién, x = 14 (méd 49), son todos los enteros x de la forma:

r=49-q+ 14, conqg€eZ

De entre todos los posibles g, nos interesan aquéllos que hacen que se cumpla la segunda
ecuacion, x = 17 (mdd 45); en términos de ¢, esto es que 49 - g + 14 = 17 (méd 45). En
definitiva, nos queda una ecuacién lineal de congruencia; basta determinar los ¢ € Z tales que:

49-q =3 (mdbd 45)

Acd vemos la importancia de que (49 : 45) = 1, que es lo que nos asegura que esta
ecuacién, y por lo tanto también el sistema original, tiene solucién. Reduciendo médulo
45, la ecuacién anterior queda 4 - g = 3 (mdd 45) y vemos que una solucién es g, = 12
(en el caso general, resolvemos la ecuacién de congruencia como vimos en la seccién 3);
luego todas sus soluciones son los g = 12 (méd 45), es decir:

q=45-k+12, conkecZ

Finalmente, concluimos que las soluciones del sistema son todos los enteros x de la forma

x=49-9g+14=49-(45-k+12) + 14=49 - 45 - k+ 602 = 2.205 - k + 602, con k € Z.

En el caso de un sistema de ecuaciones de congruencia en el que los médulos no son coprimos, lo
que puede hacerse es tratar de reducirlo a otro en el que si lo sean. Para hacer esto, la observacién
fundamental es que si 72 = m, - m, ... m_conm,, ... ,m_coprimos de a pares, entonces:
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z=a (médm;)
z=a (médm) <

x E a (médm,)
EjemrLo. Hallar todos los x € Z tales que:
z=3 (méd12)
z=9 (méd14)

Tenemos que:

xz3(méd12)(:>{§i§ Eiggi; @{iio Eiggig
ng(méd14)<:>{§§g Eﬁgi?; @{i; Eﬁﬁi?i

Aqui los médulos no son coprimos de a pares, (4 : 2) = 2, pero vemos que la validez de la
segunda ecuacién implica la de la tercera. Luego, podemos suprimir esta tltima y resolver el

sistema que queda:
z=0 (méd3)
z=3 (méd4) <= z=51 (m6d3-4-7)
=2 (médT)

Concluimos que las soluciones del sistema dado son los enteros de la forma

x=84-k+51conkelZ.

Ejercicio 3.8. Un grupo de amigos va a cenar a una pizzerfa. Cuando llega la cuenta, en la
mesa son 10 personas; si todos ponen la misma cantidad (entera) de dinero, recolectan $6
més que lo que debian pagar. En ese momento vuelve a la mesa Martin (es decir, en realidad
eran 11 amigos y no 10). Reparten entonces los gastos entre los 11, y sobran $10. Sabiendo
que juntaron mds de $100, ;cudnto es lo minimo que puede haberles costado la cena?

Ejercicio 3.9.

e Hallar todos los enteros que tienen resto 1 en la divisién por 3, resto 2 en la divisién
por 5 y resto 5 en la divisién por 7.

e Hallar, si existen, todos los enteros que tienen resto 8 en la divisién por 12 y resto 6
en la divisién por 20.

0O 7. Pequeno teorema de Fermat

Como vimos en uno de los ejemplos de la seccién 2, los restos de dividir las sucesivas potencias de
un entero # por un entero 7 se repiten en algin momento (porque hay sélo una cantidad finita
de restos posibles, mientras que consideramos infinitas potencias). Para simplificar los cilculos,
es til conocer un exponente donde ocurre esta repeticion. El pequerio teorema de Fermar® es un

8 Este teorema fue enunciado originalmente por Pierre de Fermat en una carta en 1640. Aungue se supone que Leibniz lo demostré unos
pocos afios después, fue recién en 1736 que Euler publicd la primera demostracion. Més adelante, en 1760, Euler también probé una
generalizacion del teorema.
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resultado fundamental que nos da esa informacién.

TeoremA 3.7 (Pequenio teorema de Fermat). Sea p € N un primo. Para cada a € 7. que no es
miiltiplo de p, vale que a?' =1 (méd p). Mds asin, para todo a € 7. vale que a?= a (méd p).

DEMOSTRACION. Sea z € Z no divisible por p. Sea [a] € Z la clase de equivalencia de 2. Tenemos
que [4] # [0]. Consideremos el conjunto Z * de todos los elementos no nulos de Z

Vamos a multiplicar cada elemento de Z~ por [4] y a mirar el conjunto obtenido de esta
manera. Observemos quesi [4], [¢] € Z Y la [ |- [6] = 4] - [¢], necesariamente [&] = [¢] porque
podemos multiplicar ambos miembros 'de la primera igualdad por el inverso multiplicativo
de [4]; en particular, [4] - [6] # 0 si [6] # 0. Entonces, deducimos que el conjunto:

la] - Z5 ={la] - [1],[a] - [2],. .-, [a]-[p— 1]}

estd formado por p - 1 elementos del conjunto Z* distintos entre si. Como Z tiene a su
vez p - 1 elementos, concluimos que [4] - Z; contiene a todos los elementos de Z;, es

decir, que [4] - Z; = Z;.
Multiplicando los elementos de [4] - Z obtenemos, por un lado:

([a]-(1]) - ([a] - [2]) - ---- ([al-lp=1) = [a"="-(]-[2] - p—1)

Por otra parte, como [4] - Z* Z* , el producto de estos elementos es el producto de los
elementos de Z (eventualmente 'hecho en otro orden), o sea:

([a]-1)) - ([a] - (2) -+~ ([a] - p=1]) = [1]-2]-----[p—1]

Igualando ambas expresiones para el producto, resulta que:
[P 120 (=D =120 (p—1)]

Como p no divide a 1-2-...-(p - 1), puesto que es primo y no divide a ninguno de los
factores, tenemos que [1-2-...-(p - 1)] # [0], con lo que tiene inverso multiplicativo en Z
y, multiplicando la igualdad anterior por dicho inverso, deducimos que:

[~ =1
0, en términos de congruencias:

a? ' =1 (méd p)

Para terminar, observemos que multiplicando ambos miembros de esta congruencia por 2

obtenemos que:
9 a? = a (méd p)
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Pero esta igualdad vale también cuando p | 4, ya que en este caso 2 = 0 (méd p) y
también @/ = 0 (mdd p).

OBSERVACION. Sea p € N primo y sea 2 € Z no divisible por p. Entonces "= 4" (méd p) si
n'y m son nlimeros naturales tales que 7 = 7 (méd p - 1). En particular, si 7, | es el resto
en la divisién de 7 por p - 1, entonces "= a’»"' (méd p).

En efecto, suponiendo que 7 2 m, si n = m (mdd p - 1), tenemos que n=m + k- (p - 1)
para algiin # € N ; luego:
at = anH—k-(p—l)

—qm. (ap—l)k

=am-1*

=a™ (méd p)
donde la antetltima congruencia es consecuencia del pequefio teorema de Fermat.
Ejempro. Hallar el resto en la divisién de 3'4* por 11.

Por la Proposicién 3.3, sabemos que el resto buscado es el tnico entero 7con 0 < 7 < 11 tal
que 3% = 7 (méd 11). Ahora, por la observacién anterior, como 1.423 = 3 (méd 10)
tenemos que:
31.423 = 33
=5 (moéd 11)
Luego, 7= 5.

Mencionemos, para concluir esta seccién, que como consecuencia del pequefo teorema
de Fermat podemos obtener una expresién explicita para los inversos multiplicativos de los
elementos de Zp’ si p € N es primo: ¢/ inverso multiplicativo de un elemento a € Zp, a#0, es
a’?e Zp' En efecto, tenemos que - a? 2 =a’~' =1en ZP, conloquea'=a?? en Zp'

Ejercicio 3.10. Hallar el resto en la divisién de @ por 7 en los siguientes casos:
e 4=129""" m=7.

o 2=129"", m = 35. (Sugerencia: calcular el resto en la divisién por 5y por 7 y usar el
teorema chino del resto).

O 8. Aplicacién: Tests de primalidad

Un test de primalidad es un procedimiento para determinar si un entero dado es primo o no lo es.

Dado 7 € N un posible test de primalidad consiste en verificar si 7 es divisible por algin entero
m tal que 2 < m < \n. Si algiin m, € Ncon2 <m, < 7 divide a 7, es claro que 7 es compuesto
(hemos encontrado un divisor propio de n). De lo contrario, podemos asegurar que 7 es primo
por el Lema 2.8 del capitulo 2. Este procedimiento nos permite decidir con certeza si 7 es primo.
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Sin embargo, para valores grandes de 7, la cantidad de operaciones a realizar (y por consiguiente,
el tiempo que lleva hacerlas) puede resultar demasiado grande a los fines practicos.

El pequefio teorema de Fermat ha dado lugar a tests de primalidad probabilisticos
alternativos. La idea es que el método no nos permite determinar con certeza si 7 es
primo, sino que podemos saberlo pero con cierta probabilidad de error.

8.1. Test de primalidad de Fermat

Este procedimiento funciona como explicamos a continuacién:

e dado # € N, se elige al azar un entero z tal que 2 < 2 < 7 - 1 y se calcula 2" (méd »);
o sia"' #1 (mdd n), la respuesta es que 7 es compuesto;
o sia"' =1 (méd n), la respuesta es que 7 probablemente sea primo.

Observemos que en caso que "' Z1 (mdd 7), podemos estar seguros de que 2 no es
primo, porque el pequeno teorema de Fermat nos dice que de serlo, deberia ocurrir que
a"' =1 (méd n) sin importar qué valor de 2 hayamos elegido.

Ahora bien, si 7 es compuesto puede ocurrir que ' = 1 (méd 7) para algin « tal que
2<as<mn-1. Porejemplo, para z =91 =7 - 13 (jque no es primo!) y « = 3 se tiene que
3% = (39" =729" =, 1 =, 1. Es por este motivo que no podemos estar seguros
de que 7 sea primo si la congruencia vale.

Sin embargo, si existe algiin 2 coprimo con 7 tal que #”' #1 (méd 7), entonces lo
mismo ocurre para al menos la mitad de los posibles 2 < 2 < 7 - 1. Esto se debe a
que, si @, ..., a_son todas las bases para las cuales pzl,"*l = 1 (mdd »), entonces
(a-a;)" ! a?’l =(n) | =(n) a” 1 Fm 1 Vs ademés, a- da, ., a- a son
todos distintos mddulo 7, ya que « es coprimo con 7. Asi, hay una probabilidad
menor que 1/2 de que eligiendo « al azar se verifiquea" ™" =1 (médn) . Si el proceso
se repite k veces, la probabilidad de que en todos los casos resulte 27! = 1 (méd »)

es 1/2% (muy chica si  es grande!).

= a”fl .

El problema es que hay enteros compuestos 7 para los cuales "' = 1 (méd 7) para todo
a coprimo con 7. Estos enteros se conocen como nzimeros de Carmichael y el hecho de
que sean compuestos los hace dificil de detectar para el test de Fermat (sélo nos damos
cuenta de que 7 es compuesto si justo elegimos un « tal que (2 : 7) # 1).

El menor de estos nimeros’ es 7 = 561; veamos que tiene la propiedad mencionada, es
decir que:
a®® =1 (méd 561)

® Este ntimero fue encontrado por Carmichael en 1910, de ahi el nombre que reciben los enteros con esta propiedad.
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para todo « € Z con (a: 561) = 1. Como 561 =3 - 11 - 17, para probar lo anterior basta ver que:

a®® =1 (méd3)
a®® =1 (méd11)
a®® =1 (méd17)

Estas congruencias son consecuencia del pequeno teorema de Fermat: en efecto, si (2: 561) = 1,
tenemos que 2 no es maltiplo de 3 ni de 11 ni de 17, y el teorema asegura entonces que:

a>=1 (m6éd3), a'®=1 (méd11), a'®=1 (méd17)
con lo cual:

8.2. Test de primalidad de Miller-Rabin

Este procedimiento alternativo para determinar si un entero dado es primo o no se basa
en el pequeno teorema de Fermat més el hecho fundamental de que:

z2=1 (médp) <= z=1 (médp) o z=-1 (médp)

Esta equivalencia vale ya que, si p es primo, entonces p | x* -1 = (x - 1) - (x + 1) si y sélo si
p|x-1o0p|x+1 (recordar que un niimero primo divide a un producto siy sélo si divide a alguno
de los factores). Més precisamente, ambos resultados se combinan en la siguiente propiedad:

PROPOSICION 3.8. Sea p un primo positivo impar. Factoricemosp-1=¢-2"conre Nyre N
impar. Entonces, para cada a € 7 que no es miiltiplo de p se tiene que:
a'=1 (médp) o at? =1 (méd p) para algin 0 <k <r
DEMOSTRACION. Por el pequefio teorema de Fermat, sabemos que ¢*?" = 1 (méd p).
o] . I8 r—1
Como 72 1 porque p - 1 es par, podemos escribir /2" = (¢*2" )2 conr-1 e N,y
tenemos que:
(a*? )2 =1 (méd p)

Por lo que observamos mds arriba, esto equivale a que:

at? =1 (médp) o a? =1 (méd p)
Si ¢t = -1 (méd p), se verifica la segunda condicién del enunciado con
k=r-1.Delo contrario, resultaque a'2" =1 (méd p). Si » - 1 = 0, esto es

simplemente la primera de las condiciones del enunciado. Finalmente, si 7 - 1 2 1,
. . . r—1 . or—2 ,
repitiendo el razonamiento anterior para a*2?" ", deducimos que a"?" " =1 (méd p)

0at? = -1 (médp).
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Siguiendo de la misma manera, o bien se llega en algin momentoaun £con 0 < k<7r-1
tal que a*?" = - 1(méd p), o bien resulta que 2* =1 (méd p).

El test de primalidad de Miller-Rabin funciona entonces como sigue:

e dado 7 € N impar, se escribe #- 1 =7-2"conr € Ny ¢ € N impar;

o sceligeatal que2 <a<n-1 alazar

e secalculag’(méd 7). Sia'=1(méd n) o a’=-1(mdd ), decimos que 7 probablemente
sea primo; ) . -

e sino, se calculan sucesivamente a'?=(a’)? a**'=(a"?)? ..., a"* =(a"* ")?...(mdd p)
hasta obtener como resultado -1, o bien hasta llegar a a2 . Sien algun paso el
resultadoes af? = -1 (méd ), decimos que 7 probablemente sea primo. De lo

contrario, tenemos que:
a'#1 (médn) vy at?* # —lparatodo 0 <k<r—1

y; por la proposicién anterior, podemos asegurar que 7 es compuesto.

Se puede ver que si 7 es compuesto, la propiedad:
a'=1 (médn) o at? =-1 (méd n) para algin 0 < k < r

se cumple a lo sumo para la cuarta parte de los  tales que 1 < 2 < 7 - 1. Es decir, que la
probabilidad de que para un # compuesto el test diga que 7 probablemente sea primo es
alo sumo 1/4. Esto nos dice que repitiendo el test para distintos valores de 2 podemos

hacer que la probabilidad de obtener una respuesta incorrecta sea muy chica.

Ejempro. Apliquemos el test de Miller-Rabin a 7 = 561.

Escribimos 7 - 1 = 560 = 35 - 24,

e Elegimos « tal que 2 < 2 < 560, por ejemplo, 2 = 2.

e Calculamos 2 = 263 (méd 561). Como 2% #1 (méd 561) y 2% #-1 (méd 561),
continuamos.

e Elevamos al cuadrado sucesivamente:

o (2¥)2 =263 =166 #-1 (méd 561)
o 29" =166 = 67 #-1 (méd 561)
e 2 = 672= 1%-1(mbd 561)

Concluimos que 561 es compuesto.

0 9. Aplicacién: criptografia

La criptografia se encarga de estudiar cdmo enviar mensajes de manera secreta. El
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objetivo es que solamente el receptor a quien queremos enviarle el mensaje pueda
leerlo y entenderlo, es decir, que si otra persona (en particular, alguien que nosotros no
queremos que lea el mensaje) logra acceder a la informacién, no pueda interpretarla.

Para esto se utilizan distintos métodos de encripracién y, esencialmente, el proceso funciona
como explicamos a continuacién:

e cl emisor encripta el mensaje, es decir, convierte la
informacién original o texto plano en texto cifrado,
que en apariencia no tiene sentido,
se transmite el texto cifrado,
el receptor desencripta el mensaje recibido, es decir,

lo vuelve a su forma original. m-—[e]l— ¢ —[d]sm

El texto plano del mensaje 7z es encriptado por el emisor
usando un método[ e]; el resultado es el texto cifrado ¢ que
se transmite al receptor, quien lo desencripta por medio de

@para recuperar el mensaje original 7z.

Emisor Receptor

Lo importante en este esquema es que si el texto

cifrado es interceptado por quien no es el receptor, sea
muy dificil o mejor atin, imposible, de descifrar.

Procedimientos de este tipo se han utilizado desde la antigiiedad: por ejemplo, se cuenta que
Julio César utilizaba un esquema de encriptacién basado en una tabla como la siguiente:

O A|D 13| N | Q
1] B|E 14|l O | R
2| C|F 15| P |'S
3| D|G 16) Q| T
4| E[H 17| R | U
S F |1 18|l S|V
61 G |J 9| TIW
7]l H|K 20|l U | X
8l I |L 21| V | Y
91 J [M 2(| W | Z
10| K | N 23| X | A
1| L|o 24{| Y | B
12| M| P 25| Zz | C

La segunda columna de estas tablas contiene, ordenadas, las 26 letras del alfabeto. La tercera
columna, también contiene todo el alfabeto ordenado, pero comenzando desde la letra D y
volviendo a comenzar con la A una vez que se termina. Para encriptar una palabra, se reemplaza
cada una de sus letras por la ubicada a su lado en la tabla anterior. Por ejemplo, la palabra

ATAQUE

se codifica como
DWDTXH.

Para desencriptar se utiliza la tabla de manera inversa: se lee en la tercera columna y se
busca su interpretacién en la segunda.

El mecanismo para encriptar resulta ser simplemente reemplazar cada letra por la que
estd tres lugares mds adelante en el alfabeto, leyéndolo en forma circular (o sea, “abc ... x
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yzab ..”),y para desencriptar, reemplazar cada letra por la que estd tres lugares antes.

Podemos interpretar esto en términos matemdticos como sigue: representamos cada letra
por un elemento x € Z, (el nimero ubicado en la primera columna de las tablas) y para
encriptarla calculamos:

e(x) =x+3 enZsg

y escribimos la letra representada por el elemento obtenido. Por ejemplo:

e laletra Q corresponde al elemento 16 € Z,; para encriptar, calculamos 16 + 3 = 19
en Z,, y buscamos a qué letra corresponde: la T;

e laletra Y corresponde a 24 € Z,; para encriptar, calculamos 24 + 3 = 1en Z,_ y
buscamos a qué letra corresponde el resultado: la B.

Para desencriptar, reemplazamos cada letra por el elemento correspondiente y € 7Z,,

y calculamos:
d(y) =y—3 enZyg

Por ejemplo, para desencriptar la letra C, que corresponde al elemento 2 € Z,,
calculamos 2 - 3 = 25 en Z,, y buscamos a qué letra corresponde: la Z.

Es fdcil generar nuevos métodos de encriptacién que funcionen de esta manera,
observando que e y d no son otra cosa que una funcién biyectiva e : Z,, — Z, y su
inversa d = e”'. Por ejemplo, podriamos tomar e(x) =3 - x+4yd(y) =9 -y + 16.

Elinconveniente de los métodos de encriptacién como éste, en los que cada letra se reemplaza
siempre por el mismo simbolo, es que son ficilmente vulnerables. Dado un texto encriptado
de esta manera, si se analiza la frecuencia con que aparecen los distintos caracteres es posible
descubrir qué letras representan (por ejemplo, las vocales A y E aparecen con mucha frecuencia
en un texto; lo mismo ocurre con consonantes como la S o la T).

Por este motivo, para aplicaciones en las que la seguridad es muy importante, se utilizan
otros métodos mis sofisticados. En lo que sigue, introduciremos el algorizmo RSA, ideado
por Ron Rivest, Adi Shamir y Leonard Adleman en 1977. Este procedimiento hace uso
de dos claves: una clave piblica, que puede ser conocida por todos y se utiliza para
encriptar, y una clave privada, que sélo debe conocer quien recibird el mensaje, y que se
usa para desencriptar. Al igual que el ejemplo bdsico que vimos antes, el algoritmo RSA
se basa en célculos de aritmética modular, en este caso, potenciacién en lugar de suma.

Supongamos que Andrea le va a enviar un mensaje a Belén. Para armar las claves, Belén
procede como sigue:

e genera dos primos grandes al azar p # ¢, aproximadamente del mismo tamafio;

o calculan=p-gyen)=@p-1)-(¢-1);

e clige un entero e tal que:

l<e<ep(n) y medleen))=1
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El par (¢, 7) es la clave pablica que Belén da a conocer.
e calcula el inverso de ¢ en Zw), es decir, obtiene el tnico & con:

l1<d<e(n) y e-d=1 (méde(n))
El par (d, n) es la clave privada que Belén guarda en secreto.
Ahora, para mandar el mensaje, Andrea lo representa por un nimero mconl <m<n-1ly

coprimo con 7 (si el mensaje es largo, lo separa en partes y lo representa por varios niimeros),
y luego lo encripta usando la clave publica de Belén:

e(m) =m®

en Z,

Finalmente, envia el resultado ¢ = e(m2) a Belén.

Belén recibe ¢y lo desencripta usando la clave privada que sélo ella conoce:

EjemrLo. Supongamos que Andrea quiere mandarle el mensaje 7 = 87 a Belén. En
primer lugar, Belén genera las claves:

o cligep=11,9=17;

e calculan=11-17 =187y ¢(n) =10 - 16 = 160;

e clige un entero ¢ tal que 1 < ¢ < 160 y mcd(e, 160) = 1, por ejemplo e = 7. Hace
publica la clave (7, 187);

e busca el inverso de e = 7 en Y/ decir, resuelve:

7-d=1 (méd 160)

obteniendo 4 = 23 (ya que 7-23 = 161 = 1 (mdd 160)). Entonces (23, 187) es la
clave que Belén se guarda para desencriptar el mensaje de Andrea.

Una vez que tiene la clave (¢, 7) = (7, 187), Andrea encripta su mensaje 72 = 87 calculando:
m¢ =87" en Zigr
Para esto, haciendo las cuentas en Z,, calcula:
87% = 7.569 = 89
874 = (87%)% = 892 = 7.921 = 67

877 = 87124 =871 . 872 . 871 =87-89 - 67 = 43

Envia entonces e(87) = 43.
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Finalmente, Belén desencripta la informacién recibida usando su clave privada (4, 7) = (23, 187),
nuevamente calculando en Z,:

43% = 1.849 = 166

43* = (43%)2 = 1662 = 27.556 = 67

438 = (43%)2 = 672 = 4.480 = 1

4310 = (4382 =12 =1

43%8 = 1116+44241 = 1116114 .112. 11 = 1-67 - 166 - 43 = 87

Obtiene de esta manera, d(43) = 87, que es el mensaje original que Andrea queria enviarle.

Veamos que en cualquier caso, si Belén recibe ¢, entonces d(c) = 7, el mensaje original. Es
decir, Belén siempre descifra correctamente el mensaje. Recordando que ¢ = e(m), esto es
equivalente a verificar que:

d(e(m)) =m

Ahora bien, d(e(7)) = (e(m))’= (m°) = m“* en Z ; con lo cual, debemos ver que:
m¢?=m enZ,
o equivalentemente, que:

med =

m (méd n)
Para esto utilizaremos el pequefo teorema de Fermat. En primer lugar, recordemos que
como 7 = p - g con py g primos distintos (y por lo tanto, enteros coprimos), vale que:

m®? =m (méd p)

me? =m (méd q)

m®? =m (médn) < {

La eleccién de las claves 4 y e se hizo de manera que ¢ - 4 = 1 (méd ¢(n)), donde
@(n) = (p-1)-(g-1). Entonces, existe # € Z tal que ¢ - d=1+(p-1) - (- 1) - k, y, por
lo tanto:

med — mite-1(a=1)k _ (mp—l)(q—l)-k
Mirando ahora médulo p y teniendo en cuenta que, por el pequefio teorema de Fermat,
vale m 7' = 1 (mdd p) (observar que p no divide a m, ya que (m : n) = 1), resulta que

m = m (méd p). De la misma manera, 72°? = m (mdd ¢). En consecuencia, tenemos que:

m®? =m (médn)
;Por qué es dificil descifrar el mensaje para alguien que intercepta el envio de Andrea?
Observemos que para hallar 7 a partir de ¢ = m° es suficiente conocer 4 (asi es como
Belén descifrard el mensaje). Pero para calcular 4, lo que se hizo fue buscar el inverso de
e médulo ¢(7). Esto es ficil de hacer conociendo ¢(7), pero quien intercepte el mensaje,
lo que conoce es la clave publica (e, 7), es decir, conoce 7, pero no ¢(7). Nuevamente,
9(n) = (p-1)-(g-1) es ficil de calcular una vez que conocemos p y ¢, es decir, una vez
que factorizamos 7. Y aqui estd el problema: factorizar niimeros naturales grandes es dificil.
Por dificil entendemos que requiere de mucho tiempo: se cree que la cantidad de tiempo
necesaria para factorizar un niimero natural crece casi exponencialmente a medida que
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aumenta el tamafo de 7. Por este motivo, en la actualidad se utilizan ndmeros de mds
de 300 digitos en el algoritmo RSA.

No estd probado que para ser capaz de desencriptar mensajes (es decir, recuperar 7
conociendo ¢ = m‘en Z 'y la clave publica (¢, 7)) sea necesario conocer la factorizacién
de 7 = p-q. Sin embargo, hasta el momento, no han surgido alternativas mds eficientes
y, mds adn, existe un método probabilistico para factorizar 7 = p-g basado en poder
descifrar mensajes de RSA. Por todo esto, el algoritmo RSA es uno de los métodos mds
utilizados en la actualidad en las aplicaciones donde realmente es necesario transmitir
informacién de manera segura; de hecho, se usa a diario en Internet cuando se visita una
pdgina segura que requiere una clave para ingresar (como la de un banco).
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4. Ntameros racionales

Los alumnos Juan y Leandro de la Escuela 314 van a veranear a la costa atlintica. Una
mafana deciden participar de un torneo de beach voley en el cual no tienen un buen
desempeno. Por esto, les dan como premio consuelo un sandwich de milanesa para
ambos. ;Cémo hacen para repartir el premio entre los dos?

La respuesta resulta bastante simple si estamos acostumbrados a trabajar con nime-
ros. Deberfan tomar medio sandwich cada uno, pero ;qué quiere decir la mitad?, ;qué
representa el nimero 1/2 2

En el primer capitulo estudiamos los ntimeros naturales y vimos aplicaciones de los mismos a
distintos problemas. En el segundo capitulo vimos la utilidad que presenta agregar al conjunto
de los ntimeros naturales un elemento neutro (el cero) y un inverso aditivo por cada niimero
natural y obtuvimos el conjunto de nimeros enteros. Como el conjunto de niimeros naturales
tiene dos operaciones importantes, podemos tratar de agregar inversos para el producto.

Si comenzamos con los nimeros enteros y estudiamos el producto en este conjunto nos
encontramos con un problema importante: multiplicar por cero mata a todos los elementos.

Asi:

0-1=0
0-2=0

Esto hace que, si queremos agrandar el conjunto de nimeros enteros de forma tal que todo
niimero tenga inverso, no vamos a poder hacerlo. Esto es porque el cero no puede tener inverso
si queremos que el conjunto construido siga teniendo las propiedades que tiene el conjunto de
ntimeros enteros, (a saber, que sea un grupo para la suma, y que valga la propiedad distributiva
con respecto al producto). A pesar de parecer muy intuitivo que el cero no puede tener inverso,
a veces la intuicién nos falla, con lo cual precisamos dar una demostracién de tal afirmacién.
Supongamos que agregamos un simbolo # que sirve como inverso multiplicativo del cero, o sea:

0O-hd=1yH-0=1

Usando la propiedad asociativa para el producto tenemos que:

1=0-&
=(2-0)-&
=2-(0-&)
-2.1
=2.

Esto es una contradiccién, dado que el niimero natural 1 y el nimero natural 2 son distintos.
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Como no hay manera de construir un conjunto que 1

contenga los enteros y en el cual el nimero cero tenga inverso | |
multiplicativo, tratemos de agrandar el conjunto de niimeros
enteros de manera tal que en el conjunto construido todos los O]
numeros enteros, salvo el cero, tengan inverso multiplicativo.
La manera intuitiva de hacerlo es considerar fracciones, esto

es cocientes de la forma 7/4 donde 7 y d son enteros y d no ‘ 13 3 ‘ 3
es cero (dado que el cero no puede tener inverso). En tal 23

expresion, al nimero 7 se lo llama numerador y al nimero &

se lo llama denominador de la fraccién. Figura 1. El niimero 2/3.

Tenemos una buena interpretacion de las fracciones, la fraccion
1/d representa tomar el elemento unidad 1 y partirlo en 4

pedazos iguales, como en el ejemplo del sandwich de milanesa. -:
Siguiendo la definicién de los nimeros naturales, si 7 es

positivo, la fraccion 7/d representa tomar 7 veces la fraccién 1/d. -:7

La figura 1 muestra la manera de interpretar al nimero 2/3.

Si nos detenemos a jugar con las fracciones, vemos que hay Figura 2. Igualdad entre 1/2 y 2/4.
un problema en la definicién que dimos. La fraccién 1/2
representa tomar la mitad de la unidad, y la fraccién 2/4
representa tomar dos veces la cuarta parte de la unidad. A pesar de que son dos fracciones
distintas, jrepresentan la misma cantidad!, como puede observarse en la figura 2.

A pesar de que la definicién formal de niimero racional la daremos més adelante, los
ndmeros racionales representan cantidades. Es por esto que la idea de que un niimero
racional es una fraccién no es del todo correcta, porque fracciones distintas pueden
representar el mismo nimero racional. En la siguiente seccién veremos cémo solucionar
este problema, pero por ahora quedémonos con la idea de que a cada fraccién le podemos
asociar un nimero racional, aunque distintas fracciones pueden representar lo mismo.

Consideremos el conjunto de fracciones 7/ con 7 un niimero entero y 4 un nimero entero
no nulo. Podemos ver al conjunto de nimeros enteros como un subconjunto del conjunto de
fracciones, donde 2=2, —1= =L, etc. Dado que sabemos sumar y multiplicar ntimeros
enteros, nos gustarfa hacer lo mismo con las fracciones. ;Cémo multiplicamos 1/2 con 1/2 ?

El producto de niimeros naturales se basa en la idea de tomar varias veces la misma cantidad.
Asi, multiplicar 2 - 3 representa tomar dos veces el niimero 3. Pensando que las fracciones
representan tomar una cierta cantidad de una fraccion del elemento unidad, multiplicar 1/2
con 1/2 representa tomar la mitad del elemento unidad 1 y a esto tenemos que tomarle la
mitad nuevamente. Entonces, lo que queda serd la cuarta parte de la unidad, con lo cual es
natural definir el producto: L .1 — L Mds generalmente, el producto de dos fracciones
alby c/dlo definimos como: N

ac
bd

SN
QUI o
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EjErcicio 4.1. Verificar que el producto de nimeros naturales adentro del conjunto de
fracciones coincide con el producto usual.

Juan y Leandro, no contentos con el premio consuelo que les dieron por la manana en el
torneo de beach voley, deciden participar por la tarde en un torneo de tejos organizado
en el mismo balneario. Como su desempeno fue otra vez bastante pobre, recibieron otro
sandwich de milanesa. ;Cudntos sandwiches de milanesa recibié cada uno?

Sabemos que ganaron 1/2 sandwich por la mafiana y 1/2 sandwich por la tarde, con lo
cual la respuesta esperada es que cada uno recibié un sandwich. Dicho de otro modo:

La pregunta natural, es ;cémo hacer para sumar dos fracciones cualesquiera?

Podemos deducirlo pensando las fracciones como partes de una unidad. Supongamos
que queremos sumar las fracciones 1/3 y 1/2, ;cudnto da?

El problema que tenemos es que estamos sumando partes del elemento unidad que estdn
expresadas en escalas distintas. Consideremos el siguiente problema para entender qué estd
pasando: si caminamos dos kilémetros por la mafana y tres cuadras por la tarde (asumiendo
que las cuadras tienen exactamente 100 metros cada una), ;cudnto caminamos en todo el dia?

Para poder dar una respuesta debemos usar la misma escala de distancia en ambos
datos, ya sean cuadras, metros, etc. Si pensamos en cuadras, el resultado es ficil, porque
caminamos 20 cuadras por la mafiana y 3 por la tarde, en total caminamos 23 cuadras.

Al sumar fracciones pasa exactamente lo mismo, para poder sumar dos fracciones
debemos tener los nimeros en la misma escala. En nuestro problema queremos sumar
1/3 con 1/2, que dan escalas distintas. Si recordamos lo que dijimos antes de que las
fracciones no tienen una representacién dnica, podemos decir que da lo mismo 1/3 que
2/6'y 1/2 que 3/6. Al expresar los nimeros en la misma escala sumar es ficil, asi:

W —
+
N —
I
+
o W

Nl

Mis generalmente, si % y 7 son fracciones, podemos definir su suma como:

-+
S
S
>
o

Ul o
Il

z

+

T o
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o
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=)
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ot

Queremosver quelasumaen el conjunto de nimeros racionales esasociativa, conmutativa,
tiene un elemento neutro y que todo elemento tiene inverso. Ademds, el producto en el
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conjunto de niimero racionales quitando el cero satisface las mismas propiedades, y que
vale la propiedad distributiva de la suma con respecto al producto. Para poder probar
esto, primero necesitamos tener una definicién correcta de los nimeros racionales.

01 1. Definiciéon formal

Al comenzar el estudio de los nimeros racionales, vimos que las fracciones resultaban
muy utiles. El problema que tenemos es que distintas fracciones pueden representar lo
mismo. Por ejemplo: la fraccién 1/2 y la fraccién 2/4 representan la misma cantidad.
Podemos pensar el conjunto de fracciones como:

{(n,d) € ZxZ : d#0}

donde el par (7, d) representa la fracciéon z. :Cbémo sabemos si dos fracciones representan
la misma cantidad?

Si dos fracciones £ y £ representan la misma cantidad, vamos a escribir & ~ <.
bV d b~ d

Es fécil convencerse de que las fracciones 1/2 y 2/4 representan la misma cantidad,
porque si partimos el elemento unidad en 4 y tomamos dos pedazos, terminamos
tomando la mitad del elemento unidad. De igual modo, es claro que las fracciones 1/2
y 3/6 también representan la misma cantidad. Pero si nos dan las fracciones 2/4 y 3/6,
a pesar de que representan la misma cantidad, no es tan claro el porqué. Nuevamente,
tenemos el problema que las proporciones que consideramos no son las mismas, en un
caso partimos la unidad en 6 y en el otro en 4.

Asumamos el siguiente principio: si p € N, las fracciones 7 y% representan la misma
cantidad. Esto es bastante intuitivo, dado que lo que estamos haciendo es a cada parte
d-ésima de la unidad la partimos en p pedacitos, y tomamos todos ellos.

Esto nos alcanza para determinar si dos fracciones % y 7 representan la misma cantidad
o no. Simplemente, tomamos una escala que sirva para las dos (como hicimos al sumar
fracciones). El denominador natural para considerar es 4-d, aunque el minimo comtn
multiplo de &y 4 también sirve y, en varios casos, es mds ttil.

Ahora:

o
o

a-d
d y

(SRS
S5
Ul o
S8
ISH

. ad _b-c . , .
Pero las fracciones 377 y 5 representan el mismo nimero racional solamente cuando
a-d=b-c En conclusién, probamos que:

si'y solo si a-d=b-c )

<o R
alo
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Luego, en el conjunto {(n, d) € Z x Z : d = 0} definimos la siguiente relacién: decimos
que el par (4, b) estd relacionado con el par (¢, 4) (y escribimos (4, b) ~ (¢, 4)) solamente
cuandoa-d=15-c.

Veamos que la relacién que acabamos de definir es una relacién de equivalencia:

o Reflexiva: por definicién, (n, d) ~ (n, d) sin-d=d - n, lo que es cierto porque el
producto es conmutativo.
o Simétrica: Si (@, b) ~ (¢, d), svale que (¢, d) ~ (a, b)? Por definicién:

(@, b) ~(c, d)siysblosia-d=0b-c
(¢ d)~(a b)siysblosic-b=d-a

Es claro quesia-d=b- ¢ entonces ¢ - b =d - a por ser conmutativo el producto de
numeros enteros.
o Transitiva: Si (@, b)) ~ (¢, d) y (¢, d) ~ (¢, [), ¢vale que (2, b) ~ (e, f)? Por
definicién:
(a 5) (¢ dysiysdlosia-d=106-c
(ef) siysélosic-f=d-e
(pz é) (6, f)siysdlosia-f=b-e

El dato es que valen las igualdades:
b ‘o
f e

Si multiplicamos la primera ecuacién por f'(que es = 0) y la segunda por & (que
también es # 0), tenemos que:

ad-f
beef

f

&m

b-
b-

Luego: @-d-f=b-d- e,y como desno nulo tenemos que - f= b - ¢, 0 sea (a, b) ~ (¢, f).
Como vimos en el Capitulo 0, una relacién de equivalencia en un conjunto parte al mismo

en clases de equivalencia. Luego, definimos el conjunto Q de niimeros racionales como
el conjunto de clases de equivalencia del conjunto de fracciones por la relacién ~, o sea:

Q={nd€LXxL:d=0}/~

Dentro de todas las fracciones que representan el mismo niimero, hay una que se destaca sobre
las otras. Cuando vamos a comprar al supermercado pedimos medio kilogramo de pan, y no dos
cuartos de kilogramo. Elegimos la fraccién 1/2 por sobre la fraccién 2/4 por tener denominador
lo més chico posible. Esto hace que tengamos que partir la unidad lo menos posible.

Decimos que la fraccién % es irreducible si 4 es positivo y mcd(a, b) = 1.

sSerd cierto que toda fraccidn es equivalente a una tnica fraccién irreducible?
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La respuesta es s, pero debemos demostrar este hecho formalmente. La mejor manera de
demostrarlo es dar el algoritmo que lleva una fraccién a su irreducible.

Supongamos que queremos hallar la fraccién irreducible equivalente a la fraccién
15/21, ;qué hacemos?

Lo primero que uno se debe preguntar es si esta fraccion ya es irreducible o no. Cumple
que el denominador es positivo, con lo cual la primera condicién se satisface. Luego
debemos calcular med (15, 21). Si factorizamos ambos niimeros, tenemos que 15 =3 - 5
y 21 =37, conlo cual mcd(15, 21) = 3.

Esto no sélo nos dice que la fraccién no es irreducible, sino que ademds nos estd diciendo que
tanto el numerador como el denominador son mdltiplos de 3. Si dividimos a ambos por 3,
obtenemos la fraccidon 5/7 que es equivalente a 15/21 y es irreducible por ser mcd(5, 7) = 1.
Luego, nuestro algoritmo de reduccién es bastante simple: si & es positivo, la manera de obtener
una fraccién irreducible es:

a/ med (a,b)

a
b ) med (a,b)

Asi, % ~ g, é—s ~ % , etc. ;Qué pasa si & es negativo?

Este caso también es bastante conocido. Al pensar en nimeros racionales, es normal
considerar que 1/-2 representa lo mismo que -1/2 . Efectivamente ambas fracciones son
equivalentes. En general, _ib ~ _Ta Luego, si el denominador es negativo, cambiando
el signo del numerador y el denominador obtenemos una fraccién equivalente, pero
ahora con denominador positivo. Asi, 33 =3

~

—121 11 °

Las fracciones irreducibles satisfacen dos propiedades importantes:

e toda fraccién es equivalente a una Gnica fraccién irreducible;
- a . . C a , .
e si esirreducible y 7 ~ %, entonces ¢ y 4 son un mdltiplo entero de 2 y de &, o sea
hay un ndmero entero mtal que c=a-myd=05- m.

Para ver la primera propiedad, ya dimos un algoritmo que a una fraccién le asocia una
fraccién irreducible, con lo cual sabemos que toda fraccidn es equivalente a una fraccién
irreducible. Lo que falta ver es que hay una sola. Supongamos que tenemos dos fracciones
irreducibles 4 y -7 equivalentes. Por definicién esto quiere decir que:

ad = be (5)
En particular, 4 divide a bc. Como mcd(c, d) = 1 (por ser ﬁ irreducible), tenemos que &
divide a 4. Andlogamente, & divide a ad'y es coprimo con 4 con lo cual 4 divide a 4. Vimos
que si dos niimeros se dividen mutuamente, entonces son iguales o difieren en un signo. Al

ser ambos positivos, tenemos que & = 4. Luego (5) dice que 2 = ¢, porque & (y d) es = 0.

Ejercicio 4.2. Demostrar la segunda propiedad de las fracciones irreducibles.

Nameros racionales
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Notemos la importancia de la primera propiedad. Nos dice que todo niimero racional se
puede representar de forma tinica como una fraccién irreducible. De ahilaimportancia de
las fracciones irreducibles, ellas son como los niimeros racionales, jy sin ambigiiedad!

Ahora que tenemos bien definidos a los nimeros racionales, se nos presentan algunos
problemas interesantes que a simple vista pasan desapercibidos. Por ejemplo:

1 2 1 2
2

1 V376
o sea las primeras dos fracciones y las dltimas dos representan el mismo niimero racional.
¢Cémo sumamos el nimero racional representado por 1/2 con el nimero racional
representado por 1/3? Veamos:

1,1  _ 243 _5
3 t3 =% G
1,2 _ 6+4 — 10
3t 6 = 12 12
2,1 _6+4 _ 10
it3 =12 = 12
2,2 _ 1248 _ 20
176 24 T 24

A pesar de que las fracciones que obtenemos son distintas, todas representan el mismo
numero racional, ya que:

5 10

L12=60=6-1 1 1 2~ =

5 60=6-10 con lo cua 6~ 12
10 20
10-24 =240=12-2 1 1 —~—=
0 0 0 con lo cua 2"~

Esta verificacién no es suficiente, ya que hay infinitas fracciones que representan el mismo
ntimero racional. En este ejemplo:

1 2 3
2 4 6

RIS

[<21 ]
ol w

1
3

¢Serd cierto que si sumamos una fraccion cualquiera del primer renglén con una fraccion
cualquiera del segundo obtenemos fracciones equivalentes? Si este fuera el caso, entonces
definimos la suma de la clase de la fraccién 1/2 con la clase de la fraccién 1/3 como la
clase de la fraccién 5/6.

. . . . T
Como 1/2 es irreducible, las fracciones equivalentes a ella son de la forma 5 - con » € Z.
q 2-r
Lo mismo sucede con 1/3, las fracciones equivalentes con ella son de la forma =, con
q 3-s
s € Z. La suma de dos de ellas es:
r . s r-3-st+s-2-r
2.r 3.5 2:-r-3-s

_5-r-s

T 6-r-s

5:r-s 5
Como 6-r-s ~ 6 vemos que el resultado es siempre una fraccién equivalente a 5/6.

Resumiendo, hemos probado que definir la suma de 1/2 o cualquier fraccién equivalente
con 1/3 o cualquier fraccién equivalente da fracciones equivalentes a 5/6.

Los Nimeros
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Elmismo argumento nossirve para definirlasuma de dos nimeros racionales cualesquiera:
si 4y 4 representan dos nimeros racionales, el nimero racional representado por la
fraccién a-d+b-c no depende de la fraccién elegida en cada clase.

b-d

Dado que este punto es crucial para la suma de nimeros racionales, veamos cémo
se demuestra: supongamos que tenemos dos fracciones @ y C equivalentes a % Y7
respectivamente. O sea: b d

Il
e

a- b (6)
c-d=¢-d 7

% son equivalentes, o sea que:

Queremos ver que las fracciones %

y

b-d-(a-d+b-c)=b-d-(a-d+b-¢)

Haciendo las distributivas, lo que queremos ver es que:

a-b-d-d+b-b-c-d=a-b-d-d+b-b-¢-d

Esta igualdad se deduce de multiplicar (6) por d - d, (7) por b-b y sumarlas.

SIY

Ejercicio 4.3. Demostrar que si las fracciones 4 y < son equivalentes a las fracciones

y < respectivamente, entonces la fraccion &°C ‘es equivalente a la fraccién &<
d .

Luego la suma y producto usual de nimeros racionales (haciéndolo con cualquier

fraccién que los represente) tiene sentido.

0 2. Propiedades

La suma y el producto de niimeros racionales son operaciones asociativas y conmutativas.
El 1 es el neutro para el producto y el 0 es el neutro para la suma. La suma satisface que
todo elemento tiene inverso, siendo el inverso del niimero racional representado por la
fraccion % el niimero racional representado por la fraccién - 4. Ademds, todo niimero
no nulo tiene inverso para el producto. Si % representa un numero racional no nulo,
a # 0. Luego la fraccién - también representa'un nimero racional, y por cémo definimos
el producto, es claro que:

by
a

Sl RS

También vale la propiedad distributiva. Para toda terna de niimeros racionales %, P j% vale:

L T D
b \d f b d' b f
<9+E)E, e e, c €

b d) f b f d f
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Recordemos que un conjunto con dos operaciones que satisfacen todas las propiedades
enunciadas anteriormente se llama un cuerpo. Por eso se suele hablar del cuerpo de
niimeros racionales més que del conjunto de niimeros racionales.

Consideremos el siguiente problema: en una reunién de ex-alumnos de la Escuela 314,
dos viejos conocidos rememoraban sus grandes logros de la época de estudiantes. En el
medio de la conversacién surgié la duda de quién habia conseguido comer mds cantidad
de pizza en una sola noche. Uno de ellos afirmé haber comido 19 porciones en la pizzeria
del barrio, aclarando que cada pizza traia 8 porciones. El otro involucrado afirmé haberse
comido 14 porciones en una pizzerfa donde cada pizza trafa simplemente 6 porciones.
Contando las anécdotas, coincidieron en que el tamano total de cada pizza era el mismo en
las dos pizzerias, cambiando simplemente el nimero de porciones. ;Quién comié mds?

Si la primera persona comié 19 porciones de pizza y cada pizza traia 8 porciones,
entonces comié 19/8 de pizza. Con el mismo razonamiento vemos que la segunda
persona comié 14/6 de pizza. La pregunta es entonces, ;cudl de estos dos nimeros es

mids grande, 19/8 o 14/6?

La forma de comparar niimeros racionales es muy similar a cémo definimos la suma
de ellos. Es bastante claro que si queremos comparar dos niimeros racionales dados por
fracciones con el mismo denominador, sélo tenemos que comparar los numeradores
como numeros enteros. Asi, 2/4 es menor que 3/4. Si los denominadores de las fracciones
consideradas no son iguales, podemos encontrar un par de fracciones que representen el
mismo niimero racional, y cuyos denominadores si sean los mismos. Asi, por ejemplo, si
queremos comparar las fracciones % -7 donde by d son positivos, tenemos:

aad ¢ be
b bvd Y 4T bd
Decimos que % es menor que < (y escribimos % < ﬁ) sia-d<b-c

Como queremos definir un orden en niimeros racionales, debemos chequear que esta
definicién no depende de la fraccién particular que elegimos para representar al nimero
racional. Para simplificar la cuenta, supongamos que tenemos dos fracciones irreducibles

% y ﬁ y dos fracciones cualesquiera £ y dé equivalentes a % y ﬁ respectivamente, con j y d
i

b

.. . 2y . . . a .
positivos. Veamos que con la definicién anterior es lo mismo pedir - < 7 que pedir 4 <

EW(LY

Como % es irreducible, al ser equivalente a £, existe un nimero entero 7 tal que:
b q 5 q

S
Il

o>

5

a=a-r y

Ademds, como by b son positivos, 7 es positivo también. De forma andloga, existe un
entero positivo s tal que:
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Por definicién:

%<§ si vale que a-d<b-c
ar - ;— sivaleque a-r-d-s<b-r-c-
Como ry s son positivos, pedir que los nimeros 4, 4, ¢, d satisfagan una desigualdad o la otra
es lo mismo (multiplicar o dividir una desigualdad por un niimero positivo no la cambia).

De manera similar definimos las otras relaciones de orden (a saber >, <, >). Volviendo al problema
de la pizza, queremos comparar las fracciones 19/8 y 14/6. Aunque la segunda fraccién no es
irreducible, al ser los denominadores positivos podemos aplicar la definicién. Asi, la primera
persona comi6 mds, dado que 19/8 > 14/6 porque 114 =19 - 6> 14 - 8 = 112.

EJERrcICIO 4.4. Probar las siguientes propiedades para nimeros racionales

e dadas fracciones %:,%,% & con % < by %< L vale que:

YT YT
b,’b,’d,’ d, b, d b, d
(Zl ag C1 Co
PR

. a < .,
e dadas fracciones %4> con % < ﬁ y una fraccién & >0, vale que:

f

<

| o
SRS
|
Ul o

0 3. Representacion decimal de los nimeros racionales

Representamos los nimeros racionales como clases de equivalencia de fracciones. Hay
otra manera de expresar un nimero racional, que a veces resulta muy util y es la llamada
representacién decimal. Al estudiar los niimeros enteros vimos que los podemos representar
como una tira de nimeros entre el 0 y el 9. Los ntimeros racionales tienen una representaciéon
parecida, pero la tira de ntimeros que los representa no tiene por qué ser finita, aunque si tener un
cierto periodo. Esto es que, a partir de un cierto lugar, comienza a repetirse indefinidamente.

Es importante observar que la expresién decimal de un nimero no es necesariamente
Gnica. Por ejemplo, los nimeros 1y 0,9 representan el mismo nimero racional, donde
escribimos una barra arriba de una tira de nimeros para indicar que en el desarrollo
decimal del niimero esta expresidn se repite una vez después de otra, infinitas veces.
Veremos que ésta es la tinica ambigiiedad que puede tener una expresién decimal.

:Cémo representamos 1/2 en expresién decimal? La idea es copiar lo que hacemos con
los nimeros enteros. La escritura 1.986 es una notacion para el nimero:

1.986 =1-10°+9-10> +8-10" +6- 10°
O sea escribimos potencias de diez, y a cada potencia la multiplicamos por un niimero entre

0 y 9. Podemos tratar de hacer lo mismo para potencias negativas de diez, y marcar en la
escritura (con una coma) el lugar a partir de donde comienzan las potencias negativas de 10.

Nameros racionales
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Por ejemplo: 1,21=1-10°+2-10""4+1-1072

1 121

Luego la expresién 1,21 representa el niimero raciona 160

expresion:

. De forma aniloga, la

05=0-10+5-10""!

_0,5
*1+10
_5 1
10 2

O sea la fraccién % se puede representar por la expresién 0,5.

EJERCICIO 4.5. Representar por fracciones irreducibles los niimeros racionales dados en

expresién decimal 3,25; 4,3 y 3,14.

En estos ejemplo vimos cémo pasar de una escritura decimal a una fraccién (en los casos
mis sencillos). ;Qué escritura decimal le asociamos a una fraccién?

Como vimos en la seccién de niimeros enteros, si tomamos dos niimeros enteros a y b,
con b no nulo y positivo, entonces existen un cociente ¢ y un resto 7, tales que:

a=q-b+r y 0<r<|b]

. . ., a
Esto nos permite escribir la fraccién 5 como:

a _q-btr
b b
_¢b 7
=% T
—g+ o
Ty

y como 7 < b, la fraccién % < 1. Asi, todo nimero racional, se escribe como un ntimero
entero mds un nimero racional entre 0 y 1. Por ejemplo:

1 , . . ,
Como =< 1, el nimero debe comenzar con un 1 su escritura decimal y sélo

nos resta calcular qué viéne después de la coma. A pesar de que ya vimos que
5= 0,5, tratemos de deducir este resultado. Supongamos que ~= 0, x ..., 0 sea que en la
escritura decimal, el nimero 1 comienza con el digito x luegode la coma (que debe ser
un nimero entre 0y 9). Veamos cémo calculamos x.

3

Siguiendo con el ejemplo anterior, ;qué pasa si multiplicamos el ndmero 1,21 por 10? Si
recordamos la definicién del ndmero 1,21, tenemos:

121=1-10°+2-10"t +1-1072
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Luego: 10-1,21=10-(1-10°42-107" +1-107?)
=1-10"+2-10°+1-107"
=121

EjErcicio 4.6. Probar que multiplicar un niimero racional por 10 mueve la coma un
lugar hacia la derecha en la expresién decimal del mismo.

Recordemos que queremos calcular el primer digito de la expresién decimal de % luego de la

coma. Si 5= 0, x ..., entonces:

1
10--=5
2
=x,....

Luego x = 5 y hay un solo digito no nulo en la expresién decimal de % , 0 sea:

Sigamos el mismo razonamiento para calcular la expresion decimal de % . Como
0< 7 < 1, la expansién decimal de i debe tener un cero a la izquierda de la coma, o sea:

1
170

Llamemos x al primer digito luego de la coma de su expresién decimal. Luego:

1
10.1_

8 N ot

®)

Si calculamos el cociente y resto de dividir 5 por 2, tenemos que:

5=2-2+1

con lo cual el niimero %:2 +% . Ahora 0 < % < 1. Luego x =2, 0 sea 1 =0,2 ...

4

¢Cbémo calculamos el digito que estd a la derecha del 22 Hacemos exactamente lo mismo, si
lo llamamos x, vale que:

1 1
1 =02z... con lo cual 100-1 =25
=2x,....

Luegox=5y % =0,25.

Si miramos la ecuacidn (8), tenfamos que:

1

10- = =924+ =
0 -l-2

N

como % = 0,5, de acd también se deduce que 10 - 1_ 2.5 con lo cual %: 0,25.

A
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-
4 x 10

Figura 3. Cilculo de la expresion decimal de 1/4.

Podemos ver, grificamente en la figura 3, lo que hicimos.

Para calcular la expresién decimal de una fraccién % basta
considerar el caso en que 2 y & son positivos, dado que
en caso contrario podemos considerar la fraccién |4|/|4|
y agregar el signo correcto a la expresién decimal de esta
fraccién. El siguiente es un algoritmo para, dado un
namero racional expresado por una fraccién ‘Z (conayb
positivos), calcular su expresién decimal:

1. calcular el cociente y resto de la division de « por &.
Llamemos ¢ al cociente y 7 al resto;

2. si res cero, terminar y mostrar g como respuesta. Caso contrario, poner ¢ y una coma
en lo que serd la respuesta;

3. calcular el cociente y resto de dividir 10 - 7 por 4. Llamemos g al cociente y 7 al resto.
Pegar ¢ a la derecha de lo que serd la respuesta;

4. si r es cero, terminar y mostrar la respuesta. Caso contrario, volver al paso 3.

Veamos cémo funciona el algoritmo calculando la expresiéon decimal de 31/25.

1. Calculamos cociente y resto de dividir 31 por 25:

31=1-25+6

Asi obtenemos que 31/25 =1+ 6/25 =1,

2. Multiplicamos 6 por 10 y calculamos el cociente y resto de dividir 60 por 25:

60 =2-25+10

Entonces el primer digito decimal es 2, 0 sea 31/25=1,2 ....

3. Multiplicamos el resto 10 por 10 y calculamos el cociente y resto de dividirlo por 25. As,

10-10 = 100
=4-25+0

Como el resto es 0, terminamos, y la expresion decimal de 31/25 es 1,24.

Ejercicio 4.7. Calcular la expresién decimal del nimero racional 1/8.

Calculemos la expresién decimal del ndmero racional 1/3. Usemos el algoritmo que dimos antes.

1. Calculamos el cociente y resto de dividir 1 por 3. El cociente es 0 y el resto es 1, con
lo cual la expresiéon decimal comienza con 0.
2. Multiplicamos 1 por 10 y calculamos el cociente y resto de la divisién. Asi:

10=3-3+1
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Luego el primer digito luego de la coma es 3, 1/3 = 0,3....

3. Ahora debemos multiplicar el resto 1 por 10 y calcular el cociente y resto de dividir por
3. {Esto es repetir exactamente el tltimo paso que hicimos! Es claro que continuar este
proceso va a ser dividir infinitas veces 10 por 3 y agregar el cociente de esta divisién en la
expresion decimal. O sea: .

5 = 0.33333..
—-0,3

En este ejemplo, la expresién decimal del niimero 1/3 no es finita. Lo que sucede es que
se repite infinitamente el nimero 3 en dicha expresion.

:Cémo entendemos que algunos niimeros racionales tengan expresién finita y otros
no? Lo que sucede es que los nimeros con expresién finita son exactamente aquéllos
donde el denominador de la fraccién irreducible sélo posee potencias de 2 y de 5 en
su factorizacién. Veamos esto con un ejemplo concreto. Si tenemos un ntiimero N con
expresién decimal finita, después de la coma hay solamente finitos digitos. Digamos:

N = 342,1572

Como multiplicar una expresién decimal por 10 mueve la coma un lugar a la derecha en
dicha expresién, si movemos la coma 4 lugares tendremos el niimero entero 3.421.572.
O sea multiplicando N por 10* obtenemos un nimero entero. Luego N se puede

representar por la fraccién:
3421572

~10.000
~ 855.393
2,500

La fraccién 3.421.572/10.000 no es irreducible, pero satisface que la factorizacién de
su denominador sélo tiene potencias de 2 y de 5. Luego, el denominador de la fraccién
irreducible (en este caso 2.500) es un divisor de 10* en cuyo caso en su factorizacidén
aparecen solamente potencias de 2 y 5 (aunque las potencias pueden ser menores que 4).

Esta idea que reflejamos en un ejemplo particular sirve para una expansion decimal cualquiera.

Ejercicio 4.8. Calcular las fracciones irreducibles que representen los niimeros racionales

26,2914; 290,4377 y 946,17482.

Resta por ver la reciproca de la afirmacién: si el denominador de la fraccién irreducible de
un nimero racional tiene solamente potencias de 2 y de 5 en su factorizacién, entonces la
expresion decimal de dicho niimero es finita. Veamos nuevamente un ejemplo concreto para
entender como probar esta afirmacién. Miramos el nimero:

1.979
= 23 . 54

~1.979
~ 5.000

Nameros racionales
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Veamos la potencia de 2 y de 5 que aparecen en el denominador, y miremos la mds
grande. En nuestro ejemplo, la potencia mds grande es 4, que aparece como exponente
del nimero primo 5. Si multiplicamos a nuestro nimero N por 107, tenemos que el
resultado es un niimero entero. Efectivamente, como 10* = 24 5%, y tanto la potencia del
primo 2 como la potencia del primo 5 en el denominador eran menores o iguales que 4,
al multiplicar V por 10% vemos que el denominador se cancela. Asf:

1.979 1.979

4 __ 04 4

0 g =25t
—2.1979
=3958

En conclusién, corriendo la coma 4 lugares hacia la derecha terminamos con un nimero
entero con lo cual el nimero /V no puede tener mds que 4 digitos después de la coma.
El argumento para un ndmero racional cualquiera es el mismo.

EjErcicio 4.9. Mirando la factorizacién del denominador de los siguientes nimeros,
decir cudntos digitos tiene su expresién decimal, y calcularla explicitamente:

8.729 , 101 y 19.283

2.000 2.500 6.250

Comenzamos diciendo que los niimeros racionales tienen expresién decimal periddica,
pero no es claro por qué debe pasar esto. Calculemos algunas expresiones decimales para
entender la afirmacién:

1. La expresién decimal de 1/11:

e 1=11-0+1
e 1.10=10=11-0+10
e 10-10=100=11-9+1
Como nos aparece nuevamente el 1 como resto, debe ser:
L 0,09
11 ’
Observar que al calcular las divisiones, obtuvimos el conjunto de restos {1, 10} que
es un subconjunto de Z | cerrado por multiplicacion, ya que 10 - 10 = 1 (méd 11).
Ademis, el periodo de la expresién decimal tiene 2 cifras. Es claro que al obtener un
resto por segunda vez, el desarrollo decimal comienza a repetirse.

2. La expresién decimal de 5/11:

e 5=11-0+5
® 5.10=50=11-4+6
e 6-10=60=11-5+5
Como nos aparece nuevamente el 5 como resto, debe ser:

5
H—O, 5

— 120 Los Nimeros




Notar que la expresién decimal es multiplicar por 5 la expresién decimal de 1/11.
3. La expresién de 1/7:

1=7-0+1

1-10=10=7-1+3
3-10=30=7-4+2
2.10=20=7-2+6
6-10=60=7-8+4
4.10=40=7-5+5
5-10=50=7-7+1

Como nos aparece nuevamente el 1 como resto, debe ser:

1
- = 0,142857

-=0,

Observar que al calcular las divisiones, obtuvimos el conjunto de restos {1, 3, 2, 6, 4, 5} que
son todos los niimeros no nulos de Z, y el periodo de la expresion decimal tiene 6 cifras.

4. La expresién de 1/15:

e 1=15-0+1
e 1.10=10=15-0+10
e 10-10=100=15-6+10

Como nos aparece nuevamente el 10 como resto, debe ser:

1 _
— =0,06
15
:Por qué el periodo no comienza en el primer lugar como antes? El problema que tenemos es
que aparece una potencia de 5 en el denominador. De la igualdad de nimeros racionales:

1_2
15730
1.2

T10 3
vemos que la expresién decimal de 1/15 es la expresién decimal de 2/3 = 0, 6 corriendo
la coma un lugar a la izquierda.

Son justamente los nimeros racionales cuyos denominadores en fraccién irreducible son divisibles
y
por 2 o por 5 aquellos donde el periodo no comienza necesariamente luego de la coma.

Veamos que todo niimero racional tiene una expresién decimal periédica y a la vez que toda
expresion decimal periédica corresponde a la expresion de un niimero racional. Ademds, esta
asociacién es biyectiva, si identificamos las expresiones decimales de periodo 9 con la expresion
obtenida sumdndole una unidad al digito anterior al periodo. Por ejemplo, 0,239 = 0,24.

Nameros racionales
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Si % es la fraccion irreducible de un niimero racional con 2y & positivos, el algoritmo para calcular
la expresion decimal es dividir 2 por 4y calcular el resto. Llamemos 7, al primer resto y ¢, al primer
cociente obtenidos en este proceso. El resto satisface 0 < 7, < b-1 (por definicién de resto). Luego
multiplicamos 7, por 10 y volvemos a dividirlo por 4. Llamemos 7, a este segundo resto y ¢, al
cociente. Continuando con el proceso, creamos una sucesién de restos 7,, 7, 7,, ... y una sucesion
de cocientes ¢, g,, ¢, ..., donde cada uno de los restos es un niimero entre 0 y & - 1. Como el
conjunto {0, 1, ..., & - 1} tiene & elementos, entre 7,, 7, ... 7, , hay dos ntimeros iguales.

Para ilustrar la idea, supongamos que el resto 7, es igual al resto 7. Luego 10 - 7, =10 - 7,. Al
dividir por 4, los restos de ambos niimeros también son iguales. A31, =T, Analogamente,
7, =1, etc. O sea la tira de restos 7, 7,, 7, se vaa repetir siempre. A L vez los cocientes de
dividir 10 - 7, por by 10 - 7, por & sambién son los mismos, con lo cual g, = 4., 0 sea el
segundo y el quinto lugar de la expresién decimal coinciden. Repitiendo el argumento,

vemos que en la expresion decimal se repite siempre la tira ¢,4,4,, o sea:

a
b =40, 919249394

Ejercicio 4.10. Mirar los ejemplos de los cdlculos de expresién decimal anteriores, y
comprobar que el periodo se da justamente entre los primeros restos que se repiten.

Ejercicio 4.11. Deducir del argumento dado anteriormente que la longitud del periodo de la
fraccién % es a lo sumo 4. Mds atin, probar que en realidad el periodo es a lo sumo & - 1.

El procedimiento para, dado un nimero en expresién decimal periddica, asociarle una
fraccién que lo represente, es mds o menos conocido. Por ejemplo, al nimero:
23 1 46.981
0,2346981 —_—t — —
100 T 100 " 99.999
o sea: primero escribimos 0,2346981 como 0,23+0,0046981, donde al tltimo niimero
(salvo correr la coma) el periodo le comienza en el primer digito. Escribimos 0,23 como
fraccién de la manera descrita anteriormente, y a un nimero periédico puro (esto es que
el periodo comienza justo después de la coma) le asociamos la fraccién cuyo numerador es
el periodo, y cuyo denominador es poner tantos nueves como digitos tiene el periodo.

46981 = 469,810 469810 |99.999 Es en este proceso donde queda clal,ro que al nﬁrpero 0,9 le
: : 399.996 @) asociamos la fraccién 9/9 = 1. De ahi la identificacién de estas
" eosla dos expresiones (hay un significado analitico de las expresiones
' decimales que también justifica esta identificacién).

el resto corresponde Veamos que las asociaciones que definimos son una la
mover amoveral final el inversa de la otra (o sea que si a una expresién decimal
primer digito le asociamos una fraccién y a esta fraccién le calculamos

> 46.981 ---> 69814

su expresion decimal, volvemos a la expresién con la que

Figura 4. Cilculo del cociente y resto de dividir
46.981 por 99.999.

empezamos). ;Qué pasa al multiplicar el nimero 46.981
por 10 y calcular el primer resto de dividir el resultado por

99.9992 Como se ve en la figura 4, al dividir 469.810 por
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99.999, el resto es 69.814, o sea se corrié el primer digito de 46.981 (el nimero antes de
ser multiplicado por 10) al dltimo lugar, y el cociente es 4.

Si N es un nimero natural de 7 digitos que no es el nimero que posee 7 nueves, o sea
N = 10" - 1 (por ejemplo V= 999 = 10° - 1), al dividir 10 - IV por el ndmero que tiene
n nueves, el cociente es el primer digito de /V'y el resto se obtiene moviendo el primer
digito de /V al tltimo lugar. Veamos el argumento en un ejemplo, supongamos que
N = 69.814. Al multiplicarlo por 10, tenemos el nimero:

10 - 69.814 = 698.140
= 6-100.000 + 98.140
=6-(99.999 + 1) + 98.140
=6-99.999 + 98.140 + 6
= 6-99.999 + 98.146

Como 98.146 es menor que 99.999, tenemos que el cociente es 6 y el resto es 98.146
(por unicidad del cociente y resto).

Es importante notar que usamos que N # 10”1 en el argumento, ya que si lo fuera el
cociente serfa 10 y el resto 0. Este caso se corresponde con las expresiones decimales que
tienen perfodo 9.

Si continuamos multiplicando los restos por 10 y calculando el cociente y resto de la
divisién por 99.999, es claro que obtendremos la expresién decimal 0,46981. Luego
hemos mostrado que tenemos una biyeccién entre nimeros racionales y expresiones
decimales periédicas con periodo distinto de 9.

De los argumentos antes dados se deduce la siguiente observacién: si la fracciéon
irreducible 7 tiene un desarrollo periédico puro de longitud 7, entonces & divide a
10" -1. Esto se debe a que la fraccién que representa un periodo puro de r lugares se
obtiene tomando el periodo como numerador y 10" - 1 como denominador. Al ser esta
fraccién igual a la fraccién irreducible % , debe ser 10" -1 un multiplo de 4.

En particular, podemos saber el perfodo de una fraccién irreducible % mirando la minima
potencia de 10 que es congruente a 1 médulo &. Por ejemplo, para la fraccién 1/7 tenemos:

10'= 10-1= 3 (méd7)
10°= 10-3= 2 (mdéd 7)
10°= 10-2= 6 (méd 7)
10'= 10-6= 4 (méd7)
10°= 10-4= 5 (méd7)
10°= 10-5= 1 (méd 7)

Luego 7| 10° - 1 y 6 es la menor potencia con esta propiedad, con lo cual el periodo de
1/7 es de longitud 6, como vimos en el tercer ejemplo. De igual forma:

10=1 (mdd 3)

Nameros racionales
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con lo cual el periodo de 1/3 tiene longitud 1.
EjErcicio 4.12. Calcular la longitud del periodo de la expresién decimal de la fraccion

1/9.091 sin calcular explicitamente el periodo.

Ejercicio 4.13. Hallar un ndmero primo p tal que la fraccién 1/p tenga periodo de
longitud 2. Hacer lo mismo para periodos de longitud 3, 4, 5y 6.

0 4. Curiosidades

En esta seccién daremos algunas curiosidades sobre los nimeros racionales, aunque
dichos resultados no serdn utilizados en el préximo capitulo.

¢Cémo se ven los niimeros racionales en la recta? Si pensamos que la recta real es una
linea llena de puntos, y en ella dibujamos los niimeros enteros, vemos en la figura 5 que
éstos estdn bien separados unos de otros.

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 5. Puntos enteros en la recta real.

Si miramos los puntos racionales en la recta real no vemos agujeros entre ellos. Esto se
debe a que entre dos niimeros racionales cualesquiera siempre hay un ndmero racional.
Si%y 4 representan niimeros racionales y 4 < 7, el promedio de ambos satisface:

a_ 1 (a i c) PG

b 2\b d d
como es fdcil verificar. Asi, por ejemplo, si tomamos los promedios comenzando por los

nimeros 0 y 1 y repetimos este proceso en todos los promedios nuevos que nos aparecen,
tenemos los nimeros:

<1,
3
<3<,
5 3 7
<s<icic<l

0<
1 1
0<g<i<

BRI I T

Luego de 7 pasos, tenemos el conjunto de niimeros racionales {2%, 2%, 2%, e %—: =1}
La distancia entre dos de ellos consecutivos es 2% Si 7 es muy grande, estos nimeros estdn
muy amontonados entre si. Es por esto que’si tratamos de mirar los puntos racionales
entre 0 y 1, para nosotros el dibujo estd completamente lleno, a pesar de que faltan varios
nameros (todos los irracionales, como por ejemplo @ ).
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Con esta nocién geométrica de los ndmeros racionales, pareciera ser que los niimeros
racionales son muchos mds que los nimeros naturales, dado que “parecen llenar” la

recta real, pero esto no es asi. Dar una definicién correcta
del significado de que dos conjuntos tengan la misma
cantidad de elementos estd mds alld del contenido de este
libro por la extension del tema, mds que por la dificultad
del contenido.

Es interesante, sin embargo, corregir la impresién errénea
de que hay mds nimeros racionales que enteros. Para ello
vamos a listar todos los nimeros racionales en orden. Esto
es: a cada nimero natural le podemos asociar un nimero
racional de forma tal que cubrimos todos los nimeros
racionales. Es bastante intuitivo suponer que si un conjunto
tiene menos elementos que otro, no vamos a poder asociarle
a los elementos del segundo conjunto elementos distintos
del primero. Por ejemplo, con los nimeros {1, 2, 3} no
podemos numerar el conjunto {{, O, M, &}.

Una forma de numerar los ndmeros racionales se ve en

la figura 6, donde los nimeros en rojo no son tenidos en
cuenta por no ser fracciones irreducibles.

Nameros racionales

lil 1/2->1/3
211 272 2/3 2/4

1/4-1/5 1/6=>1/7

v
2/5 2/60 217 2/8

A
3/4 3/5 3/6 3/7 3/8
472 4/3 4/4 4f5 4/6 4T 4/8

5/1°5/2 5/3 5/4 5/5 5/6 5/7 5/8

1/g >

N
NN
NN
NN
NN

3/1
4/1

/2 3/3

NN NN
NONOR ]
NORIN
NN
\

6/1 6/2 6/3 6/4 6/5 6/6 6/7 6/8

70712 73 14 75 76 1T T8
Ve

8/1 8/2 8/3 8/4 8/5 8/6 8/7 8/8

N
N

Figura 6. Una forma de listar los niimeros ra-
cionales.
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5. Nimeros reales

- 12

Alejandro Petrovich

En este capitulo introduciremos el conjunto de los niimeros reales. Nos proponemos
dar una construccidn de este sistema numérico utilizando un método particular para
aproximar dichos niimeros mediante fracciones o nimeros racionales. Mostraremos
mediante algunos ejemplos de cardcter geométrico la forma de construir los nimeros
reales a partir de esta aproximacion.

Algunos resultados de este capitulo serdn enunciados sin demostracién dado que la
prueba matemdtica formal de los mismos requiere el manejo de ciertas técnicas que
estdn fuera del alcance del presente libro.

Si ¢y d son dos niimeros racionales con ¢ < d, notaremos con [, ] al intervalo cerrado
determinado por ¢y d, esto es:

e,d| ={z:c<z<d}
Recordamos que para un niimero x, escribimos |x| su valor absoluto:

o] = rx six>0
Tl -z siz <0

En términos geométricos, el valor absoluto de un nimero racional expresa cudnto dista
dicho nimero del 0. Si 2 es un ndmero racional positivo, entonces |x| =  si y sélo si
x = a o bien x = -a. Mds atn, si x e y son dos niimeros racionales, entonces el nimero
|x - y| expresa la distancia entre x ¢ y. Por ejemplo, ;cudl es la distancia entre 4 y -7? La

respuesta es: |4 - (-7)| = |11 = 11.

PROPIEDAD 5.1. Una propiedad importante que verifican los niimeros racionales referida al
valor absoluto es la llamada desigualdad triangular. Esta desigualdad expresa lo siguiente:

|z +y| < [z|+ [yl
para todo par de niimeros racionales x, y.

DEMOSTRACION. Para demostrarla debemos separar en casos de la siguiente manera:

Primer caso: x> 0, y > 0. Luego x + y 2 0 lo que implica [x + )| =x + y, |x| =xy ]3| = ».
Por lo tanto |x + y| = |x| + |y].
Segundo caso: x < 0, y < 0. Luego x + y < 0 lo que implica |x + y| = x -y, |x| = xy |[j)| = .

A+ -

Tercer caso: x > 0, y < 0. Notar que en este caso no podemos determinar el signo de
x + y. Lo que si sabemos es que |x| = x y |y| = -y. Si x+y > 0, entonces |x + 3| = x + .

Por lo tanto |x + y| =
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Por lo tanto |x + y| < |x| + [y] si y s6lo si x + y < x - y, 0 equivalentemente, y < -y y esta
desigualdad se cumple ya que y < 0. Si x+y < 0, entonces |x + J| = -x - 3. Por lo tanto
|x + y| < |x|+|y| siy sélo si-x-y<x- 7y, o equivalentemente, -x < x y esta desigualdad se
cumple pues x = 0.

Cuarto caso: x < 0, y > 0. La prueba es similar al caso anterior y la omitiremos.

EjErcicIO 5.1. Mostrar que si 2 es un nimero racional positivo 6 0, entonces |x| < 2
siysélosi-a<x<a.

Los ntimeros reales surgen como necesidad de resolver
ciertas ecuaciones que no tienen solucién en el conjunto /3

de los nimeros racionales. Entre dichas ecuaciones se 1
encuentran las que nos permiten calcular ciertas raices
cuadradas. En efecto, una de las multiples aplicaciones

del nimero real es la de poder demostrar la existencia de 1

raices cuadradas de nimeros positivos. En primer lugar,

debemos precisar qué significa que un nimero admita una Figura 1. Un tridngulo con catetos que miden 1
raiz cuadrada. Consideremos, para ilustrar este concepto, e hipotenusa que mide V2

el siguiente ejemplo que aparece en geometria. Tomemos
un tridngulo rectdngulo cuyos catetos miden 1 cm de longitud. ;Qué longitud tiene la
hipotenusa? Si llamamos 4 a la longitud de la hipotenusa, entonces segin el Teorema
de Pitdgoras tenemos que /> = 1* + 17 = 2. Es decir 4 debe ser un nimero que elevado
al cuadrado dé como resultado el nimero 2. Luego 4/ debe ser solucién de la ecuacién
x* = 2. Es claro que si esta ecuacién admite una solucién x, entonces -x también es
solucién ya que x> = (-x)* = 2. Como la longitud de la hipotenusa debe ser positiva,
la solucién que estamos buscando debe ser tnica, en el sentido que dicha ecuacién no
puede admitir dos soluciones positivas. Diremos en este caso que /z raiz cuadrada de 2
es la tnica solucién positiva de la ecuacién x* = 2 y dicha solucién serd denotada por
\2. Sin embargo, para asegurarnos de que esta definicién es correcta debemos garantizar
que la ecuacién x* = 2 admite solucién. Comenzaremos probando que si dicha solucién
existe, entonces no puede ser un nimero racional.

TeOREMA 5.2. Si x es un nuimero racional, entonces x> # 2.

DEMOSTRACION. Supongamos por el absurdo que existe x € Q tal que x* = 2. Por lo dicho
anteriormente, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que x es positivo. Luego,
existen dos nimeros naturales p, g tales que x = p/q donde ademds p/g es una fraccién
irreducible. Como x* = 2, entonces p*/g* = 2. A partir de esta igualdad, se sigue que
" =24" Luego, p es un nimero natural que elevado al cuadrado nos da un niimero par.
Por lo tanto p debe ser par, lo que implica que existe # € N tal que p = 2k. Reemplazando
p por 2k obtenemos (2k)* = 4k = 2. Luego, simplificando por 2 llegamos a que
2k = ¢, lo que implicaria que ¢* es par y por ende g es par. Por lo tanto p y ¢ son
numeros pares, lo que es imposible ya que p/q es una fraccién irreducible.
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EjERcIcIO 5.2. Mostrar que si 7 es un niimero natural, no existe un niimero racional x
q
tal que x* = 221,

Tanto el teorema 5.2 como el enunciado del ejercicio 5.2 muestran que es necesario ampliar
el conjunto de los nimeros racionales para poder resolver ciertas ecuaciones. En la seccidon 4
mostraremos, efectivamente, que la ecuacién x* = 2 admite solucién en el conjunto de los
ntimeros reales. En la seccién 2 mostraremos otro ejemplo de cardcter geométrico que ilustra
cémo aparecen los nimeros reales en el clculo de dreas de ciertas figuras geométricas.

0 1. Sucesiones crecientes y acotadas

Diremos que una sucesion de nimeros racionales (an)m es creciente si# < #  para todo nimero natural 72.
Sia<a Vne N, diremos que (an)”zl es estrictamente creciente. Los conceptos de sucesion decreciente y
estrictamente decreciente son analogos cambiando el orden de la desigualdad (es decir, aza ya>a ).

$ 0000000000000 000000000000000000000000006008600860000000060080000860000000060080000600000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000scscscssssss .

n+l1

En otras palabras, una sucesion es creciente cuando cada término es mayor o igual que el anterior,
mientras que una sucesion es estrictamente creciente cuando cada término es estrictamente
mayor que el anterior. Es ficil ver que una sucesion (2 ) _ es creciente (estrictamente creciente)
siysolosia<a (a<a ) paratodo par de ndmeros naturales 7, 2 tal que 7 < 7.

Es claro que la sucesion de los niimeros naturales 2 = 7 es una sucesién estrictamente
creciente. Por otro lado, la sucesién a= (-1)” no es creciente ni decreciente.

Ejercicio 5.3.
1. Mostrar que las sucesiones qa,, = ni y bp= QL son estrictamente decrecientes.
2. Mostrar que la sucesién ¢, = 47 es estrictamente creciente.

EJErcicio 5.4. Dar un ejemplo de una sucesién creciente pero no estrictamente creciente.

© 606000000000 000000060000000000000000000000000000000006060000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s000s000000s0ss 3

Diremos que una sucesion de nimero racionales (ﬂn)nzl es acotada superiormente, si existe un nimero
racional 4tal que a, < dparatodo 72 € N. En este caso, diremos que < es una cota superior de la sucesion
()., Analogamente, diremos que («,) _, es acotada inferiormente, si existe un nimero racional c tal que
¢<a para todo 72 € N, y ¢ se denomina una cota inferior de la sucesion (an)”zl. Finalmente, diremos que
(an)m es acotada si es acotada superiormente e inferiormente.

$ 00000 00000000000000000000000000000000006000000080000000006008000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000scscscsoscsoscssss .

Parailustrar el concepto de sucesién acotada, consideremos la sucesion de los nimeros naturales
a=nYy lasucesion b = 1/n. La primera, estd acotada inferiormente pero no superiormente.
Cualquier nimero ¢ < 1 es una cota inferior. Sin embargo, ningtin niimero  tiene la propiedad
de ser mayor que todos los nimeros naturales. Es decir, si 4 es un niimero racional, existe
algtin natural 72 > d, por lo que @ > d, y luego 4 no puede ser una cota superior de (2) _ . Por
otra parte, la sucesion &, estd acotada tanto superior como inferiormente. De hecho, cualquier
ntmero < 0 es una cota inferior, y cualquier nimero > 1 es una cota superior.
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Es importante destacar que una sucesion ()  es acotada si todos sus términos estin
dentro de un intervalo [¢, 4] donde ¢y 4 son cotas inferiores y superiores de ()
respectivamente. Esto significa que ¢ < # < d para todo 7 > 1.
Ejercicio 5.5.

1. Probar que toda sucesion creciente de nimeros racionales es acotada inferiormente.

2. Probar que toda sucesion decreciente de niimeros racionales es acotada superiormente.

EjErcicio 5.6. Mostrar cotas superiores e inferiores para las sucesiones

an =719, by =57 y cp = (—1)"

0 2. Un ejemplo geométrico

Consideremos el grafico de la funcién y = flx) = 1/x en el intervalo [1, 2]. ;Cudl es el drea
de la regién R comprendida por dicho grafico, el eje x y las dos rectas verticales x = 1 y
x =22 En la figura 2 ilustramos a la regién YR marcada con color verde.

Llamemos § al valor del drea de la regién R. Dado que o
no tenemos una herramienta para calcular el valor de §, '
desarrollaremos un nuevo mecanismo para poder aproximar
dicho valor, utilizando algunos conocimientos elementales 0,6
de geometria. Entre todas las figuras geométricas de las cuales

0,8

sabemos calcular el drease encuentrael rectdngulo. Recordemos o4

que el drea de un rectidngulo de base &y altura 4 es el producto 0.2

b-h. Veamos cémo podemos utilizar esta férmula para

aproximar el valor de S. Observemos que, si consideramos 0 12 14 16 18 20
el rectdngulo R que tiene como base el intervalo cerrado Figura 2.

[1, 2] y altura f(2) = 1/2, dicho rectdngulo se encuentra por
debajo del gréfico de la funcién y el drea del mismo es 1/2.
Es claro que este valor no va a coincidir con el valor de § que
queremos calcular, ya que hay puntos de R que no pertenecen
a R. Estos puntos se corresponden con la regién en blanco
de la figura 3. Si bien no hemos calculado el valor de S, 06
hemos aproximado dicho valor por el ntimero 1/2 y ademds 0,4
1/2 < 8. Una pregunta natural es la siguiente: ;cudl es el error
cometido al usar esta primera aproximacién? Entendemos
por error a la diferencia entre el valor exacto Sy el valor
1/2, es decir S - 1/2. Como no conocemos el valor de S, no
podemos determinar el valor exacto del error cometido. Sin Figura 3.
embargo, es importante destacar que el valor S - 1/2 coincide
con el drea de la region en blanco de la figura 3.

0,8

0,2

x

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 20

Supongamos ahora que dividimos al intervalo [1, 2] en dos subintervalos I, I, de la misma
longitud. Como el intervalo [1, 2] tiene longitud 1, resulta que 7, = [1, 3/2] e 1, = [3/2, 2].
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Luego, cada uno de estos intervalos tiene longitud 1/2. A continuacién, construimos
dos rectingulos R,R, que tienen como base los intervalos 7, 1, y cuyas alturas son
respectivamente f(3/2) = 2/3 y f(2) = 1/2 , es decir el valor de fen los extremos derechos
de ambos intervalos. Si hacemos el dibujo de dichos rectdngulos (Figura 4) se observa
también que estin por debajo de la grafica de la funcién y = 1/x. Como el drea de R, es
1/3 y el drea de R, es 1/4 resulta que el drea de la figura resultante de la unién de los dos
rectingulos es 1/3 + 1/4 =7/12. Al igual que en el caso anterior, se observa que este valor
no va a coincidir con el valor de § que queremos calcular ya que hay puntos de R que no
pertenecen a ninguno de dichos rectingulos. En términos conjuntistas, esto quiere decir que
existen puntos de R que no pertenecen a la unién R, U R,. Dichos puntos son los que se
corresponden con la regién en blanco de la figura 4. En este segundo caso hemos aproximado
el valor de § por el niimero racional 7/12. Como 1/2 < 7/12 < § se deduce que el error
cometido en este caso es menor que en el caso anterior, ya que S-7/12 < S-1/2. Por lo tanto,
esta segunda aproximacién es mejor que la anterior. Esta propiedad se pone de manifiesto
comparando las figuras 3 y 4, ya que el drea de la region en blanco de la figura 4 es menor
que la correspondiente en la figura 3.

A partir de estas dos primeras aproximaciones podemos obtener como generalizacién
natural la siguiente construccién. Para cada niimero natural » dividimos al intervalo
[1, 2] en zsubintervalos /,, 7, ..., I de la misma longitud, 1/z. Los intervalos construidos
de esta manera serdn:

1 1 2 _
11:[111""7]7 12:[1+771+7]7---7 I, = nol
n n n

1.0

A partir de estos intervalos definimos 7 rectangulos R, R
,R que tienen como base los intervalos I, 1, ..,
respectlvamente, cuyas alturas son /J =f(1+1/n) = n/ n+1
hy =f(+2/n) = nin+2 , ..., b= f(2) 1/2, es decir el
valor de f'en los extremos derechos de cada uno de estos
intervalos. Vemos que si 1 <7 < 7, el valor de la altura del
i-ésimo rectangulo Res /= n/n+i,y por lo tanto el 4rea de
R es 1/n - nln+i = 1/n+i. Llamemos R(n) a la unién de
estos 7 rectdngulos. Por lo tanto, el drea total resultante de

Figura 4.

la unién de estos 7 rectdngulos es:

1 1 1

A(R(n)):n+1+n+2+ +%

Observemos que para cada # € N, A(R(n)) es un niimero racional. Al igual que en los
casos 2 = 1 y n = 2, la figura resultante de unir estos 7 rectingulos estd por debajo de la
gréfica de la funcién y = 1/xy no coincide con la regién total R (Figura 5). Sin embargo,
a medida que le damos valores a 7 cada vez mds grandes, los diferentes valores de A(R(n))
se van acercando cada vez mds al valor S. Esto se interpreta gréficamente viendo que el
drea de la parte marcada en blanco va a ser cada vez mds pequefa a medida que 7 toma
valores cada vez mds grandes. Para cada 7 se tiene, ademds, que dicha drea coincide con
el error cometido, cuyo valor estd dado por la férmula:
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1 1 1
S — —+ ...+ =
<n+1+n+2+ +2n>

A partir de estas consideraciones, podemos enunciar los
siguientes resultados:

—_

. paracada z € N, A(R(n)) < S;
2. si n < m, entonces A(R(n)) < A(R(m)). Es decir, los
ndmeros A(R(n)) van creciendo a medida que 7 toma

1.0 1.2 14 1.6 1.8 20

valores cada vez mds grandes; Figura 5.
3. para cada 7 € N, A(R(n)) es un ntimero racional;
4. el error cometido g (-t 1 . 1
n+1 n+2 2n

se acerca a 0 a medida que 7 toma valores cada vez mds grandes.

Es muy importante destacar que cada una de estas condiciones requiere una justificacién
matemdtica rigurosa, ya que el andlisis que hemos hecho para afirmar tales condiciones fue hecho
en base a una idea intuitiva que proviene de una interpretacién geométrica dada por el gréfico
de la funcién. Por ejemplo, en la condicién (1) se afirma que A(R(n)) < S. Es obvio que para
justificar esto deberfamos conocer el valor de S, que no sabemos por el momento. Otro problema
es determinar qué clase de nimero representa S. ;S es un nimero racional? La respuesta es
negativa: S no es un niimero racional’’. El nimero S es un nuevo ejemplo de un nsimero real que
no es racional, es decir un niimero #racional, definicién que daremos mds adelante.

Lo que si podemos justificar es lo afirmado en los items 2 y 3. La condicién 2 nos dice
que la sucesién A(R(n)) _ es estrictamente creciente. La prueba es la siguiente:

nz1

De acuerdo a la férmula de arriba, sabemos que para cada 7 se tiene:

A(R(n)) = :25+ 755 +- -+ 3 . Luego, si cambiamos 7 por 7+1 tenemos que:

1,1 1 . L
AR(n+1)) = o5+ wqs T+ + 5,5 - Siaestaexpresion sumamos y restamos la
., 1 _ 1 1 1 1 1 1 1
fraccién 2 obtenemos A(R(n+1)) = AT tast T taat tones — it

Usando el hecho que la suma de los primeros 7 términos de esta suma es A(R(1))

deducimos que: ) . .

. 1 11
o bien, como s~ il = s

1 1

AR(n+1)) = ARM) + 5= ~ 5=

1 1 1 . . .
Como 5t — 55 = GRS CTE) deducimos la férmula:

'0'La prueba matematica de este hecho es dificil ya que se requieren técnicas que estan fuera de los alcances y objetivos del presente
libro, motivo por el cual la omitiremos.
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1
A(R(n =+ 1)) = A(R(ﬂ)) + m
Como m es un ndmero positivo, concluimos que A(R(7)) < A(R(n + 1)) para todo
7> 1, mostrando de esta manera que la sucesién (A(R(»))),_, determinada por las dreas de las
regiones R(n) es estrictamente creciente. Luego, si 7 < m entonces A(R(n)) < A(R(m)).

La condicién 3 es claramente verdadera ya que para cada ntimero natural 7 los

ndmeros nlﬂ ,con 1 <7< 7 son racionales y, por lo tanto, su suma serd también un

ndmero racional.

Mis atin, la sucesién (A(R(%)))
A(R(n)) = 27+ +---+3; - Como cada sumando es menor o igual que la

es acotada superiormente. En efecto, sabemos que

n=1

fraccién L, se tiene que A(R(n)) <+ L4 ... 1 Como la cantidad de términos de
n n n n
esta sumatoria es 7, deducimos que A(R(n)) < n-+ = 1, lo que prueba que 1 es una

cota superior de la sucesién (A(R(n))), _,

Tal como se ha mencionado anteriormente, tampoco podemos justificar por el momento lo
afirmado en el punto 4 ya que, al no conocer con precisién el valor de § no podremos conocer
el error cometido al calcular el drea de la regién 9R. Sin embargo, es conveniente hacer un
andlisis méds detallado del error. Si bien no podemos conocer para cada niimero natural 7 el
valor exacto de dicho error, podemos hacer una estimacion del mismo en el siguiente sentido:

Si fijamos un nimero € arbitrariamente pequefo, entonces podemos encontrar un niimero
natural 7, tal que el error cometido al aproximar el valor de S por el drea A(R(7,)) es menor
que €. Por ejemplo, ;cudntos rectdngulos se necesitan construir para que el error cometido
sea menor que 1072 En la seccién 4 daremos una respuesta a este problema.

0 3. Limite de sucesiones

Para poder definir el concepto de ntimero real necesitaremos introducir el de limite de
una sucesién. En la seccién anterior dimos una idea de cémo se puede aproximar el drea
Sdela regién R calculando las dreas de las regiones R(7) cuyos valores estin dados por
la sucesion (A(R(n))),,. Decimos, en ese caso, que el valor § representa un nimero real
que se obtiene como lzmzte de la sucesién (A(R(n))),_,. Es importante destacar que a
medida que 7 toma valores cada vez més grandes, las 4 areas A(R(n)) de las regiones R(n)
se van aproximando cada vez mds al valor de S, pero nunca podremos calcular el valor
exacto de S mediante esta aprox1mac1on Consideremos la sucesién « = 1 Los términos
de esta sucesion son las sucesivas divisiones 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, . A'medida que los
denominadores se agrandan, los términos son cada vez mds pequenos.

Imaginemos que queremos repartir un kilogramo de helado entre 7 personas de modo tal
que todas las porciones tengan el mismo peso. Es claro que cuanto mayor sea el ndmero
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de personas, la porcién de helado que recibird cada una serd menor. Veamos el siguiente
ejemplo: sentre cudntas personas hay que repartir el kilogramo de helado para que el peso
de cada porcién sea menor a 10! kilogramos (100 gramos)? Para responder esta pregunta
debemos ver para qué valor de 7 se cumple la desigualdad 1/ < 10" Pero 1/n< 107 siy s6lo
si 10" < 7. Luego, 7 debe ser un nimero natural mayor que 10. Por lo tanto, si repartimos el
kilogramo de helado entre 11 personas o més, el peso de la porcién que recibird cada una de
ellas serd menor que 10" kilogramos. Notar que el valor de 7 no es tinico, ya que hay infinitos
numeros naturales mayores que 10. Por ejemplo: si repartimos el kilogramo de helado entre
20 personas, el peso de cada porcidn serd también menor que 107" kilogramos.

Podriamos plantear este otro problema: jentre cudntas personas hay que repartir el kilogra-
modehelado paraqueel pesodecada porcién seaiguala2/5? Estollevaaresolverlaecuacién
1/n=2/5.Peroestaecuaciénnotienesolucion, porquezdeberiaser5/2.Luego,cuandodecimos
quelos términos dela sucesion (1/7) | van siendo cada vez mds chicosa medida que 7 toma
valores cadavez mis grandessignifica que, si tomamos un niimero € positivo arbitrariamente
pequeno, es posible encontrar un niimero natural 7, tal que 1/% < € y no necesariamente
1/m, = &. Por otra parte, en este ejemplo se ve que si 1/7 < € entonces cualquier 7 mayor
o igual que 7, también verifica la desigualdad 1/z< €.

0

6 8000000000000 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s D R R TR Y

Sea (azn)n21 una sucesion de nameros racionales. Diremos que (zz”)”21 tiene limite 0 o que converge
a 0 cuando 7 tiende a o, si para todo ¢ € Q>0 existe 7, € N tal que |an| < ¢ paratodo 7z 2 7, Mas
generalmente, si / es un nimero racional, diremos que (zzﬂ)n21 tiene limite / cuando 7 tiende a «, si la
sucesion (« - /)  convergeaO.

Escribiremos’!iinmaf [para indicar que la sucesion (an)n>1 tiene limite /cuando 7 tiende a .

Para una sucesién creciente (o decreciente), decir lim« = /equivale a decir que: a medida que
n se hace cada vez mds grande, los valores de # se acercan a /tanto como uno quiera'’.

Si 72es un nlimero natural, entonces la diferencia |4 - /| expresa el error cometido al aproximar
el valor de / por el término . Por lo tanto, si € es un nimero arbitrariamente pequeo,
la definicién anterior nos dice que, a partir de un cierto momento, el error cometido al
aproximar / por 2, es menor que €. Ese momento es el menor valor posible de 7.

Como vimos, la sucesién « = 1/7 tiene limite 0. Si achicamos el valor de €, el momento
a partir del cual la sucesién distard del 0 en menos de € serd mayor. Por ejemplo, ;entre
cudntas personas hay que repartir el kilogramo de helado para que el peso de cada porcién
sea menor a 10* kilogramos? En este caso la respuesta serd: por lo menos 101.

Dos sucesiones diferentes pueden tener el mismo limite. Por ejemplo, tomemos las
sucesiones definidas por 2 = 1/n'y b = 1/2n para todo 7. Ambas sucesiones convergen a
0 pero son diferentes, ya que #, = 1y b, = 1/2. Por otra parte, no todas las sucesiones

El concepto de limite de una sucesion es delicado. Un abordaje méas profundo requiere conceptos de analisis matematico que no
desarrollamos en este libro. Aquf solamente estudiaremos sucesiones crecientes o decrecientes.
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tienen limite. Por ejemplo, la sucesién 2 = (-1)” no tiene limite. En efecto si 7 toma
valores cada vez mds grandes y 7 es par, entonces a, vale siempre 1, lo que indicaria que
el limite deberia ser 1; pero si 7 toma valores cada vez mds grandes y 7 es impar, entonces
a, vale siempre -1 y luego el limite deberfa ser -1 lo que es imposible.

Algunas propiedades importantes de los limites de sucesiones son:

PROPIEDADES 5.3. Si(a) | y(b) _ son dossucesiones que convergen a los niimeros racionales
€ y L, respectivamente, entonces:

o lasuma(a+b) . esunasucesion que convergeat, + ¢,

® i q es un niimero racional, la sucesion (q-a), _, convergeaq- £,
o ¢l producto (a:- b) . esuna sucesion que convergeat, - £,

Supongamos que una sucesién (2) , de nimeros racionales tenga limite /. Entonces,
los términos de la sucesién (2)  se van acercando entre si en el sentido de que las
distancias |2 - ,| son cada vez mds pequefias a medida que 4 y 7 toman valores cada vez
mis grandes. Esta propiedad se deduce de la siguiente desigualdad:

la-a|l=|a-1)+(-a)l<|a-1l|+|-a]

En efecto, cuando 72 y k toman valores cada vez més grandes, tanto |z - /| como |/- |
pueden hacerse tan chicos como uno quiera, y por lo tanto su suma |z - /| + |/ - 4|
también. Mds aun, si (aﬂ)n21 es cualquier sucesidn creciente y acotada, entonces sus
términos también se van acercando entre si a medida que 7 y 7 toman valores cada vez
mds grandes jaunque no sepamos si la sucesién (2 ) _ tiene limite racional!

Podemos ilustrar este hecho con el siguiente ejemplo ficticio. Ivana Pavlova fue la tnica
sobreviviente de un accidente aéreo ocurrido en el desierto de Sahara el 10 de septiembre
de 1945. Ivana tenia la ventaja de que su organismo le permitia sobrevivir en el desierto
con absorber cada dia una pequena dosis de agua, sin importar la cantidad. Pero para
ello no podia dejar de tomar agua ni un solo dia. Entre los restos del avién que se estrelld,
Ivana encontré un bidén de agua de 10 litros. Supongamos que C(7) es la cantidad
medida en litros que Ivana toma el dia 7, siendo el primer dia el 10 de septiembre de
1945. Definimos S(7) a la cantidad total de agua que ha tomado Ivana desde el 10 de
septiembre hasta el dia 7. Es decir S(z) = C(1) + C(2) + ... + C(n). Como Ivana debe
tomar agua todos los dias y, siempre debe dejar algo de agua en el bidén, inferimos
que C(n) > 0y que S(n) < 10 para todo 7. Luego, la sucesion (S()) __, es estrictamente
creciente y acotada superiormente por 10."> Notemos que si # es un niimero natural,
la diferencia S(z + k) - S(n) = C(n + 1) + C(n + 2) + ...C(n + k) expresa la cantidad de
agua que Ivana bebe durante 4 dias consecutivos a partir del dia 7. Es obvio que Ivana
no puede tomar 5 litros de agua en dos dias diferentes porque se quedaria sin agua. Sin
embargo, se puede afirmar algo mds: a partir de cierto dia, la cantidad total de agua que

'2Una manera que tiene lvana para garantizar su supervivencia es tomar cada dia la mitad del agua que le queda. Esto es, el primer dia
toma 5 litros, es decir 10/2 litros. El segundo dia toma 10/4, el tercero 10/8, y en general el enésimo dia toma 10/2" .
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Ivana va a consumir, entre ese dia y cualquier otro dia posterior, serd menor que 5 litros.
En efecto, la propiedad que acabamos de enunciar se escribe simbélicamente como
sigue: debe existir un 7, € N tal que S(») - S(»)) < 5 para todo 7 > n,. Veamos cémo
podemos probar esto. Supongamos por el absurdo que esta propiedad no se cumple,
en particular no se cumple si 7, = 1, es decir el primer dia. Por lo tanto, existe un
nimero natural 7, > 1 tal que S(z,) - $(1) > 5. Como la propiedad tampoco se cumple
para 7, debe existir otro nimero natural 7, > tal que S(»,) - S(») = 5. Luego,

S(n,) = 8(n,) - S(n)+S(n,) - S(1)+5(1) = 10+5(1) > 10, lo cual es absurdo.

Por lo tanto, debe existir un dfa 7, en el que la cantidad total de agua que consume Ivana
desde el dia 7, hasta cualquier otro dia es menor a 5 litros. Por ejemplo: si 7, es el 31 de
octubre de 1945, significa que para que Ivana pueda sobrevivir, estd obligada a consumir
menos de 5 litros durante todo el mes de noviembre. Pero también debe consumir

menos de 5 litros durante los meses de noviembre, diciembre y enero de 1946.

Es importante destacar que si cambiamos el valor 5 litros por 1 litro o medio litro de
agua, la misma propiedad se sigue cumpliendo, es decir se verifica lo siguiente: si & es un
niimero racional positivo, debe existir 7, € N tal que S(») - S(n) < € para todo 7 > n,.
De lo contrario, como en la argumentacién anterior, para todo 4 natural podriamos encontrar
una coleccién de nimeros 1 <7, <n, <... <n,tales que S(n,) - S(1) 2 &, S(n) - S(n,) > &, ...,
S(n) - S(n, ,) 2 €, y por lo tanto:

S(ng) > S(ng) — S(1) = S(nk) — S(ng—1) + S(nk—1) — S(ng—2) + - -+ S(n2) — S(n1) + S(n1) — S(1)
>k-e

Esto es un absurdo, porque sabemos, por otro lado, que S(7) < 10 para todo 7, lo que implica
que 10 > 8(,) > k - € para todo &, pero tomando % > 10/¢ esta desigualdad no se cumple.

Esta propiedad dice que los términos de la sucesion (S(7)) _, se van acercando entre si a
medida que 7 toma valores cada vez mds grandes. Observemos que no hemos usado (ni
tampoco lo sabemos) que la sucesién tenga limite. Los datos que hemos usado acerca de la
sucesion (8(z)) | es que es acotada y estrictamente creciente. Observando la demostracién
se ve que la misma propiedad se cumple si la sucesién es acotada y creciente.

Basados en estas observaciones podemos enunciar el siguiente teorema:

TeOREMA 5.4.5i(a ) | esunasucesion de niimeros racionales crecienteyacotada superiormente
J € es un racional positivo, entonces existe n, € N tal que a-a,  <en=n,
0

0 4. El ndmero real, definicién informal

En esta seccion introduciremos la nocién de nimero real utilizando el concepto de
limite de sucesiones.
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4.1. La definicidn

Por lo visto en el capitulo anterior podemos representar a un niimero racional x como
un nimero decimal periédico de la forma:

T= 0,0 T T Yy Yoo Y Y1 YooYy Yy e -

= 0,2, Ty T, Y1 Yy Yy,

en el que la parte periddica corresponde a la sucesién finita y., 5., ... y,, y la parte decimal no
| que la part d deal finitay,,y,, ... y,, y la parte decimal
periddica corresponde a la sucesién finita Xps Xys e X siendo « la parte entera del niimero x.
Cuando y, =y, = ... = y,= 0 diremos que el nimero x representa un nzimero decimal exacto.

A partir de esta representacion surge la idea natural de generalizar el concepto de niimero racional
definiendo una clase mas grande de nimeros que admiten una representacion decimal arbitraria
¢ infinita de la forma 422, ... Z..., CON 4 UN NUMErO entero, y al igual que en el caso de las
fracciones, los nimeros z€{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Consideremos por ejemplo el niimero x
representado por: x = 0,101101110 ... Es decir, x se define como el niimero decimal cuya parte
entera es cero y la sucesion (z) de digitos después de la coma se obtiene concatenando los
nimeros naturales 10, 110, 1. 110 .. A partir de esta construccion, se puede ver que el digito 0
aparece en los lugares 2,59, 14, ... Los lugares en donde figura el 0 después de la coma
determinan una sucesion que denotamos con (cero) . Por lo tanto, cero,= 2, cero, =5, cero, =9, .
Observar que las diferencias 5-2 = 3; 9 - 5 = 4; 1479 - 5; ..., dicen que la cantidad de unos que
figuran entre la aparicién de un 0 y la siguiente se va incrementando de uno en uno. Deducimos
de esta propledad quessi 7 € N, entonces cero | = cero + n + 2y cero, = 2. Luego, las diferencias
cero -cero = n+2 son cada vez mds grandes a medida ¢ que 7 va creciendo.

A partir de esta recurrencia se deduce que este niimero no puede representar un nimero
racional. En efecto, si x fuese un niimero racional, entonces tendriamos una parte periédica
que corresponde a cierta sucesion finita y, y, ... y,. Como el 0 aparece infinitas veces en la
representacién decimal de x, entonces existirfa algtin indice 7 entre 1y £ tal que y= 0. Por lo
tanto, existe un 7, tal que en los lugares n, n; +k, n, +2k, ... aparecerd un 0. Por otro lado,
como la sucesién ceron recorre todos los lugares donde aparece el digito 0, deducimos que,
a partir de cierto momento, la diferencia entre dos términos consecutivos de la sucesién
cero deberfa ser menor o igual que 4, lo que es imposible ya que cero - cero = n + 2 para
todo 7 = 1. Esto prueba que x no puede ser un niimero racional.

n+l

A partir del nimero x podemos construir la siguiente sucesién de nimeros racionales:

£L’1:071

I2—O 10

x5 = 0,101

Tn*O 212223 - Zn

Es decir el enésimo término de esta sucesién es el nimero racional cuya parte entera
es 0 y los 7 digitos después de la coma coinciden con los primeros 7 digitos de x. Esta
sucesion posee dos propiedades importantes:
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e la primera es que es una sucesién de niimeros racionales positivos, creciente y acotada
superiormente por 1;

e lasegunda es que los términos de esta sucesién representan nimeros decimales exactos
y» como dijimos, para todo 7 € N los 7 digitos de x coinciden con los primeros 7
digitos del ndmero x.

A medida que 7 roma valores cada vez mds grandes, los términos de esta sucesién se
aproximan cada vez mds al nimero x en un sentido que precisaremos mds adelante. Esto
nos dice que la sucesion (x ) es una sucesion creciente y acotada de niimeros racionales
positivos que define al nimero x.

Tal como ha sido mencionado en la seccién anterior, dos sucesiones distintas pueden
tener el mismo limite. Tomemos por ejemplo la siguiente sucesion:

y1 = 0,10; yo = 0,10110; y5 = 0,101101110; y4 = 0,10110111011110, ...

El enésimo término de esta sucesion es el ntimero racional cuya parte entera es 0 y después de
la coma es el ndmero natural que se obtiene concatenando los nimeros 10,110,1110,11110,
wor s 10%4+10"" +...410. La sucesién (y ) es diferente de (x) _ , ya que por ejemplo x, =0,
101 mientras que y, = 0, 101101110, pero ambas sucesiones definen al nimero x.

Otro ejemplo, que ya hemos visto, en el que un nimero se define a partir de una sucesion
de ntimeros racionales creciente y acotada es el drea S de la figura 2. Segiin lo que hemos
observado en la seccién 4, las dreas A(R(n)) se acercan a § a medida que 7 se hace cada
vez mds grande. En otras palabras, la sucesiéon A(R(n)) deberia tener como limite al
ndmero S. Pero ya hemos mencionado que § no es un niimero racional. Si queremos
poder hablar del drea S, debemos agregarle a los racionales ese nimero, que lo podemos
definir precisamente a partir de la sucesién A(R(n)).

Ambos ejemplos vuelven a ilustrar que la recta racional estd incompleta y nos conducen
a pensar que deberfamos agregar nimeros nuevos. Basados en los ejemplos, nos
proponemos introducir el concepto de niimero real a partir de sucesiones crecientes y
acotadas de ntimeros racionales. Haremos esta definicién de manera formal en la seccién
siguiente. Por ahora, informalmente, llamaremos nzmero real al “limite” de una sucesion
creciente y acotada de niimeros racionales.

Notaremos con Sucec(QQ) al conjunto de todas las sucesiones crecientes y acotadas de
nimeros racionales y con Sucec(Q_) al conjunto de todas las sucesiones crecientes y
acotadas de nimeros racionales positivos. Sabemos que si (2)) | es una sucesién acotada

nz1

y creciente de niimeros racionales positivos, entonces pueden ocurrir dos cosas:

1. la sucesién (2) | tiene como limite un ntimero racional £,

2. la sucesién (an)n;l no tiene limite (racional).

En el primer caso, la sucesién (2)  define al nimero racional £. En el segundo caso,
la sucesién define un nuevo niimero, que no es racional. A estos niimeros se los llama

Nameros reales

137 —



niimeros irracionales. Simbdlicamente, escribimos lim 2 = x para indicar que la sucesién
(), define el nimero x. Notaremos con T al conjunto de los nimeros irracionales.
Llamaremos conjunto de los niimeros reales al conjunto R = Q U Z. Observar que si g es
un nimero racional, entonces g es también el limite de una sucesion creciente y acotada
de ntimeros racionales: basta considerar la sucesién (2) , que toma el valor constante
igual a g, es decir 2 = g para todo 7 > 1.

Si bien la definicién que dimos no es muy precisa, nos alcanza para desarrollar las ideas
principales de los niimeros reales. Uno de los problemas con que nos enfrentamos es
que no tenemos una ‘nocién de distancia”, o de “cercania”, para los niimeros reales.
Especificamente, dado que definimos los ntimeros reales como limites de sucesiones,
scomo deberiamos definir la distancia entre dos niimeros reales? La nocién de distancia
en R es consecuencia del orden entre los reales.

4.2. El orden

Una forma de comparar dos nimeros reales positivos cuando ambos estdn expresados
por medio de su desarrollo decimal es la que sigue. Supongamos, por ejemplo que:

x=0,123456101101110 ...
y=0,1237666101101110 ...

En este caso los primeros tres digitos de x e y después de la coma coinciden, mientras
que el cuarto digito de x es 4 que es menor que el cuarto digito de y que es 7. Luego,
en este caso podemos afirmar que x < y. Mds generalmente, si x = BX XX, X
y=0byyy, ... y..yx#y entonces x < ysiyslosia<boa=byx <y o
a=bx =y yx, <y, 0..,esdecirx <ysia <bobiena=byexiste n € N tal que

X,< ),y %=y, para todo jentre l yz- 1.

La relacion de orden definida de esta manera se denomina orden lexicogrdfico. Este nombre
tiene su razén de ser en la forma de determinar cudndo una palabra aparece antes que
otra en el diccionario. Supongamos que tenemos las palabras encender y encendido. Las
primeras seis letras de ambas coinciden, mientras que la séptima letra de encender es una
ey la séptima letra de encendido es una i. Como en el alfabeto de la lengua espanola la
letra e aparece antes que la letra i, deducimos que primero aparece la palabra encender
y luego encendido. El orden de apariciéon de las letras es andlogo a la forma que estin

ordenados los digitos 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Hay que tener cuidado y no utilizar este orden para comparar dos expresiones decimales
diferentes pero que representan el mismo nimero. Consideremos por ejemplo
x = 0,9 = 0,999999999 ... e y =1 =1,0000000000 ... Vimos en el Capitulo 4 que
x = y. Sin embargo, si apliciramos el orden lexicografico a estas dos expresiones decimales
llegariamos a que x < y, ya que el primer digito de x antes de la coma es 0 y el primer
digito (el Gnico) de yes 1.
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Secccscces

En la seccién 5 precisaremos cémo extender la relacién de orden < definida entre dos
nameros racionales x, y al conjunto de los nimeros reales.

4.3. Las operaciones

A continuacién, definiremos la suma y el producto de niimeros reales.

Supongamos que (2)  y (4) , son dos sucesiones de niimeros racionales. Sabemos
que para cada nimero natural 7, 4 y b son ntimeros racionales. Por lo tanto, la suma
a+b yelproductoa - b dan como resultado un niimero racional. De esto se desprende
que, si definimos la suma y el producto de dos sucesiones (2) ., (b) = término a
término, el resultado obtenido serd una nueva sucesién cuyos términos son también
niimeros racionales. Mds precisamente, definimos la sucesién suma (2 + &)  como la
sucesién que en cada #» € N toma el valor 2 + &y andlogamente, definimos la sucesién
producto (2 - &) , como la sucesién que en cada n € Ntomaelvalora - b . Por ejemplo:
supongamos que (a) ., es lasucesion ap, = n+1 y (b) ., es la sucesién dada por
b,, = l para todo 7 >1. Entonces, la sucesion suma (2 + & ) | eslasucesion que en cada
n toma el valor n>+(n+1) . Los sucesivos valores de esta sucesmn serdn, entonces, 3/2 ,

7/6,13/12,... n(n+l)

Ejercicio 5.7. Probar que:
1. la suma de dos sucesiones crecientes y acotadas de niimeros racionales es también una
sucesién creciente y acotada de niimeros racionales;
2. el producto de dos sucesiones crecientes y acotadas de niimeros racionales positivos es
también una sucesién creciente y acotada de niimeros racionales positivos.

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s000s00ss

Seanx, y e Rysean (z) ,(b) , dos sucesiones en Sucec(Q) tales que nll’_m a =x ynlz_m b, =y
Definimos
z+y= lim (a, + by)
n—oo

Del ejercicio 5.7 se sigue que la suma x+y de dos nimeros reales x, y da como resultado

otro nimero real. Mds atin, el resultado no depende de qué sucesiones converjan a xy a

J respectivamente, esto es, si (c) ., (a,’n)n>1 son otras dos sucesiones que convergen a xy

a y respectivamente, entonces lim (2 + & ) = lim (¢ + d ). La prueba de esta propiedad se
, , . ., n —oo n n n —>oo n n

verd en la ultima seccién.

Es importante destacar que cuando x e y son niimeros racionales, la suma definida de
esta manera coincide con la suma habitual de fracciones. Para ver esto basta usar las
sucesiones constantes 4,= Xy b = y (que convergen a x y a y respectivamente), cuya suma
es la sucesién constante 2 + b = x + .

Para ilustrar cémo se hace para sumar dos niimeros irracionales, consideremos el nimero
irracional x = 0,101101110 ... definido al comienzo de esta seccidn.

Nameros reales
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Veamos cémo se calcula la suma x + x = 2x. Recordemos que una sucesién que
converge a x es, por ejemplo, la sucesién y, = 0,10;y, =0,101105 y, =0,101101110;
7,=0,10110111011110; ... Luego, 2x = hmZy donde (2y) | eslasucesion 2y, = 0,20;
2y, =0,20220; 2y, =0, 202202220 2y, =0, 20220222022220 . En este caso se ve que
2x=0,202202220 ... es el ndmero real que se obtiene concatenando después de la coma
los ndmeros 20,220,2220,

¢Cémo se define la resta entre dos nimeros reales? Para responder a esta pregunta
necesitaremos un resultado que es consecuencia del Teorema 5.4, a saber:

TeoremA 5.5. Si (a ) ) €5 una sucesion creciente y acotada de nitmeros racionales, entonces existe
una sucesion (c) | decreciente de niimeros racionales que satisface que lin lim 1(c -a) = 0.

Es inmediato probar este teorema en el caso que la sucesién () | tenga como valor limite
un ntimero racional £. En efecto, en este caso basta tomar como sucesién (¢ ) . la sucesion
constante igual a €. Sin embargo, la prueba es dificil cuando el valor limite no es racional y
requiere ciertas herramientas que estdn fuera del alcance del presente libro. Lo que expresa
esencialmente el resultado del teorema es que si una sucesién creciente y acotada (2)
converge a cierto nimero real x (que puede ser racional o irracional), es posible construir
otra sucesion (c) ~que tiene el mismo valor “limite”, pero que es decreciente.

El Teorema 5.5 es util para probar que todo nimero real admite un inverso aditivo,
eso es, si x € R, existe un Gnico yE R tal que x +y = 0. Para ver esto, tomemos una
sucesién («) = creciente y acotada de niimeros racionales que tenga limite x. Por el
mencionado teorema, existe una sucesién (¢) , decreciente de ntimeros racionales tal
que, para todo £, ¢, es cota superior de la sucesién (2) , y tal que lim(c -a) =

La sucesion (-¢) | es creciente y acotada, porque por eJemplo -a, es una cota superlor
Luego, el nimero y = lim (-¢) es un ndimero real y vale que x + y = 0 pues, por
definicién de suma, se tiene que x + y = lim (2 + (-¢)) = lim (« - ¢ ) = 0. Por otro lado,
la ecuacién x+y = 0 tiene solucién tnica, como veremos en la seccién 5. Notaremos
con -x al Gnico valor de y que es solucién de la ecuacién x+y = 0. A partir de esto
podemos definir la resta entre dos niimeros reales 4, b como:

a—b=a+ (-b)

Tomemos el ejemplo del nimero x definido al comienzo de esta seccién, y sea (x) , la
sucesion definida por:

1 =0,1; 23 =0,10; x3 =0,101;...; &, =0,212923 ... 2. ..

Ya hemos mencionado que los términos de esta sucesion se van acercando cada vez mds
al nimero x a medida que 7 toma valores cada vez mds grandes. A partir de la resta de
nimeros reales definida anteriormente, podemos justificar esta idea de aproximacion
del siguiente modo. Si calculamos las diferencias entre x y los diferentes valores de x ,
entonces estas diferencias son cada vez mds pequefias, es decir: si € es un niimero racional

positivo, entonces existe 7, € N tal que x- x < e.
0
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Para probar esto, necesitamos saber como calcular la diferencia entre x y un término
cualquiera de la sucesion (x ) . Supongamos que x,= 0, 2 2,2, ... z,es uno de estos términos.

Entonces, la resta x - x,vaa coincidir con el valor limite de la sucesién (x-x) . A partir de

n =k + 1 en adelante estas diferencias van a dar como resultado los niimeros
k k

’—/H ’—/h . .
0,000...02g41,0,000...02 41242, ... Por lo tanto, la diferencia x - x, da como
k

, — .
resultado el nimero real = — z; = 0,000...0 24112542 ... Entonces, deducimos que
k-1
——
1 . .,
T — ok < 15 pues el desarrollo decimal de la fraccién ﬁ es 0,000...01
Por lo tanto, cuando 7 toma valores cada vez mds grandes, las diferencias x - x, convergen a 0.

Para definir el producto x - y, entre dos nimeros reales, lo haremos primero en el caso en
que x e y sean numeros reales positivos. Un niimero real x es positivo si estd definido por
una sucesién (2 ) . (creciente y acotada de nlimeros racionales) tal que existe 7, para el
que @ > 0. Observemos que si (#)  es una sucesién tal que an0> 0, la sucesion (4),

definida por:

an, sin<mng
b'n, = .
an sin >ng

define el mismo nimero que la sucesién (2 )  y tiene todos sus términos positivos. En
otras palabras, si x es un nimero real positivo, existe una sucesion creciente y acotada de
ndmeros racionales positivos que lo define.
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Seanx, y e Rysean («)

n. (6,),,,dos sucesiones en Sucec(Q, ) tales que lim a =x y lim b = .
Definimos

nz1"
(%) z-y= nlingo(an - bn)

....................................................................................................................................... seseesecesesesssscssssscscses

Aligual que en el caso de la suma, deducimos del Ejercicio 5.7 que el producto de dos niimeros
reales positivos da como resultado un nimero real positivo. Cuando x e y son nimeros
racionales positivos, el producto definido de esta manera coincide con el producto habitual:
basta tomar (al igual que en el caso de la suma) las sucesiones constantes que toman el valor x
e y respectivamente, es decir 2 = x'y b = y para todo 7. Por lo tanto, la sucesién producto serd
la sucesién constante x-y. En la Gltima seccién se probard que esta definicién de producto no
depende de qué sucesiones converjan a x y a y respectivamente. Esto es, si (¢) ,, (4)  son
otras dos sucesiones que convergen a xy a y, entonces lim (2 - 4 ) = lim (¢ - 4.

;Cémo definir x - y cuando alguno de los nimeros x o y es negativo 6 0?

Definimos que six =00 y =0 el producto x - y = 0. Six < 0 e y < 0, entonces definimos
x+y=(x) - (-9). Como -x > 0y -y > 0 la expresién (-x) - (-y) se calcula por medio de la
férmula (x). Six <0 e y > 0, definimos x - y = -((-x) - y). Finalmente, six >0 ey <0,
definimos x - y = -(x - (-9)). De esta forma tenemos definido el producto para cualquier
par de niimeros reales.
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Para poder definir la divisién x/y, con y # 0, entre dos niimeros reales x ¢ y apelamos de nuevo
al Teorema 5.5. En efecto, probemos primero que si y es un nimero real positivo, entonces
existe un numero real positivo z tal que y - z = 1. Para ello tomemos una sucesién (z)
cuyo valor limite es y. Por el Teorema 5.5 sabemos que existe una sucesion (¢ ) decreciente
tal que lim (c- 2) = 0 y tal que 2 < cm para todo par de nimeros naturales 7, .
Entonces , 1 sucesion (d),., definida por d,, = L es creciente y acotada superiormente
por - . Luego el valor hmlte de esta sucesion es un ntimero real positivo z. Vemos que
y- z— 1. En efecto, y-z = lim a,, - C— . Por otro lado, 1—a,, - Ci = fazln

Comoas<c yc>a , deducimos que 0 < foan < fnrtn, Como la Sucesion (¢ - a)
tiende a 0, entonces la sucesion (2=%2), >, también converge a 0, lo que prueba que la
sucesion (1 —an - H)n>1 tiene limite 0. Esto prueba que lim a,- X =1y por ende y-z=1.
No pueden existir dos valores diferentes de z tales que y - z = 1. Por lo tanto, notaremos
con y' a la tnica solucién de la ecuacién y - z = 1, que es el inverso multiplicativo de y.
Esto nos muestra que la divisién 1/y estd bien definida si y es un nimero real positivo.

1

Siy <0, definimos & = f}y . Miés generalmente, si x e y son dos niimeros reales, donde

y es diferente de cero, definimos =g i

4.4. Raices

Veamos c6mo la estructura algebraica del conjunto de los nimeros reales nos permite
demostrar que ciertas ecuaciones, que no se pueden resolver en el conjunto de los nimeros
racionales, admiten solucién en R. Nuestro préximo paso serd demostrar efectivamente
que la ecuacién x* = 2 admite solucién en R. Mds precisamente, vamos a construir una
sucesion creciente de nimeros racionales positivos, cuyo cuadrado converge a 2.
Definimos la siguiente sucesién de niimeros racionales:

23
6z, — ),

r1 =1, Tn+1 = 1

Es claro que es una sucesién de ntimeros racionales porque x, lo es y porque si x es
racional, entonces 6z, —z? también es racional. Queremos probar que esta sucesién es

4
creciente y acotada. Primero probaremos que es acotada. Mds precisamente, afirmamos
que para todo 7 natural se tiene z2 < 2 . Es decir que, por ejemplo, |x | < 2, pues si

|xﬂ| > 2 entonces, z2 = |z,|* > 2% = 4, lo que contradice nuestra afirmacién. Probemos

entonces la afirmacién por induccién. Vale cuando 7 = 1, pues x,* = 1. Y si vale para 7,
tenemos: .
2 (6x, — ;)
O
_ 36a — 12z;, +af)
16

1 < 92, queasuvez vale siy sélo si

2 H A 7 36m 12:2 +28
Entonces, 22| < 2 siy s6lo si T

3622 — 1224 + 28 < 32 ,siysélosi 36 x2 — 1222 + ;[; — 32 < 0. Esta expresién tiene
un aspecto comphcado pero si ahora llamamos y = x2 — 2, tenemos:
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=2t — 42?4+ 4
6

y? = a8 —6ad + 1222 -8

por lo que y®—6y? = 28 — 622 + 1222 —8—6(xh —4a? +4) = 28 — 1222 + 3622 — 32
Es decir, debemos probar que y°-6y* < 0, o, en otros términos, que y* (y-6) < 0. Pero
observemos que la hipétesis inductiva es, precisamente, que y < 0, por lo que y* >0 e

y-6<0,yasiy(y-6) <0.

Veamos ahora que la sucesion (x)  es estrictamente creciente. Para esto, debemos

3
6x, —x,

4

n=1

probar que > z, . Pero esta afirmacién es equivalente a 6z, — ) > 4z, que a

- . 2 o
su vez es equivalente a 2z, — 3 > 0, y ésta a n(2 —23) > 0. Pero la hipétesis
inductiva dice ahora que la sucesién es estrictamente creciente desde x, = 1 hasta x , por
lo que x > 1y en particular x > 0.Y por otra parte, sabemos que 2— z7, > 0, con lo que se
tiene g, (2 — m%) >0 -

Por tltimo, queremos ver que la sucesién 2 converge a 2. Esto es lo mismo que probar

2 2 .
que z; — 2 converge a 0. Llamemos e,, = z2 — 2 Pero:

(62, — x3)? 3622 — 1222 + 28 — 32
Ent1 =T —2= 16
ei(en - 6)

16

(observando que ¢ es lo que antes llamamos y). Sin embargo, ya probamos que para todo
nvale 1 < xn2< 2, por lo que -1 < x”2—2 < 0, es decir -7 < e-6<-6.En valor absoluto,

. _ 2
tenemos |¢, - 6| < 7, y esto dice que: [e, 1] = 21028 < 2T < %
Como |e | < 1, tenemos e2 < |e,,|, por lo que:

len] len—1] len—_2| led] _ 1
|€n+1|§ 5 < S g S-S G =

Esto demuestra que ¢ converge a 0.

Calculando los primeros términos de la sucesion x , podemos ver que esta sucesion aproxima
muy répidamente a\2, es decir, es posible obtener los primeros digitos de la expresién decimal
de V2 calculando unos pocos términos de la sucesién. Por otra parte, tiene la desventaja de
que los numeradores y denominadores de sus términos también crecen muy rdpidamente.

1
XIZT
5
XZZZ
_ 355
%57 256
~94.852.805

%47 767.108.864

_1.709.678.476.417.571.835.487.555
5 1.208.925.819.614.629.174.706.176
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x._ 9:994.796.326.591.347.130.392.203.807.311.551.183.419.838.794.447.313.956.622.219.314.498.503.205
7.067.388.259.113.537.318.333.190.002.971.674.063.309.935.587.502.475.832.486.424.805.170.479.104

Si usamos los primeros 60 decimales, tenemos:

=1,0
X, =].250
X, =1,386718750

X, =].413416936993598937988281250

x,=1,414212889391814151023461353186456301465542817474840830982429
xs=1,414213562372614671850871862475475730106604515369430303090371
x,=1,414213562373095048801688479449619739849546778721185275386329
xg=1,414213562373095048801688724209698078569671875376884531681736
xo=1,414213562373095048801688724209698078569671875376948073176679

Ejercicio 5.8. Probar que si # es un nimero natural, entonces la sucesién dada por

21, 3 , .. PR
21 = 1, 2pyq = 2F22"Tn define un nliimero real positivo Vk tal que R? =k
2k

EjErcicio 5.9. Probar que todo niimero racional positivo admite una raiz cuadrada.
Mds atin, se tiene el siguiente teorema, cuya demostracion es mds delicada.

TeOREMA 5.6. Si x € R, entonces existe un tinico y € R tal que y* = x. Es decir, todo
niimero real positivo admite raiz cuadrada.

4.5. Estimacién del error

Cerraremos esta seccién con el andlisis de la manera de estimar el error cometido al
aproximar un nimero real dado por una sucesién de nimeros racionales.

Supongamos que (2))  sea una sucesién creciente de niimeros racionales que converge
a un limite ¢, donde € es un nimero real. Si € es un nimero positivo arbitrariamente
pequeno, el problema es determinar a partir de qué momento el error cometido al
aproximar € por los términos de la sucesién es menor o igual que €. Como la sucesién
(a) ., es creciente, el error cometido para cada término « estd dado por la diferencia
- a . Luego, debemos encontrar un niimero natural 7, que verlﬁque l- a, & Como
(a),_, es creciente, entonces £ - < € para todo 7 > n, ya que a £ le estamos restando un
numero mayor o igual que a, . Por lo tanto, todos los errores siguientes serdn menores
o iguales a €.

Un problema que ya hemos mencionado es que si no conocemos el valor de ¢, no podemos
determinar el valor de los diferentes errores dados por las diferencias (£-2)  tal como ocurre en
el problema geométrico que hemos introducido en la seccién 2. Sin emba.rgo podemos utilizar
la siguiente propiedad: si 7 es tal que 2 - < € para todo 7 > n, entonces £- 2, <&. Por lo
tanto, para encontrar un término de la suceion que permita aprox1mar £ con un'error menor
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o igual que € basta encontrar un 7, tal que 2 - 2 < € para todo 7 > n,.
nng 0

Para ilustrar esta propiedad consideremos el drea S de la regién R en la figura 2 que hemos
visto en la seccion 2. La sucesion (A(R(n))) | tiene como valor limite el nimero S. Ademds
1 es una cota superior de la sucesion (A(R(7))) . Por lo tanto, todos los términos de esta
sucesién son menores o iguales que 1, lo que implica que S < 1. Como § no puede ser 1,
entonces 0 < § < 1.

Para demostrar que la sucesion A(R(n)), , es estrictamente creciente, se usé la recurrencia:

1

1

(V) A(R(n+1)) = A(R(n)) + @n+1)(2n+2)

Veamos cémo podemos generalizar esta recurrencia escribiendo A(R(% + k)) en términos
de A(R(n)). Para lograr esto usaremos la recurrencia (©) del siguiente modo. Como en esta
recurrencia el 7 es arbitrario, podemos cambiar 7 por 7 + 1 y obtenemos la férmula:

1
(2n+3)(2n+4)
1 1
2n+1)(2n+2) * (2n+3)(2n+4)

A(R(n+2)) = A(R(n+1)) +

= A(R(n)) +

A su vez, si en esta Ultima férmula cambiamos 7 por 7 + 1 obtenemos la férmula:

1 1
(2n+3)(2n +4) * (2n+5)(2n + 6)
1 1 1
@ni)(2n12)  (nt3)2ntd) | (2n+5)2n106)

A(R(n+3)) = A(R(n+1)) +

= A(R(n)) +

Siguiendo de la misma manera, obtenemos que:

1 1 1

ARm+R) = AR+ Gy Y ens @y T T (2n + 2k — 1)(2n + 2k)

Observar que en cada uno de los denominadores de estas fracciones aparece el producto
de dos enteros consecutivos, siendo el menor un ndmero impar y, por ende, el que le
sigue un nimero par. Notar también que la cantidad de sumandos que aparece en esta
recurrencia, sin contar el término A(R(n)), es igual a .

Para estimar el error, vamos a acotar la suma de las fracciones que figuran en la férmula

dearriba. Como L < ___1__ paratodojentre 1y £, se tiene que:
2n+42j—1 — 2n+42j-2

1 1 1
2n+1)(2n+2) + 2n+3)2n+4) 7 (2n+2k—1)(2n+2
1 1 1
Cn)en+2) T @nro)@ntd) T @nt 2k —2)(2n 1 2k)

A(R(n + k) — A(R(n)) =

)

1y 1 1 1
*Z(n(nu)*(n+1)(n+z)*“'*(nmq)(nm))
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1 -1 r 1 _ 1 _ 1 A .
Por otro lado, como FTD = n T nrT D) = nii nps » Ctectera, obtenemos:

1 1 1
R N CE Y S CFS
1 1 1 1 1 1

n n+1 n+1_n+2+'”+n+k71_n+k

Como los términos de esta suma se cancelan todos salvo el primero y el ultimo,
deducimos que:

1/1 1 1 k
A(R(n+k)) — A(R(n)) < 1(57 n+k) T4 nntk)

Como —+ <1, deducimos que:
n+k q

A(R(n + k) — A(R(n))

IN

1
in
para todo 7 y para todo 4. Notar que esta desigualdad también es vélida si & = 0.

Luego, si fijamos un n, € N se deduce que A(R(no + k)) — A(R(np)) < ﬁ para todo
entero 4 no negativo. Luego, si 7 > n, y k=n- n, obtenemos la desigualdad:

Luego, si € es un nimero racional positivo, resulta que 4n < e siysolosing > 4. Por lo
tanto, deducimos que para este 7, encontrado se tiene que:

S —A(R(ng)) <e

Como aplicacién vamos a determinar cudntos rectingulos son necesarios para que el
error cometido al calcular el 4 drea S sea menor o igual que 107, En este caso € = 107,
Luego si tomamos 0 > 776—5 la cantidad de rectangulos serd el valor de 7. Pero

—L - = 250con lo cual basta dividir al intervalo [1, 2] en por lo menos 250 submter-
Vafos de la misma longitud. Por lo tanto, si tomamos 250 rectingulos o mds, el error
cometido en el cdlculo del drea serd menor o igual que 1/1.000 .

0 5. La construccién formal

En esta dltima parte, nos proponemos dar una construccién formal de los niimeros reales.
En la seccién anterior, presentamos los niimeros reales como aquellos que se obtienen como
limite de una sucesién creciente y acotada de niimeros racionales. Para poder justificar esta
construccion, observemos primero que un mismo niimero x se puede aproximar por diferentes
sucesiones. De hecho, existen infinitas sucesiones que convergen al mismo nimero x. Esto
nos permite asociar a cada niimero irracional x un conjunto de sucesiones que comparten
la propiedad de que todas tienen como limite al niimero x. Por otro lado, si dos sucesiones
tienen el mismo limite, su diferencia tiende a 0. Esto nos lleva a la siguiente definicién:
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....................................................................................................................................................................

Sean () , (b) . dos sucesiones en Sucec(Q). Diremos que (2) , y (&) . son equivalentes (y
escribiremos ()~ (b)), s

....................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................

Llamaremos niimero real a la clase de equivalencia de una sucesion en Sucec(QQ). Sien la clase de equivalencia
hay una sucesion de términos positivos, diremos que el niimero es positivo.

....................................................................................................................................................................

Si(a) , € Sucec(Q), notaremos con C [(2)

] ala clase de equivalencia de () _,. Simbdlica-
mente, un nimero real es un elemento x de la formax=C[(z )

], donde () EJSucec(Q).

n=1 nz1

Consideremos por ejemplo las sucesiones (x) , (y)  de nimeros racionales definidas
en la seccién anterior dadas por:

x =0.1;x, = 0,10;x, = 0,101; x, = 0,1011; x, = 0,10110; x, = 0,101101; ...
y, = 0,105y, = 0,10110; y, = 0,101101110; y, = 0,10110111011110;
y, =0,10110111011110111110; , = 0,101101110111101111101111110; ...

Las sucesivas diferencias dan:

J =% =0

J, -%, =0,00110

¥, - %, =0,000101110

¥, - %, =0,00000111011110

J5 - %, =0,00000111011110111110

Js - %, =0,000000110111101111101111110; ...

Se observa que estas diferencias se acercan cada vez mds a 0, por lo que estas sucesiones son
equivalentes. Su clase de equivalencia es el nimero real positivo x = 0, 101101110 ...

Es importante destacar que si ¢ es un nimero racional, entonces g se identifica como el
nimero real dado por la clase de equivalencia de la sucesién (2)  constante igual a ¢,
es decir @ = ¢ para todo 7 > 1.

>1

5.1. Desarrollos decimales

Al comienzo del capitulo mencionamos que al conjunto de nimeros racionales querfamos
agregarle niimeros cuya expresién decimal después de la coma fuera infinita y no periédica.
Vimos cdmo estos niimeros estdn definidos por sucesiones crecientes y acotadas. Por
ejemplo, si 2 es un nimero tal, podemos considerar la sucesién () _ dada por el nimero
racional que tiene como expresién decimal los primeros 7 digitos del nimero 4. En esta
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seccion pretendemos mostrar que las clases de equivalencia de sucesiones crecientes y
acotadas de niimeros racionales tienen expresiones decimales (eventualmente infinitas).

Esto nos permite pensar a los niimeros reales de dos maneras distintas, ya sea como expresiones
decimales o como clases de equivalencia de sucesiones crecientes y acotadas de nimeros racionales.

A pesar de que el concepto de niimero real como un niimero cuya expresién decimal no
es necesariamente periédica ni finita es mds intuitivo, el trabajar con sucesiones crecientes
y acotadas de niimeros racionales permite operar con los niimeros reales de manera mds
simple. También permite probar algunas propiedades importantes de dichos niimeros.

No hay un algoritmo que permita calcular explicitamente la expresién decimal de
una sucesién creciente y acotada de ndimeros racionales. El problema radica en que
dos nimeros pueden estar muy cerca uno del otro, pero tener varios digitos distintos
en su expresiéon decimal. Por ejemplo, el nimero 1,0001 dista del nimero 0,9999 en
0,0002. A pesar de que la distancia entre ambos es muy pequena, todos los digitos de
sus representaciones son distintos.

Consideremos una sucesion creciente y acotada de nimero racionales () _,. Supongamos
que todos los 2 son positivos. Llamemos por € el nimero real que representa la clase de
equivalencia de esta sucesion. Para calcular la escritura antes de la coma del ndmero 4,
miramos el conjunto:

Jo={m€Z : m < a, para algin n}

Como la sucesiéon (2)  es acotada, el conjunto T es acotado superiormente. Luego
tiene un mayor elemento, o sea existe un nimero entero & tal que 7 < & para todo
m €T . Tomamos como expresion decimal del niimero £ antes de la coma al nimero 4.
Por la forma en que construimos el niimero 4, es claro que « - 4 < 1 para todo 7, pues si
existe un 7 tal que a, - b >1,entonces b+ 1 < a, en cuyo caso b + 1 serfa un elemento

de T, lo que no pasa por ser & el elemento més grande de dicho conjunto.

Para calcular el primer digito luego de la coma consideramos la sucesién de nimeros
racionales 10 - (2 - 4). Como « - b < 1 para todo 7, 10 - (2 - b) < 10 para todo 7.
Ademds, como existe algtin 7, tal que & <, la sucesion 4 - b es positiva a partir de
n,. Si miramos, como antes, el mayor elemento del conjunto:

J={meZ : m<10- (a, — b) para algin n}

tenemos que ese nimero estd entre 0y 9. Llamamos x, a dicho elemento y lo tomamos como
el primer digito de la expresién decimal del niimero €luego de la coma. El procedimiento
es el mismo para calcular los digitos subsiguientes. Supongamos que ya calculamos los
primeros # digitos después de la coma y obtuvimos la expresién 4, x,x, ... x,. Para calcular
el digito siguiente, x, , consideramos el conjunto:

+1

Tep1={m€eZ : m< 10kt . (an — b, z129 ... 7)) para algin n}
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El méximo de este conjunto estd entre 0 y 9 y ése es el digito x, ,.

Veamos en un ejemplo concreto cémo funciona este método.

1

EjempLo. Consideremos la sucesion creciente y acotada a,, = 1— 157 . Los primeros tér-
minos de la sucesién son a; =1 — 5 =0,9, az =1 — 715 = 0,99, a3 = 0,999, etc.

Llamemos € al nimero real que define esta sucesién. Intuitivamente, el namero € deberia
tener por expresion decimal 0,9; es decir que € serfa el nimero racional de periodo 9,

que es igual al nimero entero 1. Veamos que éste es el caso.

Para determinar el nimero antes de la coma, debemos mirar el mayor niimero entero menor
que & para algin 7. Claramente, todos los términos de la sucesién son mayores que 0 y
menores que 1. Luego, el niimero & es 0. Es decir que la expresién decimal de € tiene un 0 an-
tes de la coma. Para calcular el primer digito luego de la coma, debemos multiplicar por 10 la
sucesion -b= a,. Ast obtenemos la sucesién 10 - a,=9,10-4,=99,10-4, =9,99, etc. El
mayor niimero entero que sea més chico que algiin término de esta sucesion es el nimero 9.
Luego, el primer digito del nimero €luego de la coma es el 9.

Para calcular el siguiente digito, debemos considerar la sucesién 100 - (an -0,9), cuyos
términos son 0;9; 9,9; 9,99, etc. El mayor niimero entero mds chico que algiin término de
esta sucesién es el 9, y por lo tanto el desarrollo decimal de € hasta este punto es 0,99. Asi
siguiendo, vemos que todos los digitos de € luego de la coma serdn nueves, o sea £ = 0,9.

Ejempro. Consideremos las sucesién constante 2 = 1. ;Cudl es la expresion decimal aso-
ciada al nimero ¢ que define esta sucesidon? Intuitivamente uno espera que la expresién
decimal de €sea 1. Aplicando el procedimiento anterior a esta nueva sucesién, vemos que
para encontrar el digito antes de la coma, debemos mirar el mayor entero menor que 1.
Claramente, el mayor entero menor que 1 es el nimero 0. Luego €= 0, ...

Para calcular el primer digito después de la coma, debemos mirar la sucesién (102) ..
Esta sucesién toma los valores 10-2, = 10-1 = 105 10-4, = 10-1 = 10, etcétera; o sea que
es la sucesién cuyos términos son todos iguales a 10.

El mayor ndmero entero menor que 10 es el 9, luego el primer digito después de la coma de €
es 9. En todos los pasos siguientes del procedimiento obtenemos la sucesién constantemente
10, y por lo tanto todos los digitos de la expresién decimal de € son nueves. Asi podemos de-
ducir que €= 0,9. Recordemos que el nimero racional 0,9 coincide con el nimero natural 1,
simplemente obtuvimos una representacién decimal distinta del resultado esperado.

El procedimiento que describimos anteriormente tiene la particularidad de que la ex-
presién de los nimeros decimales exactos termina con infinitos nueves. Por otra parte,
sin importar la sucesién que se elija para representar a un niimero, el procedimiento va
a devolver la misma expresién decimal.

Para encontrar el desarrollo decimal de ¢ supusimos que todos los términos de la
sucesién &, eran positivos. Si algunos son menores o iguales que 0 y otros son positivos,
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se pueden cambiar los negativos por 0 y obtendremos una sucesién equivalente. En
cambio, si la sucesién no tiene términos positivos, hay dos casos posibles. En un caso,
la sucesién converge al nimero 0, y se decreta que la expresion decimal de € en este
caso es simplemente 0. En el otro caso, la sucesién no converge al niimero 0, y se debe
aplicar el Teorema 5.5. En efecto, podemos encontrar una sucesion ¢ decreciente y de
términos negativos tal que lim (¢ - 2 ) = 0. El procedimiento se debe aplicar entonces a la
sucesion creciente (-¢)  y poner un signo menos a la expresion decimal asi obtenida.

Es importante destacar que este procedimiento es tedrico. Es decir, nos muestra que
todo niimero real tiene una expresién decimal, pero dada una sucesion creciente acotada
de nimeros racionales en general es imposible obtener los digitos de manera concreta, a
menos que se disponga de informacién adicional.

5.2. La recta real

Otra interpretacién de los nimeros reales estd dada por el conjunto de puntos de la recta.
Vimos en las secciones anteriores que los nimeros racionales no llenan la recta, porque hay
puntos cuya distancia al origen no podemos medir con ellos (por ejemplo la hipotenusa de
un tridngulo rectdngulo de lado 1, como vimos en la figura 1). En la seccién anterior pro-
bamos que podemos ver a los nimeros reales como tiras infinitas de nimeros cuyos digitos
estn entre 0 y 9 mds un signo. Esto nos permite marcar los nimeros reales dentro de la
recta, de la misma manera en que lo hacemos con los nimeros decimales exactos. El lugar
exacto en que se debe marcar un nimero es en general imposible de determinar dado que
nuestra precisién es acotada, pero se puede ubicar con un error tan chico como se quiera.

Reciprocamente, a cualquier punto p de la recta se le puede asociar un niimero real. Lla-
mamos x, a un entero que esté a la izquierda de p, e 7, aun entero que esté a la derecha.
Consideramos el intervalo I, = [x,, y,]. Partimos este in-

tervalo al medio y obtenemos dos intervalos, el intervalo

; ‘ ‘ (21, 28]y el intervalo [ 25# y,]. Nos fijamos en

P cudl de estos intervalos estd el punto p, y llamamos I,

al intervalo que lo contiene. Digamos que |, = [x,, ,].

Figura 6. Primeros intervalos que contienen a p. Continuamos partiendo sucesivamente los intervalos
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| =[x, y] por la mitad y en cada paso llamamos |, al
nuevo intervalo que contiene al punto p. Consideramos ahora la sucesién (x),.,- Como
los puntos x , y se obtienen como suma y cociente de niimeros racionales, son todos
ntimeros racionales. Ademds, es claro que la sucesion (x)  es creciente y acotada. Es
bastante intuitivo ver que p es el punto limite de la sucesion x , dado que estos puntos
estdn tan cerca como uno quiera del punto p, como se puede ver en la figura 6. Luego, p
se puede identificar con la clase de equivalencia de la sucesion (x ), mostrando asi que
el conjunto de nimeros reales describe todos los puntos de la recta.
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5.3. Orden

Nuestro préximo paso serd definir y estudiar el orden de los niimeros reales.

Six=Clla)_ ley= C[(b) ] son dos nimeros reales diferentes, decimos que x < y si existe
n, € Ntalquea < bn para todon ‘e N; es decir, sitodos los términos de la sucesion (a) son menores
que algln término 'de la Sucesion (b ) ot

....................................................................................................................................... sesscsecesesesssscssssscscses

Notar que si x e y son nimeros racionales y las sucesiones (2) ., (b)  son las sucesiones
constantes x e y respectivamente, el orden definido de esta manera coincide con el orden usual.

La definicién de < es correcta en el sentido de que no depende de qué sucesiones se elijan
para representar a los nimeros reales x e y. Es decir, si (2)  y (4)  son dos sucesiones
que representan al nimero x, y si (6)  y (b) | son dos sucesiones que representan
al nimero y, entonces todos los términos de la sucesién (2)  son menores que algﬁn
término de la sucesién (4)  siy sélo si todos los términos de la sucesién (2) , son
menores que algtin término de la sucesién (£)  en cada clase de equivalencia.

Por otro lado, es inmediato ver que la relacién < definida en R por la relacién x < ysi'y
s6lo si x = y o bien x < y es una relacién de orden. Mds aun, la relacién < es una relacién de
orden rotal, es decir, si x e y son dos nimeros reales cualesquiera, entonces o bien x < y o
bien y < x. La demostracién de estos hechos excede el nivel de este libro y la omitimos.

En resumen:

b, b,byb,
. ., L. , - e e o eo| o & o =
PROP.(,)SICION 5.7. La relacion < estd bien definida y es una a aay a, T T
relacion de orden total en R.

lim (a,) 1 lim (b,) 5

Como ya vimos, todo nimero real se puede dar por su
desarrollo decimal. El orden lexicografico descripto en la Figura 7. Grdfico del orden de nimeros reales.
seccidn 4.2 para las expresiones decimales de dos niumeros
reales coincide con el orden que describimos aqui, y se
puede usar como definicién alternativa.

5.4. Operaciones

En esta seccién definimos la suma y el producto de dos nimeros reales. Aqui se puede
apreciar la ventaja de presentar a estos nimeros por medio de sucesiones, y no por su
desarrollo decimal. En efecto, no es claro cdmo, a partir de dos representaciones deci-
males infinitas, se puede calcular la representacion de la suma o el producto. El principal
obstéculo en este punto es el acarreo en la suma de expresiones infinitas.
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Seanx=Cl(a) ly=C [(/7”)”21] € . Definimos la suma x + y como sigue:

nz14"

z+y = Cl(an + bp)n>1]

Enelcasoenquex > 0ey > 0, elegimosz > Oy bn> 0 para todo 7 y definimos:

z-y = Cl(ay - bp)n>1]

$ 0000000000000 000000000000000000000000006008600860000000060080000860000000060080000600000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000scscscssssss .

Se desprende del ejercicio 5.7 que el resultado de sumar dos niimeros reales es un nime-
ro real, y que el resultado de multiplicar dos nimeros reales positivos es un niimero real
positivo. Para definir el producto x - y para todo par de nimeros reales utilizamos la
misma técnica de la seccién 4.3.

Para ver que estas operaciones estdn bien definidas, debemos ver que, sin importar qué
sucesiones elijamos en cada clase de equivalencia, al sumar o multiplicar obtenemos
sucesiones equivalentes. En efecto, sabemos que dos sucesiones distintas en Sucec(Q)
pueden representar el mismo nimero real.

PrOPOSICION 5.8. Sean (@) , (b) ., (c) . (d) . sucesiones en Sucec(Q) tales que (a),
y)  ~d) . Entonces

nz1

>1 ~ (Cn)nzl

° (a +b)  ~(c+d)
° d b >n>1 ( n nz1

En particular la suma y el producto definidos en 5.4 no dependen del sistema de represen-
tantes, y por lo tanto son operaciones bien definidas.
DEMOSTRACION. Como (2) . ~(c) v (6)  ~(d) . sesiguequelima -c=0y
limb -d = 0. Luego lim (2 -c)+(6,-d) = 0, y por lo tanto ,lll_rg (@+b)-(c+d ) 0, probando
de esta maneraque (@ + b)  ~(c+d) .
Para probar la segunda parte de la proposicién, probemos que lim (2 6) - (c- &) = 0. Para
ver esto, escribimos esta diferencia del siguiente modo:

(an - bn) = (cn - dn) = (an b)) = (bn - cn) + (bn - cn) = (cn - dn)
Sacando factor comun, obtenemos la igualdad:
(an - bn) = (cn - dn) = by« (an — cp) +cn - (b — dy)
Como lima-c=0,limb -d =0y tanto (4) , como (¢) , son sucesiones acotadas,
inferimos que lim (2 - 6 ) - (c - 4)) = 0. En efecto, si una sucesién es acotada y otra tiene

limite 0, entonces el producto de ambas tiene también limite 0.

A partir de la suma y el producto definidos de esta manera, se puede demostrar el si-
guiente teorema.
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TeoRrREMA 5.9.
1. Si a € R entonces existe un tinico niimero real x que satisface la ecuacion a + x = 0.
2. Sia € Rya#0, entonces existe un tinico niimero real y que satisface la ecuacion a - y = 1.

DEMOSTRACION. Si 4 es la clase de la sucesion (2) , la existencia de una sucesién (x)
en Sucec(Q) tal que C[(2 +x ) =0 yasevio en laseccién 4.3. También se vio la existen-
cia de una sucesién (y) _ en S‘ucec((@) t:?l que C [(an-'yn)nzl] = 1. Falta ver que cualquier
otra sucesién que cumpla la misma propiedad es equivalente a éstas.

Sea (x') | otrasucesion tal que C[(z +x") ] = 0. Entonces, tenemos que lim (2 + x ) = 0
y lim (a +x") = 0. Por lo tanto, restando tenemos

hm (x x')=lim((@+x)-(a+x'))=0.Es decir, C[(x) ]=Clx') ]
La prueba para el producto es més técnica y la omitimos.

Los ntmeros reales x e y del teorema son respectivamente el inverso aditivo y el inverso
multiplicativo de a. A partir del teorema, se demuestra que las ecuaciones del tipo z + x= by
a-y=b(en el caso en que 2 # 0) tienen solucién tnica en el conjunto de los niimeros reales.
Es decir, podemos restar dos niimeros y dividir por un nimero distinto de 0. Al valor de x lo
notamos con x = & - a; al valor de y lo notamos con y = b/a.

A partir de las operaciones definidas en el conjunto R, se puede probar que la suma es
asociativa, conmutativa, con elemento neutro y, como dijimos, todo elemento tiene un
inverso aditivo. Ademds, el producto es asociativo, conmutativo, con elemento neutro, y
todo ntimero real distinto de 0 tiene un inverso multiplicativo. Por tltimo, se puede ver
que el producto es distributivo sobre la suma. En resumen, se tiene el siguiente resultado:

TeoREMA 5.10. E/ conjunto R es un cuerpo, denominado el cuerpo de nimeros reales.

5.5. Raices

Los ntimeros reales permiten resolver muchas ecuaciones que no tienen solucién en el
conjunto de los nimeros racionales. Ya vimos que una de estas ecuaciones es la ecuacién
x* = 2. Otro tipo de ecuaciones que se pueden resolver en el conjunto R son las ecua-
ciones del tipo x"= 4, donde a es un niimero real positivo y 7z es un nimero natural. En
este sentido, el Teorema 5.6 se puede generalizar mostrando que /z ecuacion x"= a admite
una tinica solucion positiva.

Dicha solucién se denomina lz raiz enésima de a. Simbélicamente la raiz enésima de 4 se

escribe con /g

A partir de este resultado se puede definir la exponenciacion fraccionaria. En efecto, si a
es un numero real positivo y 7/n es un nimero racional, se define:
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Para comprender el porqué de esta definicién debemos tener en cuenta la siguiente
propiedad bésica de la exponenciacién: si 4, /son niimeros naturales, entonces (2 *)'= 2 *.
Ahora bien, si k = ™ y / = n, para que esta propiedad siga valiendo, debemos tener

m

@%)" = a%" = o™ - Por lo tanto, se debe definir, como hemos hecho, % — #/qm

Ejercicio 5.11. Probar que si 2 € R entonces (2 #)’= a *! para todo par de nimeros
q >0 p p
racionales 4, /.

Como conclusién, los nimeros reales nos permiten generalizar algunas operaciones
algebraicas, como la exponenciacién, cuando el exponente es un niimero racional en
lugar de un ndmero entero. Usando limites, también se puede definir la exponen-
ciacién cuando el exponente es un nimero real. Esta definicién es mds técnica y la
omitiremos en el presente libro.

5.6. Completitud de los nimeros reales

En las secciones anteriores introdujimos el orden y la suma (y resta) de nimeros reales. Con
estas herramientas, se puede dar una definicién de limite para sucesiones de ntimeros reales,
de manera andloga a como se hizo en la seccién 3. Esta nocién de limite coincide con la an-
terior cuando se la utiliza para sucesiones de niimeros racionales con limite racional.

Consideremos ahora una sucesion (2) € Sucec(Q). Esta sucesién representa a un
ntimero real que llamaremos £. Por otra parte, cada término #, de la sucesion se puede ver
como un ntiimero real, considerando la clase de equivalencia de la sucesién constante «,.
Una propiedad interesante del limite de sucesiones de niimeros reales es que el limite de
la sucesion de los niimeros #,(vistos como ntimeros reales) es precisamente .

La propiedad mds importante del conjunto de los nimeros reales es que es completo.
Esto quiere decir lo siguiente: cualquier sucesién de niimeros reales (x )  creciente y
acotada tiene limite en el conjunto de los nimeros reales.

nz1

En resumen, en este capitulo comenzamos viendo que los niimeros racionales no son
completos, en el sentido de que hay sucesiones crecientes y acotadas de nimeros racio-
nales que no tienen limite en el conjunto de los racionales. Entonces, agregamos al
conjunto de los niimeros racionales los limites de estas sucesiones, formando asi el con-
junto de los niimeros reales. La nocién de limite de los nimeros racionales se extiende
al conjunto de ntimeros reales, y, finalmente, con esta nocién de limite, resulta que las
sucesiones crecientes y acotadas de nimeros reales tienen limite en el conjunto de los
numeros reales. Es decir, hemos creado un conjunto de nimeros completo.
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5.7. Numeros importantes

Un ndmero real importante en el andlisis matemdtico es el n#mero e *'°. Este nimero
aparece en diferentes dreas de la matemdtica como probabilidad, combinatoria, ecua-
ciones diferenciales, matematica financiera, entre otras.

El niimero e se puede definir mediante la siguiente sucesién creciente y acotada de

m'lmeros racionales:
_q L 1
=1ttt

Los primeros términos de esta sucesion, calculados con 60 decimales, son:

=2,0

=25

= 2,666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666
=2,708333333333333333333333333333333333333333333333333333333333
= 2,716666666666666666666666666666666666666666666666666666666666
=2,718055555555555555555555555555555555555555555555555555555555
=2,718253968253968253968253968253968253968253968253968253968253
=2,718278769841269841269841269841269841269841269841269841269841
=2,718281525573192239858906525573192239858906525573192239858906
a,=2,718281801146384479717813051146384479717813051146384479717813
a, = 2,718281826198492865159531826198492865159531826198492865159531
a,= 2,718281828286168563946341724119501897279675057452835230613008

NN N N XN X XN
PNV R S

e R

Puede compararse este resultado con los primeros 120 digitos del desarrollo decimal de e:

e=2,71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572 47093 69995 95749 66967 62772 40766
30353 54759 45713 82178 52516 64274 27466 39193 20030 59921

Es claro que (2) _, es una sucesion creciente de nimeros racionales. No es tan claro que
es acotada. Esto puede probarse utilizando las siguientes propiedades que se prueban
ficilmente por induccién:

o nl>2 para todo 7 e N,
o 1 1 _1_ 1
1445 =1- L paratodon e N.
En efecto, —1+1+1+1+ +1<1+1+1+1+ Ll 1
1! 3! 9 ' 92 on on

para todo 7 € N. Hemos probado que la sucesion (2 ) ~ estd acotada superiormente por 3,
con lo cual define un nimero real. Podemos refinar la cuenta anterior de la siguiente manera:

"% La primera referencia al nimero e fue publicada en una tabla en un apéndice de un trabajo del matematico escocés John Napier. A
pesar de que Napier no us6 la constante misma, calcul6 el valor de algunos logaritmos con ella. El descubrimientoreal de la constante
se debe a Jacob Bernoulli, al tratar de calcular el limite de la sucesion b, = (1+1/n)". Leonhard Euler fue el primero en usar la letra e
para dicha constante en 1727 y la primera publicacion de e fue su trabajo Mechanica de 1736.
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S SO SO DO S 1
an < +i+i+§+273+274+.”+27
1+1+1+i+i+i+ Jri*lﬁLl
n 2 22 0 23 1 o4 m 46
1 1 1 1
=3 ite T

por lo que 2 < e < 3 y entonces ¢ no es entero.
TeoREMA 5.11. E/ niimero e es irracional.

La prueba de este hecho es un poco mds técnica que otras pruebas del libro. La inclui-
mos, de todos modos, para el lector interesado.

DEMOSTRACION. Supongamos que e es un niimero racional 72/d. Como e no es entero, d > 1.

Llamemos /V al ndmero
1 1

—a(™- oot
d.<d L+t

| | !
:m~(d—1)!—(d!+d'+é+-~~+d'>

12 d
Claramente /N es un nimero entero ya que 4 = (k + 1) (k+2)---d es entero si k < d.
Veamos que, sin embargo, 0 < IV < 1, lo que es imposible para un nimero entero.

Por la definicién del nimero ¢, deducimos que el nimero real e— (1 + % 4+ 4 %)
estd definido por la sucesidn:

0 sin<d
Cn = .
(dil)!+(di2)!+'”+% sin>d

Luego, el niimero NV estd definido por la sucesién (4! - ¢) ., cuyos términos son todos
g n n>1 y
positivos para 7 > d, con lo cual NV > 0. Para ver que N < 1, notamos que si # > 4,

d! 1 1

BT d+2) k- @drrd

Ademis, la desigualdad es estricta si # > & + 1. Esto implica que si 7 > d + 1,

L L N S S S !
S (d+ 1) (d+2)! n! T d+1 " (d+1)2 (d+1)n—d

Puede probarse por induccién que, para todo 4 natural,

LERRE PN S DU SN T
d+1  (d+1)? (d+1k d d (d+1)* " d
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Luego, concluimos que V< 1/4 < 1 (porque d > 1).

Una forma alternativa con la que habitualmente se presenta al ndmero ¢ es con la sucesion:

b= (1+1)
n

Otro niimero de vital importancia en la ciencia es el nimero 7. En geometria, 7 se puede
definir como el cociente entre la longitud de una circunferencia y su didmetro'. De hecho,
el niimero 7 tiene su origen en el deseo de medir la longitud de una circunferencia y el
drea de un circulo. Las primeras aproximaciones conocidas de 7, debidas a los babilonios y
los egipcios, se remontan al 1900 a.C. y eran 25/8 y 256/81 respectivamente. Esta tltima
aparecié en el papiro Rhind, bajo la afirmacién de que el drea de un circulo es similar a la
de un cuadrado cuyo lado es igual al didmetro del circulo disminuido en 1/9, es decir, igual
a 8/9 del didmetro. El primero en construir una sucesién que permitia aproximar 7 tanto
como se quisiera fue Arquimedes (287-212 a.C.) en su trabajo Medida de un circulo.

Desde entonces, se han construido distintas sucesiones que definen al niimero 7. Entre ellas,
podemos mencionar la siguiente sucesién creciente y acotada de nimeros racionales:

a, =2+ 2- +e 2.2

SRS

W =
[SCR

Es claro que la sucesion (z)) , es una sucesion creciente de nimeros racionales.

nz1

: k 1
Para ver que es acotada, basta observar que, para cada k € N, se tiene que 77 < 5
y entonces:
1 1 2 1 2 h
— 9249.-49.-.24 . 490.2.%. .
o M T A B A Py
1 11 11 1
an, 2492.-49. 2.2 o2 22 1
no< 2425425 ot 2 oo (1)
TP N O € R L Y C
2 2 2 2.2 2 222 2n) 2n
1
= 45 (2)
De (1 2 : !
e (1) y (2), entonces: a, < o1

lo que nos dice que 2 < 4 para todo » € N. Los primeros términos de esta sucesion,
calculados con 20 cifras decimales son:

= 2,66666666666666666666
=2,93333333333333333333
= 3,04761904761904761904
=3,09841269841269841269
=3,12150072150072150072
=3,13215673215673215673

XN N N NN
[V S

6

'“El primer uso de |a letra griega 7 para esta constante se encuentra en el libro A New Introduction to Mathematics de William Jones,
del afio 1706. Esta notacion se popularizd luego de que la adoptara Leonhard Euler en 1737.
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3,13712953712953712953
3,13946968064615123438
) = 3,14057816968033686299
a,, = 3,14110602160137763852
a,, = 3,14135847252013627030
a,, = 3,14147964896114041355
a,, = 3,14153799317347574178
a,, = 3,14156615934494796921
a,, = 3,14157978813759582119
a,, =3,14158639603706144639
a,, = 3,14158960558823046434
a,, = 3,14159116699150187848
a,, = 3,14159192767514692640

a,, = 3,14159229874033963270

ﬂ7
aS
a

El nimero 7z tampoco es racional, aunque la demostracién es algo mds complicada que
en el caso de e. Los primeros 120 digitos del desarrollo decimal de 7 son:

n = 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 58209 74944 59230 78164
06286 20899 86280 34825 34211 70679 82148 08651 32823 06647

En la actualidad se conocen mds de 10'* cifras del desarrollo decimal de 7. La mejor

aproximaci6n posible de 7 por un nimero racional con numerador y denominador de

hasta cuatro digitos es 355/113 (3,1415929 ...).
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6. Nimeros complejos

O 1. Introduccién

Ya vimos en el capitulo de nimeros reales que todo niimero real positivo tiene una raiz
cuadrada. Los niimeros negativos, en cambio, no tienen una raiz real. Uno de los grandes
avances de la matemdtica se produjo al inventar raices cuadradas de los niimeros negativos.
Esto lo hicieron fundamentalmente Girolamo Cardano y Lodovico Ferrari alrededor de
1540. No obstante, esto significaba un salto de abstraccién que no todos los matemdticos de
la época estaban en condiciones de dar. La definicién moderna de los niimeros complejos
es muy posterior, y se debe a William Rowan Hamilton, en el afio 1833. Para definir los
complejos, Hamilton introdujo un nuevo simbolo, la letra 7, que corresponde a un nimero
cuyo cuadrado es -1. Claro, si queremos operar con este nuevo nimero, tenemos que ser
capaces de sumarle otros nimeros reales, y también de multiplicarlo por ellos. Por ejemplo,
tenemos que permitir nimeros como 2,34 * 7w - i-4,5 * (2 + 3 - 7). ;Cudles son, exactamente,
todos los ndmeros que estamos agregando al introducir 7 ? Si & es un ndmero real, agregamos
b - 1. Y si a es un ndmero real, agregamos 4 + & - i. Y podemos ver que con esto basta.

Si tenemos dos niimeros de esta forma, 2 + b *i y a'+4'- i, entonces los podemos sumar y
obtenemos un ntimero de esta forma: (@ + o) +(@'+ b)) =a+d+ bi+ b i=(a+d) + (b+ 0) - i.
Y también los podemos multiplicar. Usando la propiedad distributiva, la conmutativa y que
i? = -1, obtenemos que:

(@+b-d)-@+b-i)y=a-d+va-b-ivb-i-ad+b-i-b-i
—a-d+@ bvb-a) ivb- b7
=a-d+(a-b+b-d) i+b-b-(-1)
=a-d+(ab+b-d) i-b-b
=(ad-b-b)+@a b+b-4) i

Es decir, el producto de dos ndmeros de la forma 2 + & - i es de la forma 2 + & - i.
Quiere decir que podemos definir nuestro nuevo conjunto de niimeros, el de los nimeros
complejos, como aquellos que se escriben en la forma 2 + & - 7, donde 2 y 4 son nimeros
reales. Usualmente, omitimos el punto y escribimos 2 + bi. El conjunto de los nimeros
complejos se escribe C.

EjempLo. Los siguientes son nimeros complejos: 2 + 34 2 + 3,144 -17 + 3/74; -2 + i
(que es igual a -2 + 17); 27 (que es igual a 0 + 27); 1 (que es igual a 1 + 02).

Siz=2+3iyw=1 +4i, entonces:

z+w=2+3i)+(1+4i)
=3+7i
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zw = (2 +3i) - (1 +4i)
=2+2-4i+3i1+3i4i
2212+ (8+3)i
=-10+ 11

z-w=(2+3i)- (1 +4i)
=2+3i-1-4i
=1-i

Ejercicio 6.1. Siz = -2+6i y w :% +24, calcular z- w, w - 2, 2z, 4w - 32,z * w, 2*.

Asi como los niimeros reales, salvo el 0, tienen inverso, los nimeros complejos, salvo el

0, también tienen inverso. Pero para encontrar el inverso de un niimero complejo ha
y

que aprender un poco mds de la estructura de los nimeros complejos.

Se dice que un niimero complejo tiene una parte real’y una parte imaginaria. La parte real es la
que no acompana a 7, mientras que la parte imaginaria es el nimero real que acompana a 7. Si
z =2+ 7i, la parte real de z es 2 y la parte imaginaria de z es 7. Escribimos Re(z) la parte real
de z, e Im(z2) la parte imaginaria de z. Es decir, Re(2 + 77) = 2 e Im(2 + 7i) = 7. Otros ejemplos:
Re(z-i) =n, Im(r-4) =-1,Re(z) =Re(0 +1-4) =0, Im(1) =Im(1 +0 -2 = 0.

OBSERVACION. Los nimeros reales son también nimeros complejos; por ejemplo 4 = 4 + 07, y
4 es un nimero natural, por lo tanto también entero, racional y real, y por lo tanto también
complejo. En términos de conjuntos:

NcZcQcRcC
Vistos como niimeros complejos, los reales son aquéllos que tienen parte imaginaria igual a 0.
Siz=a + bi es un complejo, llamamos conjugado de z al complejo @ - bi, y lo escribimos z. Es
decir:

a+bi =a—bi, yentonces Re(Z) =Re(z), Im(Z)=—Im(z)

EjErcicio 6.2. El conjugado de 7 + 27 es 7 - 2i. ;Cudl es el conjugado de 7 - 272 Calcular
ademais 4, i, - i.

La principal utilidad de conjugar ndmeros complejos es que z * z es un nimero real,
como podemos ver en esta cuenta, en la que z = a + bi:

22 = (a + bi)(a — bi) = a® — abi + bia — b*i> = a® + b?
Y no sélo es un niimero real: es un real positivo, distinto de 0 a menos que z sea 0. Esto es

porque como # 'y b son nimeros reales, @ > 0y * > 0.Y la Gnica manera en que &* + &
puede ser 0 es que tanto 2 como & sean 0, es decir que z sea 0.
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O 2. Dibujos

Para trabajar con nimeros complejos resulta util graficarlos en el plano. Para eso, dibujamos
un complejo z = a + bi con coordenadas 2 y 4. Es decir, sus coordenadas estdn dadas por su
parte real y su parte imaginaria. En la figura 1 dibujamos 3; 1 + 4 2 - 4 -3 + 2 -3 - 245 iy -i.
Si queremos medir la distancia en el plano de un nimero complejo al 0, debemos usar el
teorema de Pitdgoras. En la figura 2 se calcula la distancia de 3 + 27 al 0, que es V22 4+ 32 =413,
Dado un complejo z = 2 + bi, su médulo |2] es la distancia al 0. Es decir:

la + bi| = v a? + b?
3
Antes vimos que si z = @ + bi, entonces z z = a* +6*. Lo .
que vemos, entonces es que: ®-3+2 g
B 9 . N 191 el+i
2Z = |z|*. En particular, 2z € R>q, y 3
zZ=0siyso6losi z=0 % 3 o 4 ; PR
. , . , -1 02-1
Y esto dice cémo encontrar los inversos de los nimeros
complejos, ya que si z# 0, entonces z ﬁ =1, por lo que: ©-3-21 =
— -3
1 z
2T =
|2
EjEmpLOS. Figura 1. Algunos niimeros complejos.
3—4i
4i)~t =
B+4)" =576
34 y
25
2 V13
_3_4, \\
25 25 —2
1
(2+30)/(3+44) = (2 +3d) - (3 +4i)~* ‘ ‘ X
3 4
(a3 (D 1 2 3
(2+ 30) (25 251)
_2:3+3.4 —2.4+3.3
25 25 Figura 2. El médulo es la distancia al 0.
_18, 1
25 a5

Ejercicio 6.3. Verificar que (3 +47) - (3/25-4/25 i) = 1y que (2 + 3i) = (18/25 + 1/25 1) - (3 + 4i).

O 3. Distancia y desigualdad triangular

Dado que los complejos se dibujan en el plano y el médulo da una nocién de distancia,
podemos con los nimeros complejos recuperar parte de la geometria en dos dimensiones.
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zZ+w

Figura 3. Suma de z =4 + i mds w = 1 + 2i.

Lo primero que debemos hacer es entender la suma de dos
complejos de manera geométrica. Lo que resulta, es algo
que muchos denominan regla del paralelogramo; podemos
verlo en la figura 3. Alli se suman z=4 + iconw =1+ 2i.
Para hacerlo analiticamente, simplemente sumamos la parte
real y la imaginaria: (4 + i) + (1 + 24) = 5 + 3i. Para hacerlo
geométricamente, se puede pensar que en el punto 4 + 7 se
para un vector” paralelo a w. Este vector termina en 1+2
pero corrido en 4+7; esto es, termina en 5 + 3. Pero la suma
es conmutativa; también puede pensarse que en el punto
1 + 24 paramos un vector paralelo a z, que terminard también
en 5 + 3i. Las dos formas de hacer la cuenta dan los lados de
un paralelogramo que tiene vértices 0, z, wy z + w.

Pensemos ahora en el tridngulo con vértices en 0, zy z + w. Como en todo tridngulo, la
longitud de uno de sus lados es menor a la suma de las longitudes de los otros dos. De
hecho, es claro que ir de 0 a z + w directamente es mds corto que ir de 0 a z y luego de z
a z + w. En términos de médulos, la distancia de 0 a z +w es |z + w), la distancia de 0 a
zes |2| y la distancia de za z + w es |w|. Resulta entonces que:

|z + w| < 2] + |w]

Esto vale para cualquier zy w en C. Si ahora reemplazamos z por x - w en la desigualdad
anterior, resulta |x - w + w| < |x - w| + |w|. Es decir:

e - 0] =[] - [w]

Esto vale para cualquier x y w en C.

Y w

3

2 z

1

X
4
? 1 3 4 5
B z-w
Figura 4. Diferencia y distancia.

En el pdrrafo anterior utlizamos un concepto clave, que
permite obtener la distancia entre dos complejos cualesquiera.
Ya vimos que el médulo |z| da la distancia de z a 0. ;Cémo
se puede obtener la distancia entre dos complejos zy w ? La
solucién es cambiarle el nombre a z 'y w. Lo que vimos es
que la distancia de xa x + y es [§|. Siahoraxeszy x +y = w,
entonces y = w - X = w - 2, con lo que obtenemos que la
distancia de z a w es )| = |w - 2. Esta deduccién que
hicimos algebraicamente también se puede hacer de manera
geométrica, como en la figura 4. En la figura calculamos
geométricamente z - w que, visto como vector, es paralelo al
vector que nace en w y termina en z. Luego, la distancia de
w a z, que es el médulo de ese vector, coincide con |z - w).

15Un vectores un segmento con un sentido. Esto es, comienzaen un punto y termina en otro. En un segmento, en cambio, no se distingue

un extremo de otro.
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O 4. Los complejos forman un cuerpo

Asi como los racionales o los reales, el conjunto de los nimeros complejos forma un
cuerpo. Es decir, la suma es conmutativa, asociativa y con elemento neutro (el 0), y
todo elemento tiene un opuesto. Ademds, el producto es conmutativo y asociativo, con
elemento neutro y todo elemento distinto del 0 tiene inverso. Y el producto distribuye
sobre la suma. De todas estas propiedades, nos queda por verificar la asociativa y la
conmutativa del producto, y la propiedad distributiva. Veamos que el producto es
conmutativo. Para probarlo, usamos que el producto de niimeros reales es conmutativo.

(a + bi)(c + di) = ac - bd + (ad + be)i = ca - db + (da + cb)i = (c + di)(a + bi)

De la misma manera, usando que el producto de nimeros reales es distributivo sobre la
suma, tenemos:

(a+bi) ((c+ di) + (e+ f1) = (a+ bi) ((c+e) + (d+[f)i)
=alc+e)-bld+f)+ (ald+f)+blc+e)i
=ac+ ae- bd - bf+ (ad + af + be + be)i

(a+ bi)(c+di) + (a+ bi)(e+ fi) = (ac- bd + (ad + be)i) + (ae - bf + (af + be)i)
=ac-bd+ ae- bf+ (ad + be + af + be)i

y vemos que ambas expresiones coinciden.

Por dltimo, usando que el producto de niimeros reales es asociativo, podemos probar
que el de los complejos lo es:

(a + bi) ((c + di)(e + f1)) = (a + bi)(ce - df + (cf + de)i)
= ace - adf - b(cf + de) + (a(cf + de) + b(ce - df))i
= ace - adf - bcf - bde + (acf + ade + bee - bdf)i

((a + bi)(c + di) (e + fi) = (ac - bd + (ad + bo)i)(e + fi)

= ace - bde - (ad + be)f+ (acf- bdf + ade + bee)i
= ace - bde - adf - bef '+ (acf - bdf + ade + bee)i

y vemos que ambas expresiones coinciden.

0 5. Un cuerpo no ordenado

Los racionales y los reales estdn ordenados: hay una relacién x < y que dice cudndo un
ntmero es menor que otro. Ese orden se comporta bien con la suma y el producto. A
diferencia de Q y R, en C no se puede establecer un orden que se lleve igual de bien
con las operaciones. Veamos esto. Primero vamos a definir qué entendemos por “llevarse
bien con la suma y el producto”.
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163 —
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Una relacion de orden < en un cuerpo es compatible con las operaciones si se satisfacen las siguientes propiedades:

1. es una relacion de orden total, esto es, si para todo par de elementos x, y una (y s6lo una) de las siguientes
afirmaciones es cierta: x < ,0x = J,0 X > y;

2.six <y y zesun elemento cualquiera, entonces x + z < y + z;

3.six>0ey>0entoncesx y > 0.

$ 0000000000000 000000000000000000000000006008600860000000060080000860000000060080000600000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000scscscssssss .
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Primero, veamos que si un cuerpo tiene un orden compatible con las operaciones
entonces sucede que:

e sia<a'yb<b'entoncesa+b<a'+b';
e six > 0 entonces -x < 0, y si x < 0 entonces -x > 0;
e paratodox#0, esx* > 0.

Para probar la primera de estas afirmaciones, se utiliza dos veces la propiedad 1: por un
lado,a+ b <a'+ byporelotroa'+ b<a'+b,asiquea+b<a+b<a+?t.

La segunda afirmacién se prueba por reduccién al absurdo. Supongamos que x > 0y
que no es cierto que -x < 0. Entonces -x = 0, es decir, o bien -x = 0, o bien -x > 0. Pero si
fuese -x = 0, entonces serfa x = 0, que contradice x > 0. Y si fuese -x > 0, entonces como
también x > 0 resulta -x + x > 0+0, es decir 0 > 0, que es absurdo.

Por tltimo, la tercera afirmacién tiene dos posibilidades. O bien x > 0, en cuyo caso x> =x* x> 0
por la propiedad 3, o bien x < 0, en cuyo caso -x > 0 y x* = (-x) * (-x) > 0 de nuevo por

la propiedad 3.

Ahora, supongamos que en los complejos hubiese un orden compatible con las
operaciones. Entonces, podemos preguntarnos por i. Por la tercera de las afirmaciones
anteriores, como 7 # 0, debe ser 2 > 0, es decir -1 > 0. Pero entonces: 1 = -(-1) <0.Y
por otra parte, 1 = (-1)* > 0, nuevamente por la tercera afirmacién. Tenemos entonces
la contradiccién de 1 < 0 por un lado y 1 > 0 por el otro.

Conclusién: no hay orden posible que sea compatible con las operaciones.

O 6. Forma polar

Ya hemos dibujado niimeros complejos en el plano, y definimos el médulo de un complejo
como la distancia al 0. Ahora vamos a definir el argumento, que es un dngulo. Mds
precisamente, si z es un nimero complejo distinto de 0, su argumento es el dngulo entre la
semirrecta que sale de 0 y pasa por 1 y la semirrecta que sale de 0 y pasa por z, yendo de la
primera a la segunda en sentido antihorario, como se muestra en la figura 5. Al argumento
del complejo z lo escribimos arg(z), y, midiendo los dngulos en radianes, se puede tomar
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como un ndmero entre 0 y 27. El argumento es 0 si z es un
real positivo, y es 7 si es un real negativo.

Recordemos cémo se mide un dngulo en radianes. Segtin
la explicacién técnica, se toma la interseccién del dngulo
sobre la circunferencia de radio 1 con centro en el vértice
del dngulo, como en la figura 6, y se mide la longitud del
arco que resulta.

La explicacién sencilla es que 360° son 27 radianes y
otros dngulos se obtienen proporcionalmente: 180° son
7 radianes, 90° son 7/2 radianes, 60° son 7/3 radianes,
120° son 27/3 radianes, etc.

EjErcicio 6.4. Calcular los argumentos de 4; 1 + 45 2 + 275
87; -84; -7; 2-24.

Teniendo el argumento y el médulo de un complejo, se
puede saber cudl es el complejo. Efectivamente, mirando la
figura 7, se observa que el coseno y el seno del argumento
de z se pueden calcular en términos de 2y 4.

Siz=a+ biyz#0, entonces cos(arg(z)) = a ,y
sen(arg(z)) =6 . |2

2]
Obtenemos que:

a = 2| cos(arg(2)), & = |2| sen(arg(2))

Entonces, un complejo se puede expresar por medio de
su médulo y su argumento. Usaremos en este libro la
notacién z = (|z| ; arg(2)). Es decir, (r; @) es el complejo
que tiene médulo 7y argumento a. Esta forma de expresar
un complejo se llama forma polar, para distinguirla de la
forma binémica z = a + bi.

Como dijimos antes, de la forma polar a la bindémica se
pasa con senos y cosenos: (73 ) = 7 cos 0 + ir sen . De
la binémica a la polar se hace con las inversas: arcoseno y
arcocoseno. Si z = a + bi # 0, entonces 7 = Na* + &* y o es
el dngulo tal que cos o = a/r y sen o = b/r. Se puede tomar
arc cos a/r, que dard un dngulo entre 0 y 7, es decir con parte
imaginaria > 0. Si 4 > 0, ése es el argumento, o = arc cos a/r.
En cambio, si & < 0 se debe tomar o = 27 - arc cos a/r.

Nameros complejos

arg(w)
arg(z)

\_

Figura 5. El argumento es el dngulo.

o en radianes

Figura 6. Un dngulo medido en radianes.

arg(z) .

Figura 7. Forma polar y bindmica.

165 -



EJEMPLO. Si z = 1 + 7, entonces arg(z) = 7/4 y |2| = V1> + 12 = V2, por lo que la forma
polar de z es (\/E 7l4).

EjemrLo. Si la forma polar de un complejo es (3 ; 7/3), entonces para conocer su forma
bindmica calculamos 2 = 3 cos(7/3) = 3/2, y b = 3 sen(n/3) = 3*[2, por lo que el
complejo es g 4 3?1'

OBSERVACION. Cuando hablamos de dngulos, entendemos que el dngulo 27 es igual al
dngulo 0. Mds generalmente, no cambia un dngulo si le sumamos 27, ni si lo restamos.
Por la misma razén, tampoco cambia si sumamos o restamos 47, 6 67, 87, etc. En otras
palabras, un complejo, con médulo 7y argumento a, es decir con forma polar (7; o), se
puede escribir también con forma polar (r; o + 2kx), con k € Z.

EJerciCIO 6.5. Pasar a forma polar 1 + 75 1 -4 -1 + 45 -1 - 452 + 245 -3 - 3554 - 4454 y -5.

O 7. Leyes de de Moivre

Una de las ventajas de la forma polar es la simplicidad con la que permite calcular
productos y cocientes. Recordemos que cos(a + ) = cos a cos B - sen a sen B y que
sen(a + B) = cos o sen B + sen o cos . Ahora, si:

z=(rs;0)yw=(s;P)
entonces:

z+-w=r(cos o + isen o) .s (cos B + 7 sen B)
=75 ((cos 0 cos P - sen a sen B) + i(cos o sen B + sen o cos B))
= 7s (cos(a + B) + 7 sen(a + PB))

Es decir, la forma polar de z - w es (rs ; a + B). Geométricamente, multiplicar por un
complejo z con forma polar (r; &), modifica médulos y argumentos de la siguiente manera:
los médulos se multiplican por 7 (si 7 > 1 las cosas se agrandan, si 7 = 1 quedan igual y si
7 < 1 se achican), y los dngulos se giran a. Podemos ver el efecto en la figura 8. El efecto
de multiplicar por i cuya forma polar es (1; 5), es rotar un 4ngulo de g hacia la izquierda,
sin agrandar ni achicar. El efecto de multiplicar por (1/2; §) es rotar % hacia la izquierda,
y multiplicar los tamafios por 1/2, es decir reducirlos a la Tnitad. Enla figura original, la
cintura es horizontal y apunta al ¢je de coordenadas (el 0). Cuando se lo multiplica por
(172; 73[) sigue apuntando hacia el 0 pero con un dngulo de g con respecto al eje horizontal
Por otra parte, el efecto de multiplicar por (2 ; - 6) es rotar hacia la izquierda - % © €s decir
6 hacia la derecha, y multiplicar los tamanos por 2.

Ya vimos cémo multiplicar en forma polar; veamos ahora cémo dividir. Supongamos
que w # 0 (es decir, que s # 0) y calculemos la forma polar de z/w. Para eso, debemos
encontrar la forma polar de w™'. Pero w™ es el complejo que multiplicado por w da 1,
y la forma polar de 1 es (1 ; 0). Entonces, si la forma polar de w™ es (z; y), debe ser
(s5B) - (£57) =(150), es decir, (sz5 B +7v) =(1;0), porlo que: =5" y vy =-f. Como
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se trata de dngulos, es lo mismo decir y = -f que v = 27 -B. .
Entonces, la forma polar de z/weslade z - w', y es (r; @) - g
(1/s;-B) = (#/s - PB). a
| :8
EjemrLo. Multiplicamos y dividimos algunos complejos % g
en forma polar: driginal =
E
Ty om A
(2: 5)B5 5) =65 %) \/,/fw
(228 m)(1,24; o) = (27652 o) J% é\w
= (2,7652 ; g) EL‘OQO
[ A
T T2 7 043 0, <
(235)/(375)7(576) $ /CC/&J
™ 1 ™ @3 'OO/'/Q
257" =Gy ¥
6/
-, 3
202 Figura 8. Multiplicacion por distintos complejos.

O 8. Raices de la unidad

Si 7 es un nimero natural, el conjunto de los nimeros complejos z tales que 2" = 1 tiene
propiedades importantes. Vamos a usar la notacién G, para ese conjunto:

G={zeC|z=1}

Los elementos de G se suelen llamar raices n-ésimas de la unidad, o raices n-ésimas de 1.
Veamos qué forma polar tienen. Si z = (r; @) estd en G , entonces z'= 1. Como 2" tiene
forma polar (7% n0), entonces:

(™ na) = (15 0)

Mirando los médulos, esto quiere decir 7 = 1. Como 7 es un nimero real > 0, esta
condicién tiene como solucién tnicamente 7 = 1. Por otra parte, el dngulo za debe ser
igual al 4ngulo 0, es decir que pueden ser iguales como nimeros, o diferir en 27, 47, etc.
Esto es, puede ser 70 = 0, 6 na = 27, 6 no = 47, etc. En otras palabras, 7o = 24z, donde 4
es un nimero entero. Dividiendo por 7, obtenemos o = 24z/z para un entero 4. Luego,
los elementos de G, son los complejos con forma polar (1 ; 2k7/n), con k € Z. A primera
vista, podria parecer que son infinitos, porque hay uno por cada 4 entero. Sin embargo,
el complejo que corresponde a # = 7 da como dngulo 27, que es el mismo dngulo que 0,
y por lo tanto tomando 4 = 0y % = 7 renemos la misma solucién. Mds atn, ;cudndo dos
dngulos 2kn/n y 2jn/n son iguales?

La respuesta es que son iguales cuando existe un entero # tal que 2kn/n - 2jn/n= 21x.
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Esto es, cuando 2k

= 217, es decir cuando /4 - j = m. La conclusion es que (1 ;247)

y (L 2J n) son el mismo complejo cuando #=; (méd 7). Por lo tanto, hay 7 soluciones

distintas de la ecuacién z'= 1,

Gs

~
)

que son los nimeros complejos:

2k

2k
= os(i)Jrisen(—ﬂ—), conk=0,1,---,n—1
n n

Todos estos niimeros estdn a distancia 1 del 0, y entre uno
y el siguiente hay siempre el mismo dngulo. Lo que resulta,
entonces, es que son los vértices de un n-dgono regular
centrado en 0, como puede verse en la figura 9. En la figura
mostramos el n—égono completo, aunque los elementos de
G son s6lo los vértices. Hay algunos valores de 7 para los que
podemos calcular mds explicitamente los elementos de G (es
decir, sin senos ni cosenos sino sélo con raices). Por e;emplo,

2 1
\J como cos(5) = —3 y sen(&) = 3, entonces:
Gﬁ GS GIZ
1 V3., 1 V3
I SE P SRRVER
Gs =11, 2-i- 5 b T3 i}
Figura 9. El grupo G para distintos n. o .
& grape =, P De manera similar se obtiene que:
Gy={1, i, -1, —i},
L3, L VB, 1 V3.1 V3,
Go= {1 5+ 5 §+7“‘1v‘5‘7’75‘7’}7
\/5 ﬂ V2 V2 V2 V2. V2 V2
Gs={1, —/— + —— -+ —=4, -1, —— — —i, =i, — — —i}
2 2! 2 2 2 2 2 2

Para cada 7 natural, el conjunto G tiene las siguientes propiedades:

e leG,yaquel”=1.

° SlzeGentoncesz € G,yaque(z")=(z)" =1" =1.
o SlzeGyweGentoncesz we G,yaque (zw)'= zw'=1"1 = 1.

De hecho, podemos calcular explicitamente el producto y los inversos de las raices
n-ésimas. Si z = (1 ; 2kn/n) y w = (1 ; 2jn/n), entonces:

1 . 2km 2kt g)m
oy -2 aw = (1 2T,
2km
=( 7277*7)
2(n — k)w

Una de las aplicaciones de las

raices 7-ésimas es la de calcular explicitamente los vértices

de algunos n-dgonos regulares (no sélo centrados en 0 y con un vértice en 1). Por ejemplo,
«cémo podemos encontrar los vértices de un hexdgono regular centrado en 0, tal que uno de
sus vértices es 1 + 372 La solucién viene de recordar que multiplicar por un complejo rota y
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“estira” el plano complejo. Entonces, si a cada uno de los elementos de G, los multiplicamos
por 1 + 3i, rotaremos el hexdgono que forma G,y lo estiraremos de manera que 1 + 37 serd
uno de sus vértices. Hagamos la prueba, llamando Zp s 25 2 los elementos de G

:Cémo podemos encontrar el hexdgono regular que tiene centro en 4 + 37 y que tiene un vértice en
6 + 21?2 Lo que debemos pensar ahora es que, asi como multiplicar por un complejo rota y estira el
plano, sumar un complejo lo traslada. Si al hexdgono buscado le restamos el centro, obtendremos un
hexdgono regular centrado en 0 al que podemos calcularle los vértices. Y luego, a los vértices de ese
hexdgono centrado en 0 les sumamos nuevamente el centro, para obtener el hexdgono buscado.

Cuando al vértice 6 + 27 le restamos el centro 4 + 37, nos queda 2 - 7. Entonces, primero
buscamos los vértices del hexdgono centrado en 0 y que tiene un vértice en 2 - 7. Eso
se hace, como ya vimos, multiplicando los elementos de G, por 2 - 7. Y finalmente les

2k

(14 36)

BowWw N R o

ot

N[— N[
+ +
AN

|
.

ool Lol o &

= N

1+3d

1-3v3 | 3+V3;

I
—1-3V3 | —3+V3.
i

-1-3

—143v3 | —3-V3,
2 T Tt
1+3v3 | 3-3,

2 T

volvemos a sumar 4 + 37. Obtenemos asf los vértices:

k 2k 2k (2=19) |z (2—10)+ (44 37)
0 1 2—1 6+ 21
1 %JF,L? %+i—1+22\/§ 10'5‘/§+i5+§‘/§
2| —1 403 | =2pE 4 142V G134y TH2Y3
3 -1 o4 2+ 4i
R s A s S8 it
5| §-if |58 4=l 103 4 ;5-2v3

Los hexdgonos resultantes se pueden observar en la figura 10.

1+ 30

1+3J§+ 3-

—1-3V3 |, -3+ V3.
7t T3

-1-3i

X

—1+3V3 |, —3-
2 + 2

3
2

4+ 30

6+ 20

53

Figura 10. Un hexdgono centrado en 0 y uno centrado en 4 + 3i.
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EjErcicio 6.6. Encontrar los vértices de un tridngulo equildtero con centro en -2 + 7y un
vértice en 27. Mds dificil: encontrar el tercer vértice de un tridngulo equildtero que tiene
dos de sus vérticesen 1 + 7y -3 + 2i.

O 9. Raices de un namero complejo

Una vez que conocemos las raices 7-ésimas de la unidad, podemos conocer las raices
n-ésimas de otros numeros complejos si conocemos una de ellas. Supongamos que
queremos conocer las raices 7-ésimas de x, es decir los nimeros complejos w rales que w’= x.

Siw, y w, son dos de ellas, entonces (%2)m = “2 — = — 1. Esto dice que w,/w, esuna
w w x 271

rafz n-ésima de la unidad. Por lo tanto, siz = w,/w,, tenemos que w, = z- w,. Y no solo eso,
si 2’ es una raiz n-ésima de la unidad cualquiera, entonces z" w, es una raiz n-ésima de x,
porque (2" w)"=2" - w/=1.x=x.

CONCLUSION. Si x es un niimero complejo, 7# es un ndmero natural y w’= x, entonces
todas las raices 7-ésimas de x son de la forma z.w, donde z es una raiz 7-ésima de 1.

En forma polar es sencillo encontrar las soluciones. Si x = (r; a), w = (s; B) y w "= x,
entonces w "= (s *; np). Por lo tanto, debe ser s = 7y #3 = a (como dngulos). La prlmera
igualdad es equlvalente as=y/r; como res un niimero real positivo, tiene una Gnica raiz
real positiva v/7 , que es s. Con respecto a la igualdad 7f = a, vale la misma salvedad que
hicimos para las raices #-ésimas de la unidad: la igualdad entre dngulos debe entenderse
teniendo en cuenta que sumar o restar vueltas enteras (multiplos de 27) no afecta la
igualdad. Entonces, debe ser #f = o + 2/, esto es, B = et2kr 'Y como con las raices
de la unidad, variando 4 entre 0 y 7 - 1 obtenemos todos los valores posibles para .

CONCLUSION. Si x = (73 @) y 7 es un nimero natural, las raices 7-ésimas de x son los complejos:

2k
(¥/r; %)7 parak=0,--- ,n—1

Como ejemplo calculemos en forma polar las raices sextas de (64 ; z). Primero, el médulo
de las raices sextas serd v/64 = 2.Y luego, el argumento serd 7T+2k7f . En este caso particular
las podemos listar y escribir en forma bindmica:

k forma polar | forma binémica
k=0|(2; ) 2- (L +Li)=2v3+i
k=1](2; ™21) |2.i=2;

k=2 (2; ™ ”) 2- (- +4i) = -2vB+i
k=4 |(2; ™0m) 2. (=¥ _1j)= 23
k=5 (2; ”*8" 2 (—i) = —2i

k=6 m%) 2-(F - 4i)=2v8 i
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Ejercicio 6.7. Calcular las raices octavas de (256 ; 47/3 ) en forma polar y en forma binémica.
Calcular las rafces octavas de -8 - 8V3i (sugerencia: pasar primero -8 - 83/ a su forma polar).

O 10. Soluciones de ecuaciones de grados 2 y 3

Como vimos, los nimeros complejos permiten encontrar raices cuadradas de niimeros
negativos. Pero también permiten encontrar raices de érdenes mds altos, tanto de nimeros
reales como de niimeros complejos. E incluso con nimeros complejos se pueden resolver
ecuaciones polinomiales. Veamos el ejemplo de una ecuacién de grado 2. Dados tres nimeros
a, by ¢, se quieren encontrar los x tales que:

ar? +br+c=0

En R es bien conocida la férmula:

_ —b+ Vb —dac
a 2a

Esta férmula da las soluciones en R cuando 4*- 4ac = 0, pero si &*-4ac < 0 entonces
la ecuacién no tiene soluciones reales. Sin embargo, en los complejos podemos tomar
raices cuadradas de nimeros negativos, y la misma férmula sigue valiendo tomando
cualquiera de las dos raices cuadradas de &* - 4ac. Incluso podrian ser 4, &y ¢ complejos
y la férmula nos da las soluciones complejas.

Pongamos un ejemplo concreto: las soluciones de 2x* + 3x + 2 = 0 son:

 —3x.9-1-1
e 1
s —3+V=T
. n 4
Es decir

3 7

a:f——-i-ii y
4 4
4 4

EJERCICIO 6.8. Verificar que reemplazando x por —3 4 ¥7; o por —3 — ¥T; se tiene
2%* +3x+2=0.

Otro ejemplo: buscamos las soluciones de x* -3x + (3 + 7) = 0. Antes de hacer las cuentas,
observemos que (1-27)* =1 - 4 - 4/ = -3 - 4i. Entonces, las soluciones son:

34,/9-4-(3+1)
2
3+ 34
2
34 (1—2i)
2

T =

xr =

T =
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= 172

Es decir, 4-2 24
2 2

rT=2—1 y T=1+1

OBSERVACION. Las raices de -3 - 47, que son 1 - 27y -1 + 24, se pueden obtener de manera
analitica, aunque no lo hagamos aqui.

Las ecuaciones de grado 3 también se pueden resolver, aunque la férmula que da las
soluciones es algo mds complicada. Damos aqui solo una idea de c6mo se encuentran.
Sila ecuacién es X° + px + g = 0, definimos # y v por:

sl q @ P
=NtV T Ty
sl ¢ @ p?
"=V 72 1 a7

En realidad, hay tres valores distintos para # y tres valores distintos para v. Se deben
tomar %y v de manera tal que wv = —% . Por otra parte, tomamos w = —1 + @z

Entonces las tres soluciones de la ecuacién son:

X=u+u
X = wu + wv

X = wu + wy
EjErcicio 6.9. Encontrar las soluciones de x* + 9x - 6 = 0.

EjErcicio 6.10. Encontrar las soluciones de x* = 15x + 4. Observar que x = 4 es una
solucién. ;Cudl de las soluciones encontradas es?

No toda ecuacién de grado 3 tiene la forma x® + px + g = 0. Una ecuacién general de grado 3 es
delaformaax’ + 6x* + cx + d = 0. Sin embargo, dividiendo la ecuacién por 2 y reemplazando
) ] NP ] B

xpor y — L, obtenemos una ecuacién en la incégnita y de la forma y° + py + ¢ = 0.

También hay una fé6rmula como éstas, con raices, para las soluciones de ecuaciones de
grado 4. Tanto la férmula general para ecuaciones de grado 3 como la de ecuaciones
de grado 4 fueron encontradas en el siglo XVI por los italianos Scipione del Ferro'®,
Tartaglia'’, Cardano'® y Ferrari". Viendo que estas ecuaciones se podian resolver, los
matemdticos buscaron infructuosamente por siglos una férmula similar a éstas para

16(1465-1526), de Bologna, fue posiblemente el primero en resolver algunas de las ecuaciones de grado 3.

17(1500-1557), de Brescia, resolvié de manera independiente a del Ferro las ecuaciones de grado 3 con raices reales. Su verdadero
nombre era Nicolo Fontana.

18(1501-1576), de Milan. Dio una forma general para las ecuaciones de grado 3. Al hacerlo, introdujo los ndmeros negativos de manera
sistematica y los complejos.

19(1522-1565), de Bologna, alumno de Cardano. Encontré la solucion de las ecuaciones de grado 4.
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las ecuaciones de grado 5. A comienzos del siglo XIX, Niels Henrik Abel*® y Evariste
Galois* demostraron que una férmula asi es imposible para ecuaciones de grado > 5.

0O 11. Fractales

En esta seccidn, para cada complejo ¢ vamos a considerar la funcién flz) = 2% + c.
Comenzamos con z = 0 y le aplicamos la funcién repetidas veces. Por ejemplo, si ¢ = 4,

nos queda z =0, 0) = 0% + 4 = 4, f(4) =4* + 4 =20, 20) = 20* + 4 = 404, etc.

Para que sea mds cémodo de leer, escribimos m el n-ésimo término que resulta
comenzando con c¢. Es decir, lo que calculamos arriba es m = =4, m,, =20,m,, = = 404.
Definido recursivamente es:

ml,c =6 2

=m _ +c
n+l,c n,c

Sic——lobtenemosm1 L =-Lm, | =(-1-1=0,m,  =0"-1=-1, m, | =(-1?-1=0,etc.
En las tablas siguientes calculamos los primeros resultados para distintos valores de ¢ (algunos

nimeros los aproximamos para que quepan en la tabla).

mie = c 4 2 1T -1 -14+0,5i 0,5
maye 20 6 2 0 -0,25-0,5i 0,75
ms, 404 38 5 -1 -1,1875+0,75i 1,0625
ma, 163220 1446 26 0 -0,152344- 1,28125i 1,62891
ms. 26640768404 2090918 677 -1 -2,61839+0,890381i 3,15334

mie =c¢ -0,5 -05+ i i -02+0,1i
maye -0,25 =125 -1+ -0,17+0,06i
mse —-0,4375 1,0625+ i —i -0,1747+0,0796 i
mg,. —0,308594 -0,371094+3,125i -1+i -0,175816+0,0721878i
ms,.  —0,40477 -10,1279- 1,31934i —i —0,1743+0,0746165 i

me. —0,336161 100,334+27,7242i -1+i -0,175187+0,0739887 i

Puede observarse que para algunos valores de ¢, como para ¢ =4 o ¢ = 2, la sucesién crece
muy ripidamente (en el lenguaje de sucesiones, diverge). Para otros valores, como ¢ = -1
o ¢ = i, la sucesién oscila entre distintos nimeros. Para otros valores, como ¢ = -0,5, la
sucesion se acerca cada vez mds a un nimero (converge, en el lenguaje de sucesiones).

En algunos casos es facil decir a qué se acerca la sucesion. En el caso de ¢ = -0,5, por ejemplo, se
acerca cada vez mds a un niimero w. Ese niimero w debe ser tal que si le aplicamos la funcién nos
vuelva a dar w. Es decir, flw) = w. Como para ¢ = -0,5 la funcién toma la forma fz) = 2* - 0,5, debe
ser w* - 0,5 = w, 0 en otros términos w” - w - 0,5 = 0. Las soluciones de esta ecuacién son:

1+£v1+2 . 1++3 1-+3
—————  es decir w =

w= 2 2 T

%0(1802-1829), noruego. Demostrd la imposibilidad de resolver las ecuaciones de grado 5 con radicales. Los grupos conmutativos se
llaman abelianos en su honor.

71(1811-1832), francés. Mostrd lo mismo que Abel de manera independiente. Al hacerlo, dio comienzo a la teorfa de grupos.
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Mirando los primeros valores de la tabla de la columna ¢ = -0,5, observamos que la sucesién
seacercaa 1- f -0,366025403784439. Es importante hacer una salvedad aqui: esta-
mos usando conceptos del andlisis matemdtico, como sucesién, limite, etcétera. En rigor, es
necesario demostrar que la sucesién correspondiente a -0,5 converge a 1= f . Como el objeto
de esta seccion es otro, pasamos por alto estas demostraciones.

Sin embargo, el andlisis que hicimos para -0,5 no se puede hacer para todos los valores
de ¢. Como dijimos, el comportamiento de estas sucesiones depende mucho del valor
inicial ¢, y a veces pequefios cambios en ¢ significan grandes cambios en la sucesién. Pero
podemos hacer algunas consideraciones, que dejamos como ejercicio.

EJERCICIO 6.11. Probar por induccién quesi |¢| > 2 entonces |2, | > |¢| para todo 7 € N.
Sugerencia: usar que |m | | = |m? +c| 2 |m? ||d| = |m, |*|c|. Aqui se usa la desigualdad
triangular de la seccién 3.

EJERCICIO 6.12. Probar por induccién que, si |¢| < 2 y para algtn 7 € N vale que |, | > 2,
entonces |, | > 2 para todo k> .

La conclusién es que si para algin 7 es |, | > 2 entonces para todo k> 7 serd [m, | > 2.
Es decir, que si queremos estudiar el comportamiento de 72 para valores grandes de n,
debemos mirar si [ | es mayor a 2 para algtin 7. El conJunto de los nimeros complejos
¢ tales que |m | < 2 para todo 7 € N recibe el nombre de conjunto de Mandelbrot,
en honor al matemético Benoit Mandelbror, que en 1980 fue uno de los primeros en
estudiar conjuntos de este tipo.

Usualmente, se pueden tomar varios valores de ¢ en el plano complejo y calcular 7
para valores de 7 < que alguna cota /V fija de antemano. Para cada ¢, se pinta el punto
correspondiente de negro si |m | < 2 para todo 7 < N, y se pinta de otro color si para
algtin 7 < N'se tiene |m | > 2. Se puede incluso pintar de distintos colores en funcién de
cudl es el menor 7 tal que |m, | >2. De esta manera, se obtiene un dibujo aproximado
del conjunto de Mandelbrot. Es aproximado porque pintamos de negro un punto si
|m, | <2 para n < N pero no calculamos qué pasa si # > N. Es posible que estemos
pintando de negro, como si perteneciera al conjunto, a un punto que en realidad no
pertenece. Si hacemos més grande el niimero /N obtendremos una aproximacién mejor al
conjunto de Mandelbrot. Vemos el resultado de cambiar Ven la figura 11. Las figuras de
esta seccion fueron hechas con Gnofract 4D, accesible en http://gnofractdd.sourceforge.
net.

El conjunto de Mandelbrot es el mds popular de los fraczales. Los fractales son conjuntos
“autosimilares”. Esto es, tienen sectores que, cuando se los agranda, se asemejan al
conjunto original. A su vez, estos sectores tienen nuevos sectores que se asemejan al
original, y asi siguiendo.
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Figura 11. Aproximaciones del conjunto de Mandelbrot con distintos valores de N: 3, 4, 6, 8, 12y 24.
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Figura 12. E| conjunto de Mandelbrot y la autosimilaridad. Con distintos tonos de gris se pintan los
puntos segiin para quén es |m, | > 2.

Ejercicio 6.13. (Para el lector que sabe programar). 1. Hacer un programa que dibuje
aproximaciones del conjunto de Mandelbrot, variando el valor de V.

2. Modificar el programa cambiando la funcién fpor fz) = 2+c y observar el resultado.
¢Resulta también un conjunto autosimilar?
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7. Ejercicios resueltos

O CAPITULO 0. Conjuntos y relaciones

EjErcicio 1.
La lista (1) es el conjunto de alumnos que pueden integrar ambos equipos, o sea los alumnos que
tienen entre 14 y 16 afios y también tienen entre 15 y 17 afios, es decir que pertenecen a AN B.

Lalista (2) es el conjunto de aquellos alumnos que puedan integrar alguno de los equipos. Esto es,
son los alumnos que tienen entre 14 y 16 afios o entre 15 y 17 afios. Este es el conjunto A U B.

La lista (3) es el conjunto de alumnos que puede integrar sélo el equipo de fatbol. Esto es,
son los alumnos que estdn en la lista del equipo de fitbol (con lo cual tienen entre 14y 16
afos), pero no estdn en la lista del equipo de bdsquet (con lo cual no tienen entre 15y 17
afios). Este es el conjunto A\ B.

Andlogamente, la lista (4) es el conjunto de alumnos que pueden integrar sélo el equipo
de basquet. Este es el conjunto B\ A.

Ejercicio 2. Queremos obtener el conjunto de combinaciones de ropa para Lorena
como un producto cartesiano de conjuntos. Para abreviar, escribiremos por /A el jean
azul, por /G el jean gris, por PB el pantalén blanco, por MB la musculosa blanca, por
MN la musculosa negra, por RR la remera rosa, por RC la remera celeste, por S el par de
sandalias y por Z el par de zapatos. Luego, el conjunto de combinaciones de ropa es:

A, JG, PB} x {MB,MN,RR,RC} x {S,Z}
Expresado por extensién, es el siguiente conjunto de 24 elementos:

{UAMB,S), (JA,MB,2), (JA,MN,S), (JA,MN,Z)
(JA,RRS), JA,RR.2), (JA,RC.S), (JA,RC,Z)
(JGMB,S), JG.MB,2), (JG,MN,S), (JG,MN,Z2)
(JG.RRS), JG,RR2), (JG,RC,S), (JG,RCZ)
(PB,MB,S), (PB,MB,Z), (PB,MN,S), (PB,MN,Z)
(PB,RR.S), (PB,RR.Z), (PB,RC,S), (PB,RC,2)}

Ejercicio 3. El conjunto A es el conjunto de cantidades de goles, por lo tanto es el
conjunto N U {0}. La operacién utilizada para calcular el nimero de goles luego de dos
fechas es la suma + : AxA — A. Se debe sumar el nimero de goles del primer partido
(que es un elemento del conjunto \A) con el nimero de goles del segundo partido (que es
otro elemento del conjunto A).
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EjErcicio 4. Comencemos viendo si la operacién o es conmutativa. Para esto debemos
verificar si es cierto que 2 0 b = b o a para todo par de elementos 4, & del conjunto
{0, 1, 2, 3, 4}. Si miramos las distintas posibilidades, tenemos que:

0o1=0=100 1o3=3=301
002=0=200 lod=4=401
003=0=300 203=1=402
004=0=400 204=3=402
lo2=2=201 304=2=1403

Esto muestra que la operacién es conmutativa. La operacién no es asociativa, ya que
(202)03=203=1, mientrasque 20 (2 0 3) =2 o 1 = 2. Por ultimo, es claro que la
operacién tiene elemento neutro, yaque2o 1 =104 =z paratodo a € {0, 1, 2, 3, 4}
como puede verse en la tabla que define o.

La operacién - claramente no es conmutativa ya que 0 — 1 = 4, mientrasque 1 — 0 = 1.
Tampoco es asociativa, yaque (0 — 1) =2 =4 —2 =2, mientrasque 0 — (1 —2) =0 -4 =1.
Por dltimo, la operacién - no tiene neutro, pues si ¢ es un neutro para la operacion,
valdria que ¢ — 0 = 0 — ¢ = 0. Mirando la tabla, vemos que el tnico niimero ¢ tal que
0-¢=0ese=0.Pero0 — 1 =4+ 1, luego no puede existir un elemento neutro.

Ejercicio 5. Debemos hallar una férmula cerrada para la sucesion cuyos términos son 1,
2,1,2, 1,2, ... Vimos que la sucesién 2 = (-1)” toma valores -1, 1, -1, 1, -1, 1, ... Si a cada
miembro de esta sucesién le sumamos 3, obtenemos la sucesién 2, 4, 2, 4, 2, 4, ... Esta
nueva sucesién no es exactamente la sucesion que estamos buscando, pero es el doble de
ella. Luego la sucesion:

N =

cumple lo pedido.

O CAPITULO 1. Numeros naturales

Ejercicio 1.1. (a+b)3=(a+b)? (a+b)
— (a* 4 2ab+b?) - (a + b)
= a® + a2b + 2a%b + 2ab* + b2a + b°
=a® + 3a%b + 3ab® + b°

Ejercicio 1.2. Tenemos que probar por induccién que 1 + 2% + ... + #? 5

para todo natural 7. Entonces, debemos probar P(1) primero. Cuando 7# = 1, el

miembro izquierdo de la igualdad, 1 + 2* + ... + #* es simplemente 1. El miembro

n(n+1)(@2n+l) _ 123
6 6

debemos suponer que es cierta P(n) y probar P(n + 1). Pero P(n + 1) afirma que:

derecho, por otra parte, es =1, por lo que la igualdad vale. Ahora,

_n(n+1)(2n+1)
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n+1)((n+1)+1)(2(n+1)+1)
6

14224+ 40’ + (n+1)? =

i 2 2 2 (n+1)(n+2)(2n+3)
esdecir, 1422 + -+ 4 n? 4 (n+ 1)> = HNOEDEnES)
La hipétesis inductiva, P(n), nos permite escribir:

1+22 4+ 40P+ (n+1)>?

(14224 +n%) + (n+1)
+1)(2n+1 .
- ot DiEn+1) )6(” )+(n+1)2
2
:%4_”24_2”4_1
(2n3 +n% +2n% +n) +6(n? +2n + 1)
6
(2n® +3n? +n) + (6n% + 12n + 6)
6
2n3 +9n2 + 13n + 6

6

Por otra parte:
(n+1D(n+2)2n+3) (n?+3n+2)(2n+3)
6 6
2n® +3n% +6n% +9n +4n +6
6
2n% 4+ 9n? 4+ 13n + 6
6

lo que finalmente prueba P(# + 1).

Ejercicio 1.3. Probamos primero 2(10); es decir, que vale 2'° > 10°. Como 2'° = 1.024
y 10° = 1.000, P(10) es verdadera. Ahora, si vale P(#), debemos probar que vale P(n + 1),
esto es, que 2! > (7 + 1)°. Es decir, debemos probar que 2-2"> 7*+37*+3n+1. Como vale
P(n), podemos escribir 2.2"= 2"+2"> n*+2", por lo que para probar P(n + 1) es suficiente
que probemos que 2”2 37* + 37 + 1 para todo 7 > 10. Esta es una nueva afirmacién, que
probamos por induccién en la seccién 3 del capitulo 1.

Ejercicio 1.4. Si 7 = 3, tenemos que probar que 3° 2 2* + 3, es decir, que 27 2 19, cosa que
es cierta. Y si vale la afirmacién P(n), debemos probar P(n+1), es decir que 3! 2 2"? + n + 1.
Pero:
3l =3.3"
=3" 43"+ 3" > 2" ppp2n 4437
>2.2" 44 n4+3">2" 443
Como n + 3" > 1, entonces

gntl>9.9m+2 Ly 4]

Ejercicio 1.5. Utilizaremos el lenguaje Python para mostrar las definiciones, que es
el que hemos estado usando en los ejemplos. El siguiente algoritmo calcula, dado 7, el
ntiimero de Lucas 7-ésimo L .
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def lucas(n):
if n==1:
return 2
elif n==2:
return 1
else:

return lucas(n-1) + lucas(n-2)

El siguiente algoritmo calcula dado 7, la variante del nimero de Lucas 7-ésimo L'

def variantelucas(n):
if n==1:
return 1
elif n==2:
return 5
else:

return variantelucas(n-1) + variantelucas(n-2)
Ejercicio 1.6. Calculamos los primeros términos de la sucesién:
as =4V44+1=9, a4, =4V9+4 =16, a5 = 4V/16 +9 = 25

Podemos conjeturar, entonces, que = 7* (al menos esto es cierto para los primeros cinco
términos de la sucesién). Para demostrar que esta conjetura es cierta, debemos probar que
para todo 7 natural es cierta la afirmacién P(n) : a = n*. Yasabemos que P(1) y P(2) son cier-
tas. Y sison ciertaslas afirmaciones (4) paratodo £ < #, debemos probar que vale (7). Pero
an =41 +ap—2 =4y/(n —1)2+(n—2)? =4(n—1)+(n* —4n+4) =n3 que es
precisamente la afirmacién P(n).

Ejercicio 1.7. La afirmacién a probar es P(n) : a < 3. Para 7 = 1 la afirmacién dice 2 < 3,
que vale. Para 7 = 2 la afirmacién dice 3 < 3> = 9, que también vale. Entonces, si son
ciertas las afirmaciones P(k) con k < 7, probemos (). Tenemos:

An =2an 1+ 0n 5 <2-3"71 4372 <230 430 = 3.3 = 3"

Ejercicio 1.8. Vamos a empezar con un caso més sencillo. Si hay 4 piedritas, Martin puede
sacar 1,2 6 3, y van a quedar, respectivamente, 3, 2 6 1. En cualquier caso, Pablo quita las que
quedan y gana. Esto muestra que si comienzan con 4 piedritas y comienza a jugar Martin,
entonces Pablo tiene una estrategia ganadora. En realidad, lo que prueba esto es mds general:
no depende ni de Pablo, ni de Martin. Si hay 4 piedritas, aquél al que no le toca jugar tiene
una estrategia ganadora. Por lo tanto, si cualquier jugador logra dejar 4 piedritas, va a ganar.
Y esto es lo que sucede con 8 piedritas: Martin puede sacar 1, 2 6 3 piedritas y van a quedar
respectivamente 7, 6 6 5. Entonces, Pablo puede sacar las que sobran y dejar 4 piedritas. Y
ganard en la jugada siguiente. La respuesta, entonces, es afirmativa: si le toca jugar a Martin y
hay 8 piedritas, Pablo tiene una estrategia ganadora: dejar 4 piedritas.

Entonces, hemos visto que si un jugador logra dejar 4 piedritas, tiene una estrategia

ganadora. Y lo mismo pasa si logra dejar 8 piedritas. O 12, porque en este caso logrard
dejar 8 en la jugada siguiente. Esto da un indicio de que si un jugador deja un multiplo de
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4 piedritas, tiene una estrategia ganadora. Por el contrario, si un jugador deja una cantidad
que no es multiplo de 4, el otro jugador logrard dejar un multiplo de 4 y podrd ganar.

En otras palabras, nuestra afirmacién P(n) es que si Martin debe empezar con 7 piedritas
entonces Pablo tiene una estrategia ganadora en el caso en que 7 sea multiplo de 4, y
Martin tiene una estrategia ganadora en otro caso. Es claro que esta afirmacién es cierta si
n=1,n=2046n=3, porque Martin simplemente saca todas las piedritas y gana. Y si
n =4, ya hemos visto que es Pablo quien tiene una estrategia ganadora, es decir que vale P(4).
Supongamos ahora que vale (k) para todo 4 < 7. Si 7 no es mltiplo de 4, al dividirlo por
4 puede tener resto 1, 2, 6 3. Es decir, 7 puede ser de la forma 4m + 1, 4m + 2 6 4m + 3. En
cualquiera de estos casos, Martin quita respectivamente 1, 2 6 3 piedritas y deja 47, es decir
un multiplo de 4. La hipétesis inductiva P(4m) dice que es Martin quien tiene una estrategia
ganadora. Por otra parte, si 7 es multiplo de 4, entonces 7 = 4m. Martin puede quitar 1,2 6
3 piedritas, y Pablo quitard 3, 2 6 1 respectivamente, dejando 472 - 4 = 4(m - 1), que es un
mdltiplo de 4 menor que 7. Entonces, Pablo tendrd una estrategia ganadora.

Ejercicio 1.9. La afirmacién vale cuando 7 = 1, pues en este caso 2" -1 =2-1=1 = H..

Y si vale que H =2"-1, entonces H =2 (2"-1)+1=2-2"-2+1=2""-1,quees
precisamente la afirmacién para 7 + 1.

O CAPITULO 2. NUumeros enteros

Ejercicio 2.1. Los nimeros impares son aquellos que no son divisibles por 2. Por lo
tanto, se los puede describir como los 7 € Z tales que 2 { 7. Otra posibilidad es decir que
son aquellos niimeros de la forma 2 + 1, donde £ recorre todos los nimeros enteros.
Esto es asi porque los nimeros de la forma 2% son pares (y son todos los pares), por lo
que al sumarles una unidad a los pares nos quedan los impares.

Ejercicio 2.2. El nimero (DEBE1CAFE) . es igual a

(E)16 - 16° + (F)16 - 161 + (A)16 - 162 + (C)16 - 16 + (1)16 - 16* 4 (E)16 - 16° +
+ (B)1g - 16° + (E)16 - 16" + (D)1 - 16% =
=14-16° +15-16" +10-16% +12-16% +1-16* + 14 - 16° +
+11-16%4+14-167 + 13- 168
= 14 4 240 + 2.560 + 49.152 + 65.536 + 14.680.064 +
+ 184.549.376 + 3.758.096.384 + 55.834.574.848
= 59.792.018.174

Ejercicio 2.3. Sea d = (2"+7": 2"-7"). Queremos probar que 4= 1. Como d | 2"+ 7"y
d|2"-7" entonces d | (2"+ 7") + (2"-7"), es decir 4| 2 -2" = 2™!. Pero los tnicos enteros
que dividen a 2"! son los de la forma 2/ con 0 < j < 7+1. Por otra parte, también tenemos
qued| (2"+7") - (2"- 7"), es decir 4| 2 - 7". Como las tinicas potencias de 2 que dividen
a2-7"son 2" y 2!, hemos probado que 4 =1 0 d = 2. Pero 2"+ 7" es impar, pues 2" es par
y 7" es impar, as{ que no es cierto que 2 | 2"+ 7”. Esto prueba que 4 = 1.
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O CAPITULO 3. Aritmética modular

EjErcicio 3.1. Calculamos (84 : 270) aplicando el algoritmo de Euclides:

270 = 3-84+18
84 = 4-18+12
18 = 1-1246
12 = 2-6

Entonces (84 : 270) = 6. Como 6 | 66, la ecuacién 84-x + 270-y = 66 tiene soluciones enteras.
Para hallar una solucién, escribimos a 6 como combinacién lineal entera de 84 y 270:

6 = 18—1-12
= 18—1-(84—4-18)
= 5.18—1-84

5-(270 —3-84) —1-84
(—16) -84 +5-270

Multiplicamos la igualdad por 11, obteniendo que:

66 = (—176) - 84 + 55 - 270
Por lo tanto, (x, y,) = (-176, 55) es una solucién particular de la ecuacién.

Asi, todas las soluciones de la ecuacién son los pares de enteros (x, y) de la forma

x=-176+84 - k,y=55-270 - kcon k € Z, es decir:
6 6
r=-176+14-k, y=55—-45-k conk €Z

Ejercicio 3.2.
e Criterio de divisibilidad por 3: un niimero natural n es miiltiplo de 3 si y sélo si la suma de
sus digitos es miiltiplo de 3. La demostracién de este criterio es igual a la dada en el texto
para el criterio de divisibilidad por 9, teniendo en cuenta que 10 = 1 (méd 3).

e Criterio de divisibilidad por 4: un niimero natural n es miiltiplo de 4 si y sélo si el
niimero formado por las dos viltimas cifras de n (decenas y unidades) es miiltiplo de 4.

Sin=(n.. nnn), eslarepresentacion decimal de 7, entonces
n=n- 104+ 7 102+ 7,-10 + 7. Ahora, como 107 = 100 = 0 (mdd 4), tenemos que

10 = 0 (mdd 4) para todo k> 2. Por lo tanto,

n=ny-10+ny (méd4)

Luego, 7 tiene el mismo resto en la divisién por 4 que el niimero cuya representacion
decimal es (7,7 ; en particular, 7 es multiplo de 4 si y sélo si (1,7, lo es.

Ejercicios resueltos
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o Ciriterio de divisibilidad por 5: un niimero natural es miiltiplo de 5 si y sélo si termina en 0 ¢
en 5. En efecto, si 7 = (ns n,m),,» entonces 7 = n: 10% ... + n, - 10+ n, = n, (méd 5),
ya que 10¥= 0 (méd 5) para todo %> 1. Entonces serd divisible por 5 siy sélo si n, lo es;
como 0 <7, <9, esto equivale a que 7, =06 7, = 5.

e Ciriterio de divisibilidad por 8: un niimero natural n es miltiplo de 8 si y sélo si el
niimero formado por las tres siltimas cifras de n (centenas, decenas y unidades) es miiltiplo
de 8. La demostracion de este criterio es igual a la del criterio de divisibilidad por 4,
teniendo en cuenta que 10° = 0 (mdd 8).

e Ciriterio de divisibilidad por 11: un niimero natural es miiltiplo de 11 si y sélo si la suma
alternada de sus digitos es milltiplo de 11. Sin = (n... n.n ), , como 10 = -1 (méd 11),
resulta que

n=mns-10°+ - +ns-10>+ny - 10 + ng
=anne - (=14 +ng- (1) + 01 (=1) +ng
=ns - (-1)*+ - 4+n2—n1+ng

Luego, 7 es multiplo de 11 si y sélo si lo es n - 7, + n, - et (D) n (los digitos con

subindice par se suman y los de subindice impar, se restan).

EjErcicio 3.3.

(a) Aplicando el algoritmo de Euclidesa 17y 45, obtenemos que 1 =(17:45) =8-17-3 - 45.
En consecuencia, (8 - 20, 3 - 20) = (160, 60) es una solucién particular a la ecuacién
diofdntica 17 - x-45 - y = 20. Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién 17 - x = 20 (méd 45)
son los enteros x tales que x = 160 (mdd 45), o equivalentemente, x = 25 (méd 45).

(b) Como (84 :270) = 6, la ecuacién dada es equivalente a (84/6) - x = 66/6 (mdéd 270/6),
es decir, 14 - x = 11 (méd 45). Aplicando el algoritmo de Euclides a 14 y
45, obtenemos que 1 = (-16) - 14 + 5 - 45. Multiplicando por 11, resulta que
11=(-176) - 14 + 55 - 45. Como -176 = 4 (mdd 45), las soluciones de la ecuacién dada
son los enteros x tales que x = 4 (méd 45).

(c) La ecuacién 28 - x = 30 (méd 60) no tiene soluciones, ya que (28 : 60) = 4 y 4 no
divide a 30.

Ejercicio 3.4. El problema equivale a encontrar las soluciones 2 € Z de la ecuacién 45 - 2 =9
(méd 27). Como (45 : 27) = 9, podemos dividir toda la ecuacién por 9, obteniendo 5 - 2 = 1
(méd 3), y como 5 = -1 (méd 3) nos queda la ecuacién -2 = 1 (méd 3), que es equivalente a:

a =2 (méd 3)

Luego, los enteros a tales que el resto de la divisién de 45 - @ por 27 es 3 son los de la
formaa=3-k+2conkeZ.

Ejercicio 3.5. Las tablas de suma y producto pedidas son las siguientes:
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e EnZ; +2 | 101 1] 2 [ [0] 0]

e EnZ; +4\[01 1l 2 31 ~4\[01 1 2 B3l
0o 01 QR B 0| [0 [ [ [0
mim @ B o mjo 0 @B
21|21 3 [0 [1] 210 @2 [0 [
Bl B31 0 01 [ B0 3] [21 [1]
e [En Z7:
+7 101 1 [21 31 [4 [5 [6] Sl @ Bl @B
0|01 11 [21 B 4 [51 [6] (01|01 [0] [0 [0] [0] [0] I[O]
MM @2 B @ 56 [0 Mo 0 @ B 4 5 [6
2|2 B 4 [5 6 [0 [1] 2|0 2 M 6 [ B [5
BB M (5 6] [0 [ [2 B0 [3] (6] [21 [5 [1] [4)
M [[4 51 [6] [0 (1 [21 3] 4|0 [ M 5 [2 (6 [3]
51|51 6] [0] 11 [21 3] [4] Bl 51 B 11 6 4 [2
6 6] [01 (11 [21 [B1 41 [5] (61| [01 [6] [51 [41 [3] [21 I[1]

Ejercicio 3.6.

1. Paracadaz € Z, a# 0, buscamos x € Z., tal que 2 - x =1 en Z,. Podemos hacer esto mirando
la tabla del producto de Z., construida en el ejercicio 3.5 (para hallar el inverso de #, miramos
la fila encabezada por « y buscamos el elemento que corresponde a la columna donde estd
ubicado el 1 endichafila): 17" = 1,271 =4,371 =547 =2,5"=3y67! =06.

2. Sabemos que # € Z,, tiene inverso multiplicativo si y sélo si («: 14) = 1, es decir, si y s6lo si 2 no
es maltiplo ni de 2 ni de 7. Por lo tanto, los elementos de Z,, que tienen inverso multiplicativo
son: 1, 3,5,9, 11, 13. Como en Z, valequel-1=1,13-13=1,3-5=1y9-11=1,
tenemos que los inversos multiplicativos de estos elementos son:

171 =1,3"1=55"=39"=1L,11""=9,137" =13en Z ,.

Ejercicio 3.7.

® 5.x=4en 7, esta ecuacién tiene una tnica solucién en Z ,, ya que 5 tiene inverso
multiplicativo en Z,, (ver ejercicio 3.6). Lasolucién esx=5""-4=3-4=12€ Z,,.

® 6-x=10enZ,: como (6:21) = 3, que no divide a 10, esta ecuacién no tiene solucién.

® 20 - x=12en Z,;: como (20 : 24) = 4, que divide a 12, esta ecuacién tiene 4
soluciones en Z,,. Para hallarlas resolvemos la ecuacién 5 - x = 3 en Z_ (que se
obtiene dividiendo todo por (20 : 24) = 4); esta ecuacién tiene como tnica solucion
ax, =3 en Z, Luego, las 4 soluciones de la ecuacién original en Z,, sonx=3 +6 - £
con k=0, 1, 2, 3, es decir:

* x=3

* x=3+6=9

Ejercicios resueltos
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* x=3+2-6=15
* x=3+3.6=21

Ejercicio 3.8. Llamemos ¢ al costo en pesos de la cena. Segun el enunciado, si cada una
de las 10 personas presentes al comienzo pone la misma cantidad de dinero, pagan los ¢
pesos y les quedan, ademds, 6 pesos. Como el total reunido serfa un multiplo de 10, esto
nos dice que ¢ + 6 = 0 (méd 10) o, equivalentemente, que:

¢ =4 (méd 10)

Andlogamente, si al repartir entre 11 personas, pagan ¢ pesos y quedan 10 es porque
¢+ 10 =0 (mdd 11), o sea, equivalentemente:

c¢=1 (méd11)

En definitiva, el costo ¢ de la cena es una solucién del sistema de ecuaciones:

{ c=4 (méd10)
c=1 (méd1l)

De la primera ecuacién, deducimos que ¢ = 10 - % + 4 para algtin entero 4. Reemplazando
en la segunda, nos queda que 4 € Z debe cumplir 10 - 4+ 4 =1 (méd 11), o sea que
debe ser solucién de:

10k = -3 (méd 11)

Como 10 = -1 (mdd 11) esta ecuacién es equivalente a que -k = -3 (mé6d 11), es decir:
k=3 (méd11)

Luego k es de la forma £ =11 - g + 3, con g € Z, y en consecuencia, el costo de la cena
es un entero de la forma:
c=10-k+4
=10-(11-q+3)+4
=110-¢+ 34

Dado que sabemos que el dinero reunido fue mds de 100, el minimo valor posible de la
cena es ¢ = 144.

Ejercicio 3.9.

1. Un entero x tiene resto 1 en la division por 3, si y sélo six =1 (mdd 3). Andlogamente,
su resto en la division por 5 es 2, siy s6lo si x = 2 (mdd 5), y su resto en la division
por 7 es 5 siy sélo si x =5 (méd 7). Luego, los enteros buscados son las soluciones
del siguiente sistema de ecuaciones de congruencia:

z=2 (méd5H)

z=1 (méd3)
{ =5 (méd7)
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Como los médulos que aparecen son coprimos de a pares, por el teorema chino del
resto, el sistema tiene una tnica solucién x; médulo 3 -5 -7 = 105 y podemos hallarla
aplicando el algoritmo visto en la seccién 6 del capitulo 3.

De la primera ecuacién, deducimos que x = 3 - Q, +1conQ €Z. Ahora, buscamos
Q, de manera que se cumpla la segunda ecuacién, es decir:

3-Q1+1=2 (médb)

0, equivalentemente, 3 - Q =1 (mdd 5). Resolviendo esta ecuacién (por ejemplo,
multiplicando ambos miembros por 2), obtenemos que:

Q1 =2 (méd 5)

Es decir, Q, =5 - Q,+ 2y, en consecuencia, x=3 - (5- Q,+2)+1=15-Q,+ 7 con Q, € Z.

Finalmente, determinamos los enteros Q, que hacen que se cumpla la tercera ecuacién:
15-Q2 +7=5 (méd7)

0, equivalentemente, Q, =5 (méd 7). Por lo tanto, Q, se escribe como Q, =7 - Q, +5
con Q3 € Z; luego, x=15- (7 - Q3 +5)+7=105- Q3 + 82, con Q3 e 7. En resumen, los
enteros que cumplen las condiciones pedidas son los x € Z tales que x = 82 (méd 105).

2. Un entero x tiene resto 8 en la divisién por 12 y resto 6 en la divisién por 20, si y
s6lo si:
z=8 (mé6d12)
z=6 (mdd 20)

Ahora:
_ . z=8 (méd4) z=0 (méd4)
z=8 (mod12) { r=8 (méd3) =\ z=2 (méd 3)
_ [ r=6 (méd4) r=2 (méd4)
=6 (méd 20) { =6 (méd5) T \z=1 (méd5)

La primera de las ecuaciones obtenidas dice que x debe ser multiplo de 4, mientras que
la tercera dice que debe tener resto 2 en la divisién por 4. Como no existen enteros que
cumplan estas dos condiciones simultdneamente, el sistema no tiene soluciones, es decir, no
existe ninglin entero que tenga resto 8 en la divisién por 12 y resto 6 en la divisién por 20.

EjErcicio 3.10. Para hallar el resto en la divisién de 2 € Z por m € N buscamos el tnico
entero 7 tal que 0 < 7 < my a = r (méd m).

® 2=129"" m=7. Como 129 = 3 (mdd 7), tenemos que:

129111 = 311 (méd 7)
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Por otro lado, como 7 es primo y 111 = 3 (méd 6), por el pequenio teorema de
Fermat, sabemos que:
31 =33 (méd 7)

Finalmente, dado que 3° = 27 = 6 (mdd 7), concluimos que:
120" =6 (méd 7)
y entonces 6 es el resto de la divisién de 129" por 7.

a=129"", m = 35: En este caso, no podemos aplicar directamente el pequefio teorema de
Fermat porque 72 = 35 = 5 - 7 no es primo. Ahora bien, si hallamos 7, y 7, tales que:

{ a=r; (méd7)

a=ry (médb)

por el teorema chino del resto, podremos encontrar un tnico 7 tal que 0 < 7 <7 -5 = 35

con la propiedad:

{ r=ry (médT)
r=ry (méd5)

y tal que cualquier otra solucién del sistema, en particular 2, es congruente a » médulo
35. Esto implica que 7 es el resto de # en la division por 35.

Por el primer inciso de este ejercicio, sabemos que 2 = 6 (mdd 7). Para calcular el
resto de « en la divisién por 5, observemos que 129 = -1 (mdd 5), y entonces:

1291 = (—1)M! (méd 5)
Luego, 2 = -1 = 4 (mdd 5). Tenemos entonces que:

{ a=6 (médT)
a=4 (médb5)

Resolviendo este sistema de ecuaciones de congruencia nos queda que:

a = 34 (méd 35)

Es decir, que el resto de la divisién de 129" por 35 es 34.

O CAPITULO 4. NUmeros racionales

con el producto ¢ . &..

Ejercicio 4.1. Queremos verificar que el producto de niimeros naturales pensados como
fracciones coincide con el producto usual. Para ello, si 4, 4 € N, las fracciones que les

b
1°1°

asociamos son § , 2. Al producto de ambos, # - 4, le asociamos la fraccién @t que coincide

1
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EjErcicio 4.2. Debemos probar que si % es irreducible, y < es una fraccion equivalente
a %, entonces existe un ntimero entero 72 tal que ¢ = 2 -my d = b -m. La definicién de la
refacién de equivalencia dice que:
a C
ngsiysélosia-d:b-c

Como % es irreducible, mcd(a, ) = 1. Luego 6 | @ - d y es coprimo con 4, con lo
cual, por la Proposicién 2.4, tenemos que & | 4. O sea existe m € Z tal que d = b - m.
Reemplazando en la igualdad anterior tenemos que:

a-b-m=5b-c.

Cancelando & (que es no nulo), tenemos que:

como querfamos probar.

. . a . .
EJERCICIO 4.3. Queremos ver que si las fracciones ; y 7 son equivalentes a las fracciones

a ydé respectivamente, entonces la fraccién % es equivalente a la fraccién a-¢. Por

b
definicién tenemos:

S
ISH

|
o 2
S

También por definicién, &€ ~ &€ siy sblo si:
P y

S

Esta igualdad se obtiene simplemente multiplicando las dos igualdades anteriores.

EJErcicio 4.4.
e Dadas las fracciones &, %2 <1 2, podemos suponer que sus denominadores son
1 2 1 2
positivos. Luego, de la definicién:

a C1

— < — implica que a; -d; < by - ¢y )
by dy
2 implica que ag - d2 < by - c2 (10)
bz d2

Queremos probar que §* + 3% < -+ g2 Por definicién de suma, queremos ver que

al-bszrbazbl < 01'Cilz+dCz-d1 Como los denominadores son positivos, la definicién de
1-02 1-a2

que una fraccién sea menor que la otra dice que esto es equivalente a:

(al-b2+a2-b1)-d1-d2<(01-d2+02-d1)-b1-b2

Ejercicios resueltos
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Esto se obtiene multiplicando la desigualdad (9) por el nimero natural 4, - 4,, la
desigualdad (10) por el nimero natural 4, - 4, y suméndolas.

e Nuevamente podemos asumir que los denominadores de las fracciones son positivos. La
definicién de que una fraccién sea menor que la otra implica que % <7 siy solosi:

a-d<b-c (11)
114 H e a __ ea e c __ ec
Por definicién de producto de fracciones, .=t ye. L= g0

La primera fraccién es menor que la segunda si y sélo si:
e-a-f-d<e-c-f-b

Esto se obtiene multiplicando la desigualdad (11) por el niimero natural e -f(usamos
que ¢/f > 0 para poder asegurar que ¢ es un nimero natural).

EjErcicio 4.5.

® 325=3-10°+2-10"" +5-107% =3/1 + 2/10 + 5/100 = 325/100 = 13/4.

® 43=4.10"+3-10"" =4/1 + 3/10 = 43/10.

e 3,14 = 314/100 = 157/50.

EjJERrcICIO 4.6. La expresién decimal de un niimero racional cualquiera es de la forma

dp 10"+ -4 dy - 10" +do-10°+d_; - 107 +d 51072 +---

donde cada ntimero 4, estd entre 0 y 9 y corresponden a los digitos de la representacién
decimal. Este nimero lo escribimos por:

dn...dido,d_1d_s...

Ademis, los niimeros con indice negativo son finitos o se repiten. Si multiplicamos
dicho nimero por 10, obtenemos el niimero:

dn 10" o dy 107 4+ do - 10" +dy <100 +d_p - 107+
o sea obtenemos el ndimero que escribimos por:
dy ... dvdod_r,d_s ...

Es claro que el efecto de mutiplicar el nimero por 10 fue simplemente mover la coma
un lugar hacia la derecha.

Ejercicio 4.7. Utilizando el algoritmo, para calcular la expresion decimal de 1/8, calculamos:
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1 = 0-8+1

10 = 1-8+42
20 = 2-8+4
40 = 5-8+0.

Luego, 1/8 = 0,125.

Ejercicio 4.8. El nimero racional 26,2914 se puede representar por la fraccién
262.914/10.000 = 131.457/5.000 , siendo esta tltima irreducible.

El nimero racional 290,4377 se puede representar por la fraccién 2.904.377/10.000,
que es irreducible.

El ndmero racional 946,17482 se puede representar por la fraccién
94.617.482/10.0000 = 473.087.41/50.000, siendo esta tltima irreducible.

Ejercicio 4.9. El denominador de la fraccién irreducible 8.729/2.000 es 2.000, que se
factoriza como 2. 5°. Luego la potencia mds grande es 4, con lo cual si multiplicamos
por 10* obtenemos el nimero entero 5 - 8 729 = 43.645. Asi, 8.729/2.000 = 4,6345.

El denominador de la fraccién irreducible 101/2.500 es 2.500, que se factoriza como
2% . 5% Luego la potencia mds grande es 4 con lo cual, si multiplicamos por 104,
obtenemos el niimero entero 2% - 101 = 404. Asi, 101 / 2.500 = 0,0404.

El denominador de la fraccién irreducible 19.283/6.250 es 6.250, que se factoriza como
2.5 Luego la potencia més grande es 5 con lo cual, si multiplicamos por 10°, obtenemos

el niimero entero 24 - 19.283 = 308.528. Asi, 19.283/6.250 = 3,08528
Ejercicio 4.10. El ejercicio consiste s6lo en una observacién. No tiene respuesta.

EjErcicio 4.11. Para calcular la expresién decimal de un ndmero racional %, con ay b positivos,
vimos que debemos calcular el cociente y resto de dividir por & distintos ndmeros. Si dos
restos se repiten, encontramos el periodo. La longitud del periodo es justamente el niimero de
divisiones que hicimos entre el primero y el segundo de los restos iguales. Como el resto de
dividir por & es un elemento entre 0y & - 1, al calcular & + 1 divisiones, hay dos restos iguales.
Esto dice que la longitud del periodo es a lo sumo 4. Pero podemos decir algo més: si el resto en
algin momento es 0, la expresion decimal es finita (dado que todos los sucesivos restos también
serdn cero). En este caso, podemos decir que el periodo es 0, y es a lo sumo & - 1 (porque & es
no nulo). Si los restos de las divisiones son siempre no nulos, ellos son todos elementos entre 1
y b - 1. Luego el periodo tiene longitud a lo sumo & - 1 como querfamos ver.

Ejercicio 4.12. Para calcular la longitud del periodo de 1/9.091 sin calcularlo explicitamente,
miramos la menor potencia 7 tal que 10"= 1 (méd 9.091). Hacemos una tabla de las potencias

Potencia | Congruencia Modulo 9091 | Potencia | Congruencia M odulo 9091
1 10 6 9081
2 100 7 8991
3 1000 8 8091
4 909 9 8182
5 9090 10 1

Ejercicios resueltos
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Luego el periodo tiene longitud 10. Si uno quiere verificarlo, su expresién decimal es

0,0001099989.

Ejercicio 4.13.

e Si1/p tiene periodo de longitud 2, el primo p cumple que 10* = 1 (méd p). Luego p debe
dividir a 10> - 1 = 99. Como 99 = 3* - 11, las tGnicas posibilidades son p =3 0 p = 11.
Pero p = 3 no sirve, porque 3 | 10" - 1 (lo que implica que 1/3 tiene periodo de longitud
1, como ya habfamos visto). Luego el tinico primo es p = 11. Efectivamente, 1/11 = 0,09,
como habiamos visto.

o Dara periodo de longitud 3, miramos la factorizacién de 10° - 1 = 999 = 3% . 37.
Nuevamente p = 3 no sirve porque tiene periodo 1, con lo cual la tnica posibilidad
es p = 37. Ademds, como 3719 = 10" - 1y 37199 = 10* - 1, podemos asegurar que
la longitud del periodo es exactamente 3.

e Dara perfodo de longitud 4, miramos la factorizaciéon de 10* - 1 =9.999 = 3> - 11 - 101.
Como 3|9 =10-1,y 11|99 = 10* - 1, ninguno de ellos nos sirve. Como
10119 =10-1,101199 =10% - 1,101 1999 = 10° - 1, podemos asegurar que 1/101
tiene periodo de longitud 4.

e Paraperiodo delongitud 5, miramos la factorizacién de 10°- 1=99.999 = 3% - 41 . 271.
En este caso, p = 41 y p = 271 sirven dado que ninguno de ellos divide a 10 - 1, ni a
10> - 1,nia 10% - 1, nia 10% - 1.

e Daraperiododelongitud 6, miramoslafactorizaciénde 10°-1=999.999=3°.7.11-13-37.
En este caso, p = 7 y p = 13 sirven porque ninguno de ellos divide a 9, ni a 99, ni a
999, nia9.999, nia 99.999. Ya vimos en los casos anteriores que 1/3 tiene periodo de
longitud 1, 1/11 tiene periodo de longitud 2 y 1/37 tiene periodo de longitud 3.

O CAPITULO 5: Nimeros reales

Ejercicio 5.1. Supongamos primero que |x| < 4. Si x 2 0, entonces || = x, y luego x < a.
Como -2 < 0 se tiene que-a<x<a. Six < 0, entonces |x| = -x. Por hipétesis se tiene que -x <
alo que implica -z < x. Como x < 0y 0 < # llegamos a que x < 2 lo que implica -z < x < a.

Ahora, supongamos que -2 < x < a. Luego, x < 2y -a < x. Por lo tanto, x < ay -x < a.
Como x| = x 0 |x| = -x se deduce en ambos casos que |x] < a.

Ejercicio 5.2. Supongamos por el absurdo que exista una frazcaon tal que
(B)? = 22nt1, Luego 22— 92n+1  Como 22! = 2%". 2, entonces —y- b =27 loque
implica (_5=)? =2 .Luego # = %= es un nimero racional tal que x* = 2, llegando

de esta manera a una contradiccién.

Ejercicio 5.3. Sea 7 un nimero natural Como n < n+1, por la definicién del orden en

los ndmeros racionales, se tiene que —= < . Luego, la sucesién a,, = L es estricta-

X n+1
mente decreaente.

= 19C|
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Se tiene que 2"< 274 2"— 2!, Nuevamente por la definicién del orden entre fracciones,

resulta que L. < L. Luego, la sucesion a, = 5= es estrictamente decreciente.

Tenemos que ¢, = 2 =1 — - Como 1< , entonces multiplicando

n+1 n+1 n+1

esta desigualdad por -1 llegamos a que ~ — 25 < —5 - Sumando 1 en ambos
1 n+1

. . _1 n
miembros se obtiene 1 — =5 < 1 — =5 yluego ;17 < 753

c<c Yy por lO tanto ¢ es estrictamente creciente.
n n+l n

, lo que prueba que

Ejercicio 5.4. Tomar la sucesién constante # = 1 para todo 7 > 1.

EjERcicio 5.5.
1.Si(a) ., escreciente, entonces ; es una cota inferior de (« )n>1
2.Si (LG)n>1 es decreciente, entonces 4, es una cota superior de (a )

Ejercicio 5.6. Se tiene 0 < -2+ < 1 para todo ndmero natural 7. También, 0 < L <1
para todo nimero natural n Por ultimo, -1 < (-1)"< 1 para todo niimero naturaf

Ejercicio 5.7.

1. Sean (ﬂn)n>1, (bn)n>1 dos sucesiones crecientes y acotadas. Como asa,y b<b . para
todo 7, se sigue que a+ b<a  +b . Luego (a+ b) _ escreciente. Sean ¢, d, e, f
ntimeros racionales tales que c< ﬂ <d y e<b<fpara todo 7 > 1. Sumando miembro a
miembro se tiene que c+ d<a+b<e+f, lo que prueba que (2,+ 4 _ es acotada.

2. Sean (@) .. (bn)n>1 dos sucesiones crecientes y acotadas de términos positivos. Como

a, ., b b pa>0y b >0 para todo 7 se sigue que a: bﬂ< a, bn_ a, - bml lo que

1mpl1ca a, ‘b<a -b .Sean ¢, d nimeros racionales tales ¢ que 0 <a<cy0<b<dpara
7 n+l n n

n+l
todo 7. Entonces 0 < a:b<c-dparatodo n Luego (a - b es creciente y acotada.

n)nzl

Ejercicio 5.8. Primero, debemos probar que si # € N, la sucesién definida por
x1=1, zpy1 = 3/”2‘7,630 es creciente y acotada. Mds aun, la sucesién X satisface que
22 <k . Probemos esta desigualdad y el hecho de que x es creciente por induccién:
el caso 7 = 1 es cierto pues al ser £ un nimero natural, x, = 1 < 4. Supongamos que es

cierto para 7, o sea que SU <k, y veamos que vale para 7 + 1, o sea que:

5 (3kx, — 3)?
Tnp1 = g <k

Debemos ver entonces que (3kz, — x3)? = 9k%x2 — 6kat + 28 < 4k3, equlvalentemente,
que 28 — 6kz} +9k%z2 — 4k3 < 0 . Como hicimos para - 2, si llamamos ¥ = =, — k
tenemos:

y? = ah — 2ka? + k%

y* = af = 3kx) + 3k%2] — K
por lo que:

—3ky? = 28 — 3ka +3k%z2 — 3k(xt —2ka? + k%) = 28 — 6kal + 9k%22 — k:3

Es decir, debemos probar que y 3ky < 0, o, en otros términos, quey2 (- 3/e) <
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Pero observemos que la hipétesis inductiva es precisamente que y < 0, por lo que y* = 0

e y-3k<0,yasiy (y-3k) <0.

Para ver que es creciente, debemos ver que:

3kx,, — a3

n

2k -

Tnt1 = Tn

Equivalentemente, debemos ver que 3k, — 23 > 2k, que es lo mismo que kz, > =},

Como por hipétesis 1nduct1va X es creciente, el ser x, =1 implica que x > 0. Luego, la

desigualdad Kz, > z3  se deduce inmediatamente del hecho de ser 22 <k.

Por tltimo, queremos ver que la sucesién x2 converge a k. Esto es lo mismo que probar
ue ¥2 — k converge a 0. Llamemos e, = 22 — k . Entonces:

q n g n

(3kz,, — x3)?
ent1 = Tn -k
_ 9k2x2 — 6kxh + a8 — 4k3
4k?
e2 (e, — 3k)
4k?

(observando que ¢ es lo que antes llamamos ). Pero ya probamos que para todo 7 vale
1<2? <k porloque 1-k<22-k<0 ,es decir 1 -4/e<e - 3k < -3k. En valor

2 len —3k] 24k—1 _ €5
absoluto, tenemos |e - 3k| <4k- 1,y esto dice que |eny1| = e; T < € <

k
Como |e | < 1, tenemos €;, < |en|, por lo que:

€n len—1] en—2| 61
lent1] < |k| < EEE < ‘273 <. < | | — k=L, yesto demuestra que ¢, converge a 0.

Ejercicio 5.9. Si v es un numero racional positivo, con p, g nimeros naturales,
entonces del ejercicio 5.8 sabemos que existen dos nimeros reales positivos x, y tales que

x* =pey =gq. Luego (E)Qzé:g.
y

Y q
Ejercicio 5.10. La relacién es reflexiva, porque si (#) ., es una sucesién en
Sucec(Q), entonces lim (2 - ) = lim 0 = 0. Por otra parte, 51 (/7) >, €s otra sucesion
en Sucec(Q) tal que (a) (b) > entonces lim (a - /7”) 0, y por lo tanto

lim (&, - a) = lim (4 - /7) = —0 0. Esto dice que la relacién es simétrica. Por tltimo, si
(a ) ~ (b )”>] y (b )n>1 (¢, > entonces:

lim (an — ¢,) = lWm (a, — by) + (by, — ¢,)

= lim (an — by) + lim (b, — ¢p)
n—oo n-oo

=040

=0

lo que muestra que la relacién es transitiva.

Ejercicio 5.11. Para probar esta identidad observemos primero que si 7 y 7 son dos
ndimeros naturales y x es un niimero real positivo, entonces /2™ = ({/z)™ . En efecto,
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((/z)™)™ = ((¢/2)")™ = 2™ lo que prueba ¥z™ = ({/z)™. De un modo similar se
demuestra que {/ /z = "%/z

Sean k = %, I = £ ntimeros racionales, donde s y 4 son niimeros naturales. La identidad
es obvia si # =0 o si /= 0. Supongamos que # y /son positivos, es decir 7 > 0y p > 0.

Luego (a®)! = {/(a*)? . Usando las identidades anteriores se obtiene
Y(ak)p = {/(Var)p = /ar™ = *YarT =ak! [ Sik <06/ <0 laidentidad se
prueba en forma aniloga usando que a=! =1 .

O CAPITULO 6. Ndmeros complejos

Ejercicio 6.1.
5 5

sz:f§+4i wfz:iflli
27 =—4+12i dw — 3z = (2 + 8i) — (—6 + 18i)
zow=—1-—12—4i+3i =8—10i
=133 22 =4-36-2-2-6i
= 32— 24i

EjErcicio 6.2. 7-2i =7 + 2i (el conjugado del conjugado es el nimero original).
4=4, i=-i-i=i.

3 4 3 4 4 3
J. +H4i) (=— —i)=B - —=—-(-1)4- —=)H-3 —+4- —)i
Ejercicio 6.3 (BH40) (5= 550 =B 55 = (F1) 4= S)H(=3- 5 44 )i
9 .16 12 12,
==+ ) H— —+ —
(5% 2535 * 33
25
=240
% 0
=1
18 1 18 1 18 1
—+ —i) (3+ =(—3— — 4 — -4+ —-3)i
(357 250 G+ D553 7 55 D 354+ 5573
54 4 723
=(=- —)H —=+ )i
(357 25" 35 % 39
50 75,
= _+ =
25 25
=2+3 i
Ejercicio 6.4. - - -
arg(4) =0, arg(l+1) = i arg(2 + 2i) = e arg(8i) = 5
arg(—8i) = 37”, arg(—=7)=m, arg(2-—2i) = %r
Ejercicio 6.5.
1+i:(\/§;%) 14:(\/5;%”) 71+i:(\/§;?%)
7171‘:(\/5;%) 2+2i:(2\/§;£) 73731':(3\@;%”)
4741‘:(4\/5;%”) 4=(4;0) —5=(5; m)

EjErcicio 6.6. Como 2i - (-2 + i) = 2 + 7, entonces calculamos:
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k 2k Zk-(2+i)|zk~(2+i)+(—2+i)
0 1 2+ 24
1] -1 +i§ —2;\/5 +i‘1+22‘/5 —6;\/5 +i1+§‘/§

1_ V3 | =24v3 | ,-1-2V3 —6+v3 | ;1-2V3
E e Rl B e — T

Para el segundo problema, six) =1+4x =-3+2iyx, esel tercer vértice, entonces

22=72 es una rafz cdbica de la unidad. Por lo tanto, hay dos soluciones:

1 V3, ) 1 V3

Z2=(—§+71)'($1—W0)+20 o bien x2=(—§—7i)-(x1—xo)+x0
= (- %-‘rﬁl) (—4+4)+1+4 =(—%—?i)-(—4+i)+l+i
— -2+ —2va ~ 6+ )4 ra2va

Ejercicio 6.7. Una de las raices es (2; 22) =+/3+i . Las otras se obtienen
multiplicando esta raiz por las raices octavas de fa unidad:

a5 @ 2y =@ 7
4£+£)Nﬁ>
VBB VB,
2 2
27 27 8
(15 Z)’@; E):(Q; ﬁ)
=i-(V3+1i)
= —1+V3i
3 27 117
(13 I)'@% 5)2(23 E)
=(—§+£) (V341)
CVB-VE VBV
= —+ (3
2 2
47 27 147
(1; 7)'(2; §)=(2§ E)
=(-1)-(V3+1)
=—V3—i
51 2T 177
(15 Z).(Z; 5)2(2; E)
2V (i)

:—\/6+\/§_\/§+x/6i
2 2
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_6m C2my 0 20w

(171) (27E)_( 7?)
=(-i)- (V3+1)
=1-3i
T 27 231
(1;1).(2;5) (yi)
=22 (Vi)
_\/64-\[_’_\[—\[‘
- 3 5 i

Calculamos la forma polar de —8 — 8+/3i: |—8 8v/3i| = /82 +82-3 =84 =16,
ysia= arg( 8—8+/3i) , entonces cos o = E =—3 ysen q= 8\/_ ‘/_ , por
lo que « =47 . Las formas polares de las raices octavas son 1guales 2 las anterlores,

pero cambiando los médulos por V2 en lugar de 2: (v2; 25), (v2; 51), (v2; 8T,

12 P12 12
(\/5; 11127r (\/_’ 147r) (\/_ 1771-) (\/_ 207r) (\/_, 2_21r)

EjErcicio 6.8. Si z = —3 + ‘/_ ,entonces z% = 2T — 2—‘/6_ =i- ‘/_ i por lo que
2x2+3x+2:%—3%4£i—%+%4£z+2:—% 2=0.

Ejercicio 6.9. Calculamos # y v:

= /34942 =\/3-Vv9+27
— Y =V-3
=-3
por lo que las soluciones son:
CERE
(_%Jr?i)\af_(_%_\f)a _ mef f(erf)
_%_?i)%_(; xé??)\sf_—f;f f(\/;Jmf)

EjErcicio 6.10. La ecuacién x* = 15x + 4 es equivalente a x° - 15x - 4 = 0, por lo que
nuevamente calculamos # y »:

3/ 4 16 —3 375 16 73 375
S e i
+V4—125 —V4-125
=2+110 =2 -—11i
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Como estd dicho al presentar la férmula, hay tres raices posibles tanto para # como para v.
Se deben tomar # y v de manera que su producto sea -p/3 = 5. Podemos tomar
a=arg(2+ 117 yelegiru=(vV5; )y v=(v5; —%) . Las soluciones son entonces:

wtv=(V5: )+ (Va5 —3)
= Qﬁcos%

wu+w2v:(\/5; aJ;27r)+(\/S; 7a+327r)

2
2\/500511—; i

wu+wv = (V5 ;

44 4
e +(\/5;fag b

5 )
4
= 2\/5(:OSCY+T7T

Las tres raices son reales, aunque puede verse que la primera es la tnica positiva, por
lo que debe ser igual a 4. Para ver que la segunda y la tercera son negativas, hay que
comprobar que los angulos at2n y afin estdn entre 7y 4. Como o = arg(2+114),
sabemos que 0 < < % Entonces, queremos comprobar que T < od2T < 3% pero
esto es equivalente, multlphcando todo por 6, a 37 < 20 + 47 < 97, y a su vez esto es
equivalente, restando 47, a -7 < 20 < 57, que es cierto.

De la misma manera, queremos ver que I < 24T < 3% | pero esto es equivalente,
multiplicando todo por 6, a 37 < 2a + 87 < 9, y a s vez esto es equivalente, restando

87, a-57 < 2a < 7, que también es cierto.

Ejercicio 6.11. Debemos probar que para todo z € Nees | | > |c. Siz =1, tenemos
m, =m, =c porlo que automdticamente vale |z, | > |¢|. Supomendo ahora que vale que

nc Le

|m, | > ||, debemos probar que |2 q.

n+1,[| - |

Pero Mns1cl = mi, o + ¢l > |m3, | = |c]

= [ el® = le| > [el” = |c]

Por otra parte, como |¢| > 2, resulta que |¢|* - || > 2|¢| - |¢| = |¢|, de donde se obtiene la

desigualdad buscada.

EjErcicio 6.12. Ahora debemos probar la afirmacién |m, | > 2 para k2 n. Si k = n, ya
nos dicen que |7, | = |m | >2.Y sivale la afirmacién |m | > 2, entonces
Ml = 2 5 el > 2 o[ — ] > 22— |e] > 22 —2 22,

EjErcicio 6.13. Si bien los contenidos matemadticos para hacer el programa estdn incluidos

en el libro, los contenidos de computacién no lo estdn. Es por eso que se deja este ejercicio
sin una respuesta, y se destina a quienes tengan este conocimiento.
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APENDICE. Algoritmos

En este capitulo presentamos los algoritmos del libro en el lenguaje Python. Elegimos Python
porque, entre otras cosas, permite definir en una misma instruccién mds de una variable.
Como ejemplo, si tenemos @ =2y b = 1, luego de la instruccién:

a,b = atb,a-b

los valores de @ y & serdn respectivamente 3 (porque 3 = 2+1) y 1 (porque 1 =2 - 1).

O 1. Algoritmo de divisién

Este es el algoritmo de divisién que vimos en la seccién 3.2 del capitulo 2. No es el
algoritmo mds rdpido, porque va restando del nimero original el divisor, hasta que se
queda con un resto pequefio.

def division(n,d):

if d==0:
return 0,0

if (n>=0) and (d>0):
q,r = 0,n
while (r >= d):
q,r = gq+l,r-d
return q,r

if (n>=0) and (d<O0):
q,r = division(n,-d)
return -q,r

if (n<0) and (d>0):
q,r = division(-n,d)

if r==0:

return -q,0
else:

return -q-1,d-r

else:

q,r = division(-n,-d)
if r==0:

return q,0
else:

return g+1,-r-d

En realidad, en Python ya hay una implementacién del algoritmo de divisién. El cociente entre
los ndmeros enteros @ y & se obtiene con %, mientras que el resto se obtiene con a%b.
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0O 2. Escritura en una nueva base

La funcién baseb(n,b) devuelve como secuencia la escritura del ndmero 7 en base 4,
siguiendo el algoritmo de la seccién 4 del capitulo 2.

def baseb(n,b):

m=n
s=11
while m != O:
q = m/b
r = mjb
s=1[r] +s
m=q
return s
En Python se usa !'= en lugar de #. La instruccién s = [r] + s agrega el nimero r

al comienzo de la lista s.

O 3. Algoritmo de Euclides

La funcién mcd(a,b)devuelve el mdximo comin divisor entre @ y & siguiendo el
algoritmo de Euclides de la seccién 5.1 del capitulo 2.

def mcd(a,b):
rl,r2 = a,b
while r2 != 0:
r =119 r2
rl,r2 = r2,r
return ri

La funcién mcdcompleto(a,b) devuelve tres nimeros: 4, s, t, donde

o desel medentreay b
e sy rson enteros que permiten escribir 4 en términos de 2y b: d = sa + rb.

def mcdcompleto(a,b):
rl,r2 = a,b
sl,s2,t1,t2 = 1,0,0,1
while r2 != 0:
q=r1rl1/r1r2
r =119 r2
s1,s82 = s2,s1-gq*s2
t1,t2 = t2,t1-gq*t2
rl,r2 = r2,r
return ril,s1,tl
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El algoritmo funciona correctamente porque en cada paso se tiene que:

=5 -a+t by
=5 -a+t2-b.

En cada paso, se reemplazan 7, y , por , y r, donde 7 es el resto de dividir », por 7,, es
decir, 7, =q -7, + r. Para seguir teniendo las igualdades anteriores, se calcula:

r=ri—q-ro=(s1-a+t1-b)—q-(s2-a+ta-b)
:(Slfq-SQ)-aﬁ’(tl*q-tg)-b

Ademds, esta igualdad vale en el primer paso, pues 7, =a=1-2+0-byr,=b=0-a+1-5.
Por lo tanto, vale hasta que se termina el algoritmo. Entonces, como en el dltimo paso el
mecd estd en la variable s los coeficientes 5V dan la combinacién lineal buscada.

O 4. Ecuaciones diofénticas y de congruencia

El siguiente algoritmo devuelve una solucién de la ecuacién @ - x + & - y = ¢ si med(a, b) | c.
Si no hay solucién, devuelve el par None, None, que indica que no hay solucién posible.
Todas las soluciones (y la solucién particular encontrada) se calculan como vimos en la
seccién 1 del capitulo 3.

def resolver(a,b,c):
d = mcd(a,b)
if (chd) !'= 0:
return None,None
else:
r,s,t = mcdcompleto(a,b)
return s*c/d,t*c/d

El algoritmo que sigue busca las soluciones de la ecuacién @ - x = & (méd m). Si no las
hay, devuelve None, None. Si las hay, devuelve el par 2o, 7254y, mediante el cual se

. _ , m i
pueden encontrar todas las soluciones como = = zo (méd ——#—) . Vimos esto en la

seccién 3 del capitulo 3.

def ecuacong(a,b,m):
d = mcd(a,m)
if (b%d) '= 0:
return None,None
a,m,b = a/d, m/d, b/d
s,t = resolver(a,m,b)
return s % m, m

El siguiente algoritmo es una variante del presentado en la seccién 6 del capitulo 3. Si se usa
con listas, como en teochino ([14,17], [49,45]), devuelve las soluciones del sistema:
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x = 14 (méd 49)
x =17 (méd 45)

en la forma (602, 2.205), que significa que las soluciones son los enteros x = 602 (méd 2.205).

Esta version también se puede aplicar en el caso en que los médulos 72, ... ,m no son
coprimos de a pares. Como en este caso a veces no hay solucién, si no la hay el algoritmo
devuelve None,None.

def teochino(a,m):
M = m[0]
A = a[0]
for i in range(len(m)-1):
Q,n = ecuacong(M,ali+1]-A,m[i+1])
if Q==None:
return None,None
M,A = M#n,MxQ+A
return A,M

O 5. Desarrollo decimal de un niimero racional

Si @ y b son ntmeros naturales, con el siguiente algoritmo devolvemos (e,Ql,Qz),
donde 4 =, Q1Qs - Por ejemplo, decimal (19,14) devuelve:

(1, 31, 5, 7, 1, 4, 2, 8])

Significa que % = 1,3571428 . Entonces, el algoritmo presentado en la seccién 3 del
capitulo 4, es:

def decimal(a,b):
e = a/b
r = a%b
R,Q=10[1,[1
while r !'= O:
if r in R:
return e,Q[:R.index(r)],Q[R.index(r):]

R =R + [r]
Q = Q + [(10%*r)/b]
r = (10%r) % b

return e,Q,[ ]
El condicional if r in R es verdadero si el elemento 7 figura en la lista R. La funcién

R.index(r) devuelve la posicién en que se encuentra. Por tltimo, Q[:1] dalalista Q
desde el comienzo hasta la posicién anterior a 7, mientras que Q[i:] devuelve el resto.

Los Nimeros

— 200



Con la colaboracion de:

Alejandra Patricia Jancsa

Doctora en Matemadtica

Alejandro Petrovich

Doctor en Ciencias Matemadticas

e
——

Matias Graiia

Doctor en Matemdtica

Gabriela Jeronimo

Doctora en Matemadtica

Ariel Pacetti

Doctor en Matemdtica

“Los Ndmeros. De los Naturales a
los Complejos”. En este libro se
presentan distintos conjuntos de
numeros, se definen sus operaciones y
sus propiedades. Histéricamente,
estos conjuntos surgieron por la
necesidad de resolver determinados
problemas, y es esa la manera en que
se presentan. A lo largo del libro, se
ven los naturales, los enteros, los
enteros modulares, los racionales, los
reales y los complejos. Cada uno de
estos conjuntos numéricos se presenta
en un capitulo distinto, con el fin de
facilitar su lectura en forma

independiente.
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